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Рассматривается задача обобщённого плоского напряжённого состоя-

ния электропроводящей пластинки на основе гипотезы магнитоупругости 

тонких тел. Для того, чтобы обойти необходимость решения уравнений 

электродинамики в окружающей пластину среде, принимается дополни-

тельное предположение о величинах компонент напряжённости индуциро-

ванного магнитного поля на лицевых поверхностях пластинки. Исследуе-

тся зависимость частот и коэффициента затухания от величины напряжён-

ности начального поперечного магнитного поля. 
1. В большинстве случаев задачи колебаний пластин делятся на две 

автономные задачи: планарные колебания (обобщённое плоское напря-

жённое состояние) и изгибные колебания (поперечные колебания) [1-3]. 

Известно, что в задачах магнитоупругих колебаний пластин существенные 

эффекты влияния внешнего магнитного поля появляются при исследо-

вании изгибных колебаний [3-7]. Здесь ставится вопрос: возникают ли ка-
кие-нибудь эффекты в задачах планарных магнитоупругих колебаний. 

Пластина постоянной толщины 2h  с постоянной электропроводнос-

тью σ  находится во внешнем магнитном поле с вектором магнитной ин-

дукции 0B , перпендикулярным к срединной плоскости пластинки. В этом 

случае при допущениях гипотезы магнитоупругости тонких тел задачи 

планарных и изгибных колебаний разделяются [4]. 

Согласно [5] система уравнений планарных магнитоупругих колеба-

ний имеет вид 
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В системе (1.1), (1.2) , vu  – тангенциальные перемещения; f – попе-

речный компонент индуцированного магнитного поля; ,ϕ ψ  – тангенци-

альные компоненты индуцированного электрического поля; E –модуль 

упругости, v  – коэффициент Пуассона, ρ  – плотность материала пластин-

ки; c  – электродинамическая постоянная.  

Система уравнений (1.1), (1.2) состоит из пяти уравнений относи-

тельно пяти искомых функций , v, , ,u f ϕ ψ . Однако в (1.2) участвуют также 

неизвестные величины 
1 1 2 2, , ,h h h h
+ − + −

 – значения тангенциальных компо-

нент индуцированного магнитного поля на лицевых поверхностях 

пластины z h= ± . 

Для нахождения величин 1 1 2 2, , ,h h h h
+ − + −

 необходимо также решать 

уравнения электродинамики для области z h> . В настоящей работе дела-

ется допущение, что этими величинами можно пренебречь: 

1 1 2 20, 0.h h h h
+ − + −

− ≈ − ≈                                       (1.3) 

В этом случае система уравнений (1.1), (1.2) становится замкнутой и нет 

необходимости привлечения уравнений электродинамики для внешней 

среды.. 

2. Из второго и третьего уравнений системы (1.2) определяются ψ  и 

ϕ  следующим образом (с учётом приближения (1.3)): 

03 03
.

v
,

4 4

B Bc f u c f

x c t y c t

∂ ∂ ∂ ∂
ψ = − + ϕ = −

πσ ∂ ∂ πσ ∂ ∂
                   (2.1) 

После постановки (2.1) в систему (1.1), (1.2) получается следующая 

система трёх уравнений относительно трёх искомых функций , ,u v f : 
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В (2.2) использованы известные обозначения  
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Для системы (2.2) вводится преобразование Ламе [8] 
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При помощи (2.4) система (2.2) известным способом преобразуется к виду 
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В первом уравнении системы (2.5) принято 
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Из системы (2.5) следует, что наличие магнитного поля влияет только на 

продольные волны (система уравнений относительно Φ  и f ) и не влияет 

на планарные поперечные волны (уравнениe относительно Ψ  автономно). 

Если не выполнять преобразование (2.4), уравнение относительно частоты 

колебаний получится пятой степени. Система (2.5) показывает, что в об-

щем случае характеристическое уравнение задачи распадается на два урав-

нения: уравнение третьей степени и уравнение второй степени.  

3. Для бесконечной пластинки решение системы уравнений (2.5) от-

носительно Φ  и f  представляется следующим образом: 
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t i k x k y

f f t i k x k y

Φ = Φ λ − +

= λ − +
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    (3.1) 

Здесь λ – комплексная частота, 1 2,k k – волновые числа. 
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После подстановки (3.1) в (2.5) получается система из двух однородных 

уравнений относительно произвольных постоянных 0 0, fΦ  . Из условия 

равенства детерминанта указанной системы нулю получается уравнение  

( )3 2 2
1 0.α + εα + + γ α + ε =                               (3.2)            

В (3.2) использованы обозначения 
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              (3.3)   

 По теореме Гурвица уравнение (3.2) ( )2
0, 0ε > γ >  имеет либо один отри-

цательный корень и два комплексных корня с отрицательной действи-

тельной частью, либо три отрицательных корня. В случае отсутствия маг-

нитного поля ( )2 0γ =  корень 
1α = −ε  определяет коэффициент затухания 

возбуждённого электромагнитного поля, а корни 
2,3 iα = ±  – частоты ко-

лебаний пластинки в случае идеального проводника ( )0ε →   

2

1 2,3 .0, 1iα = α = + γ                                          (3.4) 

4. В случае прямоугольной пластинки ( )a b×  конечных размеров, вви-

ду наличия второго уравнения системы (2.5), необходимы дополнитель-

ные граничные условия на кромках. Пусть прямоугольная пластинка зани-

мает область ,o x o y b≤ ≤ α ≤ ≤ . Если считать, что пластинка ни по какой 

стороне не включена в электрическую цепь, то естественно принять равен-

ство нулю нормальной составляющей плотности электрического тока на 

кромках пластины: 
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Выражения плотности электрического тока в поперечном магнитном поле 

известны [1]: 
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С учётом (4.2) и выражений для ϕ  и ψ  из (2.1) граничные условия (4.1) 

приводятся к виду 
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Не нарушая общности, вместо условий (3.3) можно использовать следую-

щие граничные условия: 

0 при 0, ; 0, .f x a y b= = =                                  (4.4) 



 386

Пусть на кромке пластины constx =  вместе с условием 0f =  заданы 

также условия Навье: 

20, 0.xx uσ = =                                            (4.5) 

При принятых здесь допущениях эти условия приводятся к виду 
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u

f
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∂
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∂
                                      (4.6) 

Используя преобразование (2.4) и уравнение (2.5), граничные условия 
(4.6), в свою очередь, заменяются условиями 
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Из (4.7) и системы (2.5) следует, что в этом случае можно использовать 

метод разделения переменных в виде рядов Фурье 
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Можно показать, что при других вариантах граничных условий метод раз-
деления переменных не проходит. В этих случаях необходимо применение 

приближённых методов типа Галеркина или Ритца. 

Если на всех сторонах прямоугольной пластинки ( )0, , 0,x a y b= =  

заданы условия Навье и пластинка не включена в электрическую цепь, 

тогда решение задачи можно представить в виде двойных рядов Фурье. 

Для такой пластинки уравнение, определяющее частоты магнитоупругих 

колебаний, приводится к виду (3.2), если k  заменить выражением 

( )
1/2

2 2 2
, / .

n m m
k p m b= + µ µ = π                                     (4.9)  

На основе уравнения (3.2) в таблице приводятся численные расчёты отно-

сительно коэффициента затухания ( )Re= − λϑ  и безразмерной относи-

тельной минимальной частоты ( )0 Jmα = α  в зависимости от напряжён-

ности внешнего магнитного поля 03B . Расчёты приведены для квадратной 

медной пластинки с параметрами  
12 2 3 17 1

10см , 1.12 10 дин см , 8, 9 см , 5.3 10 с ; 0, 34a E г v
−

= = ⋅ ρ = σ = ⋅ = . 

 

            

( )3

0
10 гауссB  ( )1

с
−

ϑ  0α  

5 0.0024 1.0000 

10 0.0474 1.0009 

50 0.1374 1.0082 

100 1.2410 1.0142 

200 3.8927 1.0974 
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Таким образом, из численных результатов следует, что в отличие от 

изгибных колебаний пластинки [5] (где влияние магнитного поля суще-

ственно) для планарных колебаний внешнее магнитное поле напряжён-

ностью, не превышающей 50000 гаусс, не существенно увеличивает часто-

ту колебаний. С другой стороны, имеет место существенное изменение ко-

эффициента затухания аналогично случаю изгибных колебаний. 

Отметим, что относительная частота колебаний для приведённых в 

таблице значений напряжённости внешнего магнитного поля практически 

не зависит от длины пластинки a . Коэффициент затухания существенно 

зависит от длины пластинки и изменяется как 1/ aϑ ∼ . В случае, когда 

пластинка включена в цепь переменного электрического тока  

0 sin при 0, ,xj J t x a= ω =                               (4.10) 

граничные условия 0f =  необходимо заменить на 

0
4

sin при 0, .
Jf

t x a
y c

π∂
= ω =

∂
                             (4.11) 

Уравнение (2.5), в случае условий (4.11), определяет задачу вынужденных 

колебаний магнитоупругой пластинки. 
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В рамках теории магнитоупругости тонких тел исследована задача планар-

ных колебаний электропроводящей пластинки под действием внешнего попереч-

ного магнитного поля. Изучено влияние интенсивности магнитного поля на часто-
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Planar Vibration of Electroconductive Plate in a Transverse 

Magnetic Field 
 

In the framework of the magnetoelasticity theory of thin bodies the planar (in-

plane) vibration of electroconductive plate is studied under the action of an external 

transverse magnetic field. The influence of magnetic field intensity on vibration fre-

quency and dumping coefficient is investigated. 
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