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Обобщенное интегральное преобразование 
типа Конторовича-Лебедева, используемое 

при решении граничных задач теории упругости 
(Представлено академиком НАН Армении Б.Л.Абрамяном 21/IV 1998)

Интегральное преобразование Конторовича-Лебедева (1> используется для 
решения многих краевых задач математической физики и теории упругости.

Указанные в работе (2) интегральные преобразования, родственные пре­
образованию Конторовича-Лебедева, удобны для решения смешанных краевых 
задач для клиновидных и конических областей.

В работах (’’3) одновременно предлагается вывод новых интегральных 
преобразований, которые можно использовать при решении некоторых крае­
вых задач для слоистых сред периодической структуры. Для вывода соответс­
твующих формул обращения различных интегральных преобразований в этих 
работах применялся единый подход, развитый в (4), а также метод асимптоти­
ческого интегрирования самосопряженных дифференциальных уравнений 
второго порядка с быстроосциллирующими периодическими коэффициентами 
(5). В результате были получены формулы, обобщающие синус- и косинус- 
преобразование Фурье (0, преобразование Меллина (2), а также преобразова­
ния типа Фурье-Бесселя, Ханкеля и Вебера-Орра (3). В частности, в этих 
работах показано, что данные преобразования можно эффективно использо­
вать при решении краевых задач стационарной теплопроводности слоистой 
полуплоскости (0, многослойного клина, состоящего из отдельных слоев оди­
наковой толщины (2), многослойного цилиндра и плоского слоя с цилиндри­
ческими слоями (3). Очевидно, что введение новых типов интегральных 
преобразований, используемых при решении краевых задач для периодически- 
неоднородных сред, значительно расширяет возможности традиционных мето­
дов математической физики.

Рассмотрим задачу о разложении заданной функции /(г) (0<г<оо) по

собственным функциям краевой задачи для уравнения
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- гГЦр)------В(р) и = 0. (I)

Здесь Л(р),В(р), О(р)- заданные 1-периодические функции "быстрой" 
переменной р — г / £, £ - малый параметр, а краевые условия имеют вид

м(0)<оо, ц(оо) = 0. (2)

Следуя (6), рассмотрим уравнение в частных производных для функции 
м(г,Г)

-^)И(Г>О = ^^ (3)
сг ) г &

и найдем его решение при граничных условиях (2) и начальном условии 
^(г,0) = /(г). ' (4)

После применения преобразования Лапласа к уравнению (3) получим с 
помощью начального условия (4) следующее равенство:

СТ \ сг ) \ г ) г

Здесь
ы(г,р) =/м(г,/)е₽'Л.

О

Решение неоднородного уравнения (5) можно записать так (6)

и('',Р) = - 4С(М,р)Ви՝|/(Я#, 
си(р) о \е; $

где
[и1(г,р)и2(^,р), 

гг|(^р)И1(г,р),

(6)

(7)

ю(р) = Л(р))У(и1, из), (8)

м։(г,р), и2(г, р) - линейно-независимые решения однородного уравнения 
(5), , м21 - вронскиан решений и, , и2 . Учитывая наличие быстроиз-

меняющихся 1-периодических коэффициентов А(р), В(р), £)(/?) в однород­

ном уравнении (5), найдем его решение с помощью метода асимптотических 
разложений в виде ряда по степеням малого параметра £ Используя извест­
ную процедуру построения двухмасштабного разложения решения уравнения 
(5) с 1-периодическими коэффициентами (') и сохраняя в этом разложении 
три первых члена, получим представление

281



и(г,р) = иа(г,р) + сМ,(р)С~^ 
аг

1 №п(р) ^ЧМ
<1гг г (Лг\ (1г 7

+ /У<3’(р)м0(г,р)
(9)

где локальные функции /У,(р), Л^^(р),/ = 1,2,3, р-г! £ являются 1-перио-
дическими по переменной р и в пределах ячейки 0<р<1 удовлетворяют

следующим уравнениям:
<ДУ. (Р) _ с,

Ф Жр)՜1 ’

= ֊ЛГ,(Р).
<*Р

(Ю)

(Н)

(12)

(13)

Здесь символ <...> означает операцию осреднения по ячейке периодичности, 
например

< £> >=/ О(р)Лр. 
о

Функция м0(г,р) в (9) является решением обыкновенного дифферен­

циального уравнения
1 а ( <1и0(г,р) 
------г--------------  
г с1г\ с!г (14)
/2=</)>/С։, X1 =<В>/СХ, С, =<Л։>՜'.

Два линейно-независимых решения уравнения (14) можно выразить через 
модифицированные функции Бесселя

“о, =,г^(гг)’ и<а =К,^ГУ- (13) 

одно-Подставив (15) в (9), получим искомые линейно-независимые решения 
родного уравнения (5) с точностью до членов порядка £2

(16)

2

+<։(р) /2 ^к^хН + ^Чр^Схг) +•••
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(17)

Кг4-р(Гг)+^\Р)кгГр (у г) +...+л^2)(р) /2

Можно показать, что вронскиан для и1 и2 имеет вид 

И/ М|, «2
/1(р)г ’

и, следовательно
со(р) = -С,

Обратимся теперь к решению неоднородного уравнения (5) в форме (6). Пере­
ходя в (6) к оригиналам, получим

и(М) = 1р(г,£05р1/(£)^, (18)
С, о \£/ $

где 
1 а+/ао

У(г,^,/) = — ]в(г9^р)ер^р. (19)
2/П а-лю

Подынтегральная функция в (19) имеет точку ветвления р = 0 и поэтому, 

проводя разрез вдоль отрицательной части вещественной оси, представим 
(19) при?* < в виде

Л'֊.£0|,։{ = -тМ(г, це" )и. (£, ^е" )е՜’^ -

_ , (20)
-{и, (г, 7е՜”)и, (£7/е" )е՜"<Ь]\. 

о J

Подставляя в (20) выражения для м, ,И։ в соответствии с (16), (17) и выпол­
няя ряд преобразований, получим следующее представление интеграла (19), 
справедливое также и при г > £ :

У(г,£/) = -^рЛ(;тг)/?(г,г)Дг,^е г п7г, (21)
я X о

где
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(22)

Заметим, что при выводе (21) использовалась известная формула для модифи­
цированных функций Бесселя (8)

- sin луК9 (z) = Z_v (2) - (z). 
л

Теперь на основании (18) и (21) можно найти

u(r,/) =
2

*2c1Z
J |Я(г,г)Я(т,4> sh(7CT)B - \f{^)dTd^

откуда с учетом начального условия (4) получается искомое представление

/(г) = —Г—|$Л(лт)/?(г,г 
Л- с, X О

Определяя преобразование функции /(г) интегралом

(23)
о \£) $

— « ( dE/(r)-f/(ft«(r.^|j֊֊, (24)

найдем, исходя из (23), соответствующую формулу обращения обобщенного 
преобразования Конторовича-Лебедева

/(г) = "Ish{nt)f(r)R{T,r)Tdr, (25)
Л < В> о

Следует отметить, что функция Я(т,г) удовлетворяет уравнению с 

быстроизменяющимися 1-периодическими коэффициентами
ч Г — Л ГЪХ Ч ТЪХ Ч Л

А(р)г-----֊֊ ֊ О(р)֊ — Я(р) Я(г,г) = 0,,
\ г х 7г dr \

а при A(p) = const, В(р) = const, D(p) = const эта функция принимает вид

Я(г,г)=К։г0г),

т.е. совпадает с ядром обычного преобразования Конторовича-Лебедева.
Изложенные результаты получены в рамках программы научного сотруд­

ничества между Афинским национальным техническим университетом и Ин­
ститутом механики НАН Армении и будут использованы в дальнейших сов­
местных научных исследованиях.

Афинский национальный технический университет 
Московский институт химического машиностроения
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Դ. ՅԱ. ԲԱՐՁՈԿԱԱ, Ա. Ի. ԶՈԲՆԻՆ, Բ. Ա. ԿՈՒԴՐՅԱՎՑԵՎ

Առաձգականության տեսության եզրային խնդիրների լուծման ժամանակ 
օգտագործվող Կոնտորովիշ-Լերեդևի տիպի ընդհանրացված 

ինտեգրսդ ձևափոխություն

Արւաձգականու թյան տեսու վօյան և մաթեմատիկական ֆիզիկայի բազմաթիվ բնագա­
վառներում հանդիպող սեպաձև, համասեռ, մարմինների համար եզրային խնդիրների լուծ­
ման Ժամանակ հաճախ օգտագործվող հոնտորովիչ-էեբեդևի հայտնի ինտեգրալ ձևա՜ 
ւիոխությունր սույն աշխատության մեջ ընդհանրացվում կ փոքր պարամետրերով բնու­
թագրվող պարբերական- անհամասեո. մարմինների համար: Այդ նպատակով դիտարկ­
վում է բավականաչափ լայն դասին պատկանող և (0, 00) միջակայքում որոշված վ ունկ- 
ղիաքի վերլուծությունը փոքր պարամետր պարունակող փոփոխական գործակիցներով 
երկրորդ կարգի սովորական դիֆերենցիա/ հավասարման համար եգբային խնդրի սե­
փական ֆունկցիաներով: Վերլուծությունը ստանալու ճւսնապարհին օզյոագործվու մ է 
իապլասի ինտեգրալ ձևափոխությունը, դիֆերենցիալ հավասարումների լուծման ասիմպ- 
տոտիկ մեթոդները և ինտեգրալների հաշվման կոմպլեքս փոփոխականի ֆունկցիաների 
տեսության հայտնի մեթոդները:
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