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В настоящей работе продолжается исследование гамильтоновос­
ти графа с помощью количественных характеристик окрестностей 
вершин, начатое в работе (*)■ Получены обобщения результатов 
Бонди — Хватала (*) и Оре (’). Все неопределяемые понятия можно 
найти в (4).

Рассматриваются конечные неориентированные графы без пе­
тель и кратных ребер. Множества вершин и ребер графа О обозна­
чаются, соответственно, через У(О) и Е(С). Степень вершины х в О 
обозначается через да(х'), а расстояние между вершинами х и у в 
О—через йа(х, у). Для каждой вершины х£1/(О) введем обозначе­
ния: А^(х)={у€У(О)|^, У)֊-=*}, ^)(х)={уСУ(а)|с?0(х,у)^}, £>1. 
Подграф, порожденный множеством 2ИЮ(х), обозначается через 
О('1(х), />1. Простую цепь х., х։, ..., хк назовем тупиковой, если 
№д)(х1)^{х։, х„ ..X)։} и Л/՝(о)(х*)с{х1, ..хк_1}. Гамильтоновым 
циклом графа О называется простой цикл, содержащий все вершины 
С. Граф, содержащий гамильтонов цикл, называется гамильтоновым 
графом. Целая часть числа а обозначается через |а].

Лемма 1. Пусть О—р-вер шинный граф, р5*3, и (х, у)$Е(О). 
Если да(х)-\^0(у)^»р, то с?о(х)-]-с(оР)(х)(у)^|Л1^>(х)|.

Лемма 2. Если в графе О несмежные вершины х и у связа­
ны цепью хх=х, х։, .... х*_1, х»1 = у, к^З, и выполнены условия: 
ЛЦР(х)^{хг, ..., Хц_!} и ^о(х)+</о(2։(.,.)(у)>=|/И^)(х)|, то существует 
5, 2<5«^А—2, такое, что (х1։ хз+1), (х^ х^)^Е(О).

Лемма 3 (3). Если х1։ х2, ..., хл—тупиковая цепь графа О и 
do(x1)+do(xl^y5*k, то в подграфе, порожденном вершинами хх, . .., 
хк, существует гамильтонов цикл.

Теорема 1. Связный р-вершинный, р^З, граф О гамильто­

нов, если для каждой пары вершин х, у, где до(х)^.-—— и до(х, 
2 

у) = 2, выполняется условие да(х)֊^аРЦх^У)>=|7И£)(х)|.
Доказательство. Пусть Д={СХ, ..., Сл}—множество всех 

длиннейших простых цепей графа О, С; = {х(/>..........х</>} и V;—наимень­
шее I из {1,2, ..., А}, для которого (х\>\ х^)^Е(в), /=1, .... А.
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Разобьем множество А на подмножества А1։ А։, А։ следующим об­
разом: А1={С^А/с1а(х^)+ао{х^)^к, А = {С/бА\Л1/СГ0(х(/)>

ь
> —, !</։£/։}, А։ = А\(А։иЛ։)- Докажем, что для каждого С£А в 

2
подграфе Н], порожденном вершинами цепи С/, существует гамиль­
тонов цикл.

Если *>=1, то Н) гамильтонов. Пусть */>1. Возможны три случая. 
1. С^А^. Тогда гамильтоновость графа Н] следует из леммы 3. 
2. С/6А։. Пусть </0(4у,) = * и АЛ^)(лс^’) = {лс</>, ..., х«}, где Ч<4։< 

<...<7/. Ясно, что Фо{х^, л^>_։)=2 и по условию теоремы гШ<Л)-]֊ 
+^о<2) (л*')-1)^-|- (̂а (хл,)1- Поэтому по лемме 2 существует такое х, 

Ч'» ՛
2, что (^/), х№)£Е(С). Но тогда в Я/ сущест­

вует длиннейшая цепь С/ = (х(/>, х<'>....... ху>, хЦ\ л^։, ..., х<^։), ко­
торая удовлетворяет следующим условиям:՛ или (х\П, х^)^Е(С), или 
С[^Аг, или С1$Аг и *։<*/. В первых двух случаях гамильтоновость 
/// очевидна. Если С/ не удовлетворяет первым двум условиям, то 
С£А2 и */<^--1 = */—1, поскольку ։;=*/ и (х^_։, ху|1)^£(О). Пос­

кольку С/£А։, то к С/ можно применять те же рассуждения, что и 
к С/. Ясно, что через конечное число таких шагов в Н/ будет пос­
троена такая последовательность С/0 = С/, С/։ = С/, ..., С/т длиннейших 
цепей графа О, что ^=0, 1, .... т — 1, и или С/т^А1։ или
концевые вершины цепи С/(П смежны. В обоих случаях Н/ гамиль­
тонов.

3. С£А3. Рассуждая так же, как в случае 2, можно построить 
в Н/ такую последовательность С/О=СУ, С/։ = Сг, ..., С1т длиннейших 
цепей графа О, что */,+։<Г*/։, 1=0,..., т—\, и или С/т€А1М», или 
концевые вершины цепи С/т будут смежны. В обоих случаях Н1 га­
мильтонов.

Итак, мы доказали, что для каждого С&А подграф Н/ гамиль­
тонов. Но тогда Н! = О. (В противном случае в О можно построить 
более длинную простую цепь, чем С/). Теорема 1 доказана.

Из теоремы 1 и леммы 1 вытекает
Следствие 1 р-вершинный, р^Ъ, граф С гамильтонов, если 

для каждой пары вершин х, у с бо(х,у} = 2 выполняется условие 
б0(х)+с!а(у)^р.

Следствие 1 является обобщением теоремы Оре (’). так как из 
условия (х, у)^Е'(О) и £?о(х)+^о(у)Э=| И(О)| следует (1о(х, у) = 2 и для 
каждого р&^в существует р-вершинный граф, удовлетворяющий ус­
ловиям следствия 1 и не удовлетворяющий условиям теоремы Оре 
(’)•

Другим обобщением теоремы Оре является
Теорема 2. Связный граф С, |1ДО)|з»3, гамильтонов, если 

для любой вершины х£1/(С) и любых несмежных вершин и, 
^М^(х) выполняется одно из следующих условий:
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а) ^оО)(х)(и)+^0(1)М(г')>|/И(о>(х)|>

б) ао(и)+^о(у)^^)(х)1.

Следствие 2. Связный, граф С, 11/(С)|₽»3, гамильтонов, если 
для любой вершины х£У(О) и любой вершины и£П$(х) выполня­
ется одно из следующих условий:

а) ^0(1)(г)(“)> —2----- .

б) ^о(«)>
1>И£>(х)|

2

Граф О назовем гамильтоново-устойчивым к добавлению ребра 
(х, у)^Е'(О), если граф 0-(-{(х, у)} гамильтонов тогда и только тогда, 
когда гамильтонов О.

Теорема 3. Если Л0(х, у) = 2 и б0(х)+с10щм(у)>|Л4§)(х)|, то 
граф О гамильтоново-устойчив к добавлению ребра (х. у).

Граф Н назовем локальным замыканием графа О (относительно 
операции добавления ребра), если

п И(//)=У(й), адедя) и Мх)+*я«и(у)<Ж(*)1 для 
каждой пары вершин х, у из У(Н) с о?я(х, у) = 2;

2) существует такая последовательность графов О1։ ..., С*, ЛЭ»1, 
что 01=0, Сь-=Н, 0/+1 = (7։-|-{(Х/, у,)}, где ^оДХ/, у։)=2, </О/(х/)-|- 
+^0(2). .(У/>|АГР))(х,)|, /=1, .... А-1.I \л1) 1

Локальное замыкание графа 0, вообще говоря, не единственно.
Теорема 4. Пусть И—локальное замыкание графа в. Для 

того чтобы О был гамильтоновым, необходимо и достаточно, 
чтобы Н также был гамильтоновым.

Замечание 1. Используя определение локального замыкания 
и лемму 2, гамильтонов цикл графа Н легко можно перестроить в 
гамильтонов цикл графа О.

Следствие 3. Если полный граф является локальным за­
мыканием графа С, то О—гамильтонов.

Следствие 4. Двусвязный р֊вершинный, р^З, граф О га­
мильтонов, если для любых двух несмежных вершин х, у из У(0) 
выполняется условие а^(х)+б^(у)^о(О) + 14-1^֊~где ЦО)—ми­

нимальная из степеней вершин й.
В работе (я) было введено понятие р-замыкания р-вершинного 

графа О (обозначается Ср(0)) и было доказано, что О гамильтонов 
тогда и только тогда, когда гамильтонов граф Ср(0).

Утверждение 1. Если Я—локальное замыкание р-вершинно- 
го графа О, рэ»3, то Ср(0) является подграфом Н.

Утверждение 2. Для каждого р^=4 существует р-вершин- 
ный граф й с |£'(0)| = 2р—3, для которого К.Р является локальным 
замыканием 0.
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Замечание 2. В (տ) показано, что если CP(G) = KP, то |£՜(Օ)|>
Г (/Н-2)’ Iւ 8 г
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Ա. V. ՀԱՍՐԱԹՅԱՆ, Ն. Կ. ԽԱՋԱՏՐՑԱՆԳրաֆի համիլաոնության հեաագուոումբ գագաթների շրջակայքերի օգնությամբ
Դիցուք (7 = ((/(Օ), ք(Օ))-& վերջավոր գրաֆ է։ X գագաթի աստիճանը 

Օ-ում նշանակենք (էօ^)֊ով, ԺօԼՀ. ^)~ով նշանակենք X և գագաթների 
միջև հեռավոր ութինը Օ-ոլմ և 0^^)-ով' />4^(յք) գագաթների բաղմոլ- 
թյամր ծնված Օ-ի ենթագրաֆր, որտեղ 1/(0 )/ճօ(^, )0<.2}. 0
գրաֆը կանվանենք Համիլտոնին կայուն (X, y) կողի ավելացման նկատ­
մամբ, եթե 0 (-{(X, 5»)} գրաֆը Համիլտոնին է ալն և միալն այն դեպքում , 
երբ Համիլտոնին է Օ-նւ

Աշխատանքում ստացված են Հետևիլ արդյունքները։
Թեորեմ 1. Կապակցված /7-գագաթանի, /£>3, 0 գրաֆը նամ: լաոն- յան ե, եթե յուրաքանչյուր X, y գագաթների զույգի ճամար, որոնք բավա­րարում են ----— և do(X,y)=2 պայմանին, աեգի ունի մ0(^)վ-

2
+ճՕ(2)(.ր)(յ’)^171'քՕ)(յ։:)1 անհավասարությունը:

Հետևանք 1. Կապակցված բ գագաթանի, /7^-3, 0 գրաֆը ճամիլաոն- յան ե, եթե յուրաքանչյուր X, y գագաթների զույգի ճամար, որոնք բավա­րարում են dQ(X, y)—^2 պայմանին, աեղի ունի dQ(x)-\-dQ{yУ^p անհավա­սարությունը:
Թեորեմ 3. Եթե d(ձx, y)=-2 և ^օ(^)+մ0(շ)(յր)(յ/)>|214^(^)|, ապա 

0 գրաֆը ճամիլաոնյան կայուն ե (X, y) կողի ավելացման նկաամամր:
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