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Определение 1. Система функций {?л(х)}, заданная на от
резке |я, Л], называется системой представления в классе измери
мых, почти везде конечных на |а, 6] функций, если для произволь
ной почти везде конечной измеримой функции /(х) существует ряд

V С,<рл(х), 
л- I

который почти всюду на отрезке [я, сходится к /(х).
Вопрос, является ли тригонометрическая система системой пред

ставления в классе почти везде'конечных измеримых функций, был по
ложительно решен Д. Е. Меньшовым (՛).

Для системы Уолша этот вопрос рассматривался Р. С. Давтяном 
(2), Ф. Г. Арутюняном (3). Последним, в частности, в одной из неопуб
ликованных работ получен результат, который нам понадобится в 
дальнейшем, так что сформулируем его и приведем краткую схему до
ка -ательства.

Теорема А. Подсистема Уолша {тоЛх.+1(х)}"'*п где пк +
-\-тк^пк 1 и Иттл = оо, является системой представления в клас- 

се всех почти везде конечных измеримых функций.
Утверждение этой теоремы следует из того, что если 

{адДх)};=1 система Уолша (4), ,։ ее -естесгвснна'՛
пачка**, 2л-|֊1 >2Я’4֊1. 2л-р2ь’С2'л + 1, то для произвольного интервала 
/ 7 ~~1 (1^/^2‘) и числа а>0 можно подобрать такой набор
\ 2* ’ 2*/

՝ ' О 2Я+2* х
чисел е/ = () пли 1, что многочлен Р)Л)(л՜) — — V ^’/(л) удовле։-

- /=2л+»
воряет следующим условиям:

а о*

յ

9*+։ ’
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2п+1</<2лЧ֊2*
e<W/(.v) о на отрезке [0, 11.

Из этого следует, что подсистема Уолша, указанная в теореме Л, 
является системой функций типа (Л"), значит, и системой представле
ния (3).

В данной работе рассматривается вопрос, будет ли подсистема 
Уолша системой представления, если функции выбраны «далеко» друг 
от друга.

Прежде чем перейти к точным формулировкам, введем некоторые 
обозначения. Как известно, существуют разные нумерации системы
Уолша (5); мы будем пользоваться нумерацией Уолша—Пэли (при 
этом не очень заботясь о значении функций в двоично-рациональных 
точках, так как нас интересует сходимость почти всюду).

Определение 2. Последовательность ортонормированных 
л г , /1 1 \матриц А- определим следующим образом: /ц=( \ н если г-тую

строчку матрицы А обозначим через = а<*>, . ,. а1**)), то

4*+} = (aW, а^) i— 11 2... .2л. (I)

Матрицы Д», (Л=1,2...) состоят из 1 и —1, ортонормнрованы, зна
чит, det Дк=^0.

Определение 3. Если <р(х) некоторая функция, определенная 
на отрезке [0, 11, а а(А) f-тая строчка матрицы Ah, то обозначим: I

в<»»?(х) - .1<2‘х-'+1 т "Р" х€[^֊£) >=1֊2,...2‘. (2> 

10 при л = 1
Через Ак р(х) будем обозначать пачку из 2к функций, где на 

г-том месте стоит функция а\^о^(х).
Определение 4. Систему Уолша определим сле

дующим образом:
Wj(x)=l на отрезке [0, 1] при х£ 0, —

н

О в остальных точках;
если уже определены первые 2* функций, то следующие 2* функций 
определим следующим образом:

= ^։(х) /=1,2,3,.,. 2*.
Нетрудно заметить, что таким образом определенная система Уолша 
совпадает с определением, данным в (4) (см. с. 155).

I еорема 1. Если систему Уолша разбить на пачки, содер
жащие по п элементов, то из каждой пачки можно выбрать по 
одной функции так, чтобы подсистема Уолша, составленная из 



них, были сиалсмой представления в классе почти везде конечных 
измеримых функций.

Лемма 1. 1. Если систему Уолша разбить на пачки, содер
жащие по 2* функций, то 1-тая пачка совпадает с Ак •тл)1(х).

Лемма 1.2. Если систему Уолша разбить на пачки, содер
жащие по 2'՝ элементов; {П/}^_0 такая последовательность нату
ральных чисел, что ло = О, 11т «/) — Л֊оо; в пачках с номерами

П)-}-2, П/-\֊3, ..П/-|.1 выбрана функция, имеющая относительно 
пачки один и тот же номер /7 =_/-{-1 (то<12*), тогда множество 
всех выбранных функций составит систему представления в клас
се всех почти везде конечных измеримых функций.

Теорема 1 непосредственно следует из предыдущей леммы.
Замечание 1. Пользуясь методами, разработанными в рабо

тах (3-в) для произвольной функции Е(х)£Ьч, можно составить ряд
ОО

вфр.-(*)> (3)

где {ср։(х)} подсистема Уолша, указанная в теореме 1 так, чтобы ряд 
(3) сходился к функции Е(х) почти всюду и одновременно

нс- г
У а/?/(х) = /?(л-) в пространстве Л?. 
1-1

Через 5[0, 1] будем в дальнейшем обозначать пространство схо
димости по мере.

Теорема 2. Если систему Уолша разбить на пачки, содер
жащие по и элементов, то из каждой пачки можно выбрать по 
одной функции так, чтобы и выбранная подсистема Уолша, и ос
тавшаяся подсистема были незамкнуты в пространстве 5[0, 1].

Лемма 2.1. Если дан некоторый набор чисел не рав
ных одновременно нулю, то множество всех функций {^(х)}С2 
С15[0, 1], удовлетворяющих соотношению

почти всюду на (4)

не плотно в пространстве 5| 0, 1 ].
Лемма 2.2. Если из системы Уолша выбросить арифмети- • •

ческую прогрессию с разностью £/ = 2*(&^Л), то система оставших
ся функций будет незамкнута в пространстве 5|0, 1].

Замечание 2. Утверждение леммы останется в силе, если вы
брасывать арифметическую прогрессию с разностью 2* (£^1), начи
ная с некоторого места.

Утверждение теоремы 2 непосредственно следует из предыду
щей леммы.

В заключение автор выражает благодарность Ф. Г. Арутюняну 
за постановку задачи и ценные советы.
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Վ. (Г. iriLl.il հհՏԱՆ
1հոլչ|ւ ենթահամակարգի մասին, որը հանդիսանում I. ներկայացման համակարգ
Տվյւպ ա ւ քս ա տ աՆ ու մ ապ ա ւյու ւյվու մ հՆ երկրս քէեորեմ,
Ւեորեմ 1. եթե 11ւոլչի համակարգը տրոհենք' հաջորդաբար խմբերն, որոնցից յուրաքանչյուրը պարունակում է // էլեմենտ, ապա ամեն մի խմբիդ կարելի է ըետրե| մեկական ֆունկցիա այնպես, որ այդ ընտրված ենթահամակարգը լինի ներկայացման համակարգ չափելի հ. ա. վերջավոր ֆունկցիաների դասում:
Թ !> Ո ր Լ մ 2. եթե ւևոլշի համակարգը տրոհենք հաջորդաբար խմբերի, որոնցից յուրաքանչյուրը պարունակում է// էլեմենտ, ապա ամ՛են մ՛ի խմբից կարելի Լ ընտրել մեկական ֆունկցիա այնպես, որ այդ ընտրւիսծ ենթահամակարգը չլինի փակ Տ | 0,1 | տարածությունում:
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