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В работе С1) для произвольной последовательности положитель
ных чисел {сА}, для которых Ус1=оо, была построена ортонормиро- 
ванная система ограниченных функций ®։(х), ©։(х), ... на отрезке 
|0, 1] такая, что ортогональный ряд ^Ьк^к(х) при любом порядке 
членов расходится всюду на [0, 1| к-фоо, как только Ь> Ск. Потом в 
работе (։) для любой последовательности действительных чисел {сл}, 

= и для одномерного интервала / была построена ортонорми- 
рованная система «рДх), <р։(х)»... на У такая, что ^О։?*(х)=0 для 
всех х£./.

Далее П. Л. Ульяновым поставлена следующая задача.
Для любой последовательности {ск}, для которых и

любой функции Р(х), определенной и измеримой на отрезке [0. 1], 
построить такую ортонормированнную систему функции {?*(*)} на 
|0, 1], чтобы ряд Щсц<Рь(х) сходился всюду на [0, 1] к функции Л(д) 
(функция Е\х) может принимать значения 4՜°° и —эо на множествах 
положительной меры) (см. (’)).

Эта задача решена в работе (4). более того, построена такая 
система {®л(х)}, что ряд ^с*?а(х) сходится всюду на отрезке [0. 1| 
при любой перестановке его членов к функции Р(х).

Цель настоящей работы — дополнить систему функций, пос
троенную в работе (4) и удовлетворяющую условию задачи, постав
ленной II. Л. Ульяновым, до полной ортонор.мнрованной.

Отметим, что если ряд У Сл'рл(-’с), где {?*(-£)} полная ортонорми- 
рованная система, сходится на множестве Е положительной меры, то 
коэффициенты сь удовлетворяют условию Ут/*®00 (если при 
некоторых значениях /г, то принимаем как это показано в
работе (5).

В настоящей работе утверждается
Теорема 1. Если {я*} произвольная последовательность дей

ствительных чисел, удовлетворяющая условиям = 5^Г=О°’
и если Е(х) произвольная измеримая функция на отрезке {0, 1|, 
то существует полная ортонормированная система {?*(-*)} кусоч
но-постоянных функций на отрезке 10, 1] такая, что ряд *?>(*) 
сходится почти всюду на отрезке |0, 1] к функции Е(х).
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Очевидно, не уменьшая общности, можно считать, что все ск / 0. 
Обозначим

1 1

11Л = (/|/(-Ч 1*^)5՜. №=( ИЛ = /ах.
0 £■ 0

Тогда справедлива следующая
Лемма 1. Пусть заданы произвольное число 0<^<Д; после

довательность {сл} такая, что ^с* = оо, 2£с~։ = оо, £*=^0 для всех 
й; измеримая почти всюду конечная функция /(х) на отрезке 
[О, 1]; произвольная функция /7££2 [0, 1|; действительное число р 
такое, что Ир,1]<3-

Тогда для любой ортонормированной системы кусочно-пос
тоянных функций ^(х), .... <рП|(х), равных нулю на отрезке [3, 1|, 
можно определить систему %+1(л), ..<рт+л(х) кусочно-постоян
ных функций, удовлетворяющих условиям:

1) система <рх(х), ... ®т(х), <р„, + 1(х)........<рт+л(х) пронормиро
вана на отрезке [0,1], <р»(х) = 0, (/=1,2,..., т~\֊п) на некотором 
отрезке [т, 1], 0<₽<7<1;

4) существует О(х) =
т + п
У Ь^,(х) такая, что [|О—

1

Дадим схему построения системы функций {?т н(х)}?_1։ удов
летворяющих условиям леммы.

Применяя лемму 2 работы (4). легко построить кусочно-посто
янные функции ’'4ш + 1(х), .. <ря։+*(х) на отрезке [0, 1| и множество 
#=10 р), /л£Г>( 1 —е)£, удовлетворяющие условиям:

1) <?։ (-*),•••, ?т(х), ?/л+1(х), ..., <ртч.*(х) пронормирована на 
[0, 1], ?/(х) = 0, х£[р, 11 (/=1, 2, тД-Л);

П)

III)
к

к
/\х) У Ст+1^т+((х)

1/(х)Ц-£«

Х$Е;

х£Е.

Применим лемму 3 работы (®) к системе {?/(х)}"' /։. Согласно 
этой лемме существуют кусочно-постоянные функции 'Ь’/Цх), ... ^։)(х) 
на (0, 1 [, обладающие свойствами:

а) функции <р։(х), ..., «>Я1+Л(х), ф\’>(х), ..., ’|И1)(х) пронормиро
ваны на отрезке [0. 1] и '}><1>(х) = 0 х£[р, 1 ].(/»!, 2, ... /?);

б) существует В(х) = V\<р,(х)-|֊ £ ^։)ф‘1}(х), такая, что ЦЯ—
<"■1 /=1
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Поскольку 2с;’ = оо, то можно взять четные натуральные числа 
т • р ^-0 СВОЙСТВАМИ!

“><*/+К а/-1<аЛ1—а?, (ао = О) (/= 1, 2. >..р— 1);

МУЧ*)1<е, х£[0, ₽) (/ = 1,2....... р),
где

//п + *4-«у \ 1
■“; = (2 Л’)՜՜ (>“>. 2..........Р).

\Я1 + Л+ау_1 + 1 /
Далее воспользуемся матрицами Л/=.||а(/)|։ введенными А. М. 

Олевским (см. (5)) порядка «/—<*/-1 (/-1, 2, ..р), полагая а^ = 
= (“1),‘°^։Т*+.Ь1+Г, (У=1, 2, ...» р).

Остальные столбцы выбираем произвольно, требуя лишь выпол
нения условий ортогональности матрицы А,.

Пусть . <Д, П։пА9=1. Дадим на сегменте /г^)
(/-•ЭО 

произвольную ортонормированную систему {Ф^Чх)}ьГ/» (У =
=0), ау-а/_1^^+]-֊а/, /=1......... р—\ кусочно-постоянных функ
ций, а на [0, Аг) возьмем функции ^{’’(х), ..., ф’/Чх) и применим мат
рицы А; к этой системе так, как это делается в лемме 1 работы (’). 
Вследствие этого получим функции <ря+*+1(х).......<Р,п + Л+<,р(Х).

Положим б(х)=^ Ь^х), где Ьт^л опре-
1

делястся однозначно из системы уравнений

V 7 Х+։+.,_1+, ■ =*;■՝. <?=։,2,. а7—ау_1։ У= 1,2, ..р.

Если обозначим &4-ар = л, 7=Аар_вр_1, то система {?,„-;(х)}/ ։ и 
О(х) удовлетворяет всем, требованиям леммы.

Коротко опишем, как из леммы 1 следует утверждение теоре
мы 1.

Пусть {^(х)}* всюду плотное множество в £։[0, 1] и последо
вательность положительных чисел 1^>е։>£2> ... такая, что ^б/<ос.

Возьмем число 1—такое, чтобы Ц£1Ь։.1)<Лг

Введем следующие обозначения:
Е\=Е(Г(х) = ^оо), Е2=Е(Е(х) = -^), ^з=1°.

[ F(x) х^£։
Л(х) = 1 .

— 1 х^Ег

Применяя лемму 1 для /л = 0, е = е1։ Н(х) = g,(x), J(x) = /-։(.v)» 
р = Рп получаем кусочно-постоянные на [0, 1] функции <?։(х), .... 
?л։(х), удовлетворяющие условиям 1)—4).

Поскольку на число 7 в лемме не накладывается никаких огра
ничений кроме то 7 можно взять так, чтобы выполнялись
неравенства
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Еше раз применим лемму I, полагая s = s։, /л = л։, А/(л) = g2(.v), 
/(x) = Fs(x), где ?2 = 7 ц

л։
At(x) - V с^{(х) х£Ея

Нетрудно проверить, что система {<р*(л)}» порожденная из бес
конечного продолжения этого процесса, удовлетворяет всем требо
ваниям теоремы 1.

Следствие. Если возьмем с։=1 для всех /, то из теоремы 1 
следует, что для любой измеримой на отрезке [0, 1| функции Л(х) 
существует полная ортонормированная система {^(х)} кусочно-пос
тоянных функций на отрезке 10,1] такая, что ряд = Р\х)
почти всюду на отрезке [0, 11. • '

В заключение авторы выражают благодарность Ф. 1՝. Арутюняну 
за постановку задачи и постоянное внимание к работе. -
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Ա. Դ. Հ1ԼՐՈհք*ՑՈ1*ՆՅԱՆ. Ն. Լ. ՍԻՆԱՆՅԱՆՏրկած դործակ|ւցնԼրւււ| puin jrիվ orpnGnrifiui]ււրւ|ած համակաrql,rjiչափելի ֆունկցիաների ներկայացման մասին
Ch = ՕՕ. , ճս՛ = ՕՕ հատկություններով ot/աված իրական

թ'{!' ՐՒ ցանկացած C*, քշ, . . . հա շո րդական ութ լան և | 0, 1 հաավա ծի վր ա
որոշված ցանկացած չափելի ֆու ն,19Ւ ալի համար է կարւուցված Հ [ (Լ | I
հատվածի վրա կտոր աո կտոր հաստատուն ֆունկցիաների լրիվ օրթոնորմա֊
У ո րվ ա<} սքսյտհմւ ա 
հատվածի վրա:

F(X) համ ար/ա ամենարեք [0» ։ |
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