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УДК 539.376 ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ
С. М. Мхитарян

К напряженному состоянию деформирующегося по степенному
закону бесконечного пространства с разрезом в виде

полосы или полуплоскости
(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 9/У1 1981)

Решения многочисленных задач о напряженном состоянии тел с 
разрезом различных геометрических форм приведены в известных 
монографиях (1-в), где одновременно освешено современное состоя­
ние механики разрушения. В этом направлении укажем также на ра- 
бэту (:).

В настоящей статье в рамках нелинейной теории установившейся 
ползучести при степенной зависимости .между интенсивностями нап­
ряжений и скоростями деформаций рассматриваются задачи о напря­
женном состоянии бесконечного пространства с разрезом в виде по­
лосы или полуплоскости. Предварительно выводится ключевое интег­
ральное уравнение для произвольной конфигурации плоского разре­
за в бесконечном пространстве. При этом существенно используются 
результаты работ (®՜10). Задача же о разрезе в виде полуплоскости, 
содержащемся в линейно-упругом пространстве, была решена в (п).

1. Пусть бесконечное пространство, отнесенное к правой декар­
товой системе координат 0 луг, в своей плоскости г=0 содержит 
разрез в виде произвольной области ш. Далее, пусть к берегам это­
го разреза приложены только одинаковые вертикальные силы 0/|г-±о= 

р(х, у). Для материала пространства будем считать справедливым 
нелинейный физический закон (8՜10) е = Дада, где е—интенсивность 
скоростей деформаций, а — интенсивность касательных напряжений,
А физическая константа, а т — показатель ползучести

Выведем разрешающие уравнения задачи. С этой целью беско­
нечное пространство мысленно разделим на верхнее и нижнее полу­
пространства. Тогда, придерживаясь обобщенного принципа суперпо­
зиции, для перемещений*  точек граничной плоскости верхнего (с ин­
дексом Д) и нижнего (с индексом —) полупространств при условии 
несжимаемости материала и при произвольной вертикальной нагруз­
ке %(х, У) будем иметь (։о)

ш-(х, у) фактически будут ско^ стн, а не перемещения. Однако для простоты
и дальнейшем будем употреблять термин .перемещения".
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((.Г, y)(=ll),

где 
чем 
что

!1—определенная комбинация физических констант и 1 
2/3<1*<1,  а вообще 0<и<1, и П-вся плоскость г-.О От'ег^ , 
при р = 1 имеем случай линейной упругости.
Далее, введем в рассмотрение скачок перемещений

/(-'■. y) = w+(x, y)-w (х, у) ((х. у)0|) 

и полные нормальные напряжения

,„(Х. у) = | у) ((* уЮ0 .
1’(*.  У) ((х, у)С1Т/>») ’

где о(х, у)—неизвестные нормальные напряжения вне разреза™ 
Приняв во внимание (1.1), при помощи (1.2) и (1.3) получим

|<р(х, у)
_ 2(»)*  у)^) (] 4)

0 ((х,у)£П/™),

где ?(х, у) = х'Л(х, у)((х, у)в°). К обеим частям (1.4) применим [ву- 
мерное интегральное преобразование Фурье. Воспользовавшись из 
вестной формулой 3.773.6 ((12), 443), придем к алгебраическому с< -
отношению

21>Г( 1-^2)
2’(2։>)^Г(И 2)

(1.5)

где

—о 1 Зо(х, У)^1(>Л sy}dxdy;

В

п

а Г(р) —гамма-функция Эйлера.
Теперь положим

Хо(к. s) = - (Х-НДЧ'оД. $);

и к (1.5) применим формулу обращения Фурье. После простых ont 
раций будем иметь

((X, у)£П).

Наконец, заметив, что согласно (1.6)



получим ключевое уравнение задачи:

Далее, сопоставление (1.3) и (1.7) для определения раскрытия
разреза дает интегро-дифференциальное уравнение

((Л-, у)£о>).

(1.8)

а для разрушающих нормальных напряжений — формулу

(1.8) должно рассматриваться при условииПри этом уравнение

<?(*,  у)/Го=֊О, (1.10)

где Го—граничный контур области ш. (1.10) выражает условие непре­
рывности вертикальных перемещений на контуре Го.

Таким образом, (1.8) и (1.9) являются разрешающими уравне­
ниями поставленной задачи,

В частности, пусть разрез имеет вид бесконечной полосы или 
полуплоскости. Тогда

ш == { — ос<Дс<Ъо; —а^у^я}; о> = { — оо<х<^оо; 0^у<оо} 

соответственно. В этих случаях к уравнениям (1.8) и (1.9), а также 
условию (1.10) можно применить преобразование Фурье по перемен­
ной х и в результате прийти к следующим одномерным разрешаю­
щим уравнениям в образах Фурье:

Л.('-|у —л|) 
(У—ч)’

£

з.(у) = —

<Ь1=—Л(/.)рк(у) (У€£) (>->0);

1
Л (*•)

-֊2- + '.?х(>!) (у£Л') (1.12)

где £ = {—а^у^а} или Л={0^у<^оо} соответственно случаям поло­
сы или полуплоскости, дополнительный к А интервал, /СДу) —из­
вестная функция Макдональда, а

՛ = Ц±; А(Х) = 2кЗ/։(2и)^2՝Г(|1/2)>֊’! 

ОО ОО
/Му)= I р(х, у)^ . 0*(у)=  I з(х, у)еа'(/х; (1.13)



»>(у) =
г4
I ?(•*,  у)е'Ч/.г,

* Эти результаты получены автором и в настоящее время нахо.иися

При этом условие (1.10) принимает вил

Ях(у)|у_±Л = О; <рх(У)|,-о~О 

соответственно случаям полосы и полуплоскости
2. Решение уравнений (1.11) „ (Ы2), когда , а у , 

можно получить при помощи нового спектрального соотношение 
сфероидальных волновых функций, установленного автором 
построение этого решения ввиду своей масштабности составляет 
предмет отдельного исследования и выходит за рамки настоящей за­
метки. Поэтому здесь ограничимся рассмотрением указанных уравне­
ний в случае £={0^у<оо}. При этом будем пользоваться и о . с г- 
ным спектральным соотношением (13)

е Ш՛) (у>0)

а также родственным
(Л = 0, 1, . . .; Л>О)

интегральным соотношением

£ЛТ*^
(<>0; у<0).

(2.2)
Здесь £“(у)—известные многочлены Чебышева—.'1агерра, Ч (а, с. у)— 
вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми, а

, _ /ГГ(1-р/2)Г(п+р/2) .
/2՜/։!

/ ГГ։(д 4-у/2) 
/2 «Н (1*/2)  ‘

Оба соотношения можно получить при помощи методов теории по­
тенциала, связанной с уравнением*

д1и , дги , дги , 1-р ди _
дх2 ду*  ‘ дг2 ՛ г дг '

Теперь обратим входящий в (1.11) дифференциальный оператор. В ре­
зультате придем к уравнению

(У>0). (2.3)

где

(24)



Решение уравнения (2.3) представим в виде

**
— +'֊Ыу) = V хя1^~*  (2/.у) (у>0). (2.5)
«У л-0

Далее, воспользовавшись (2.1) и условием ортогональности много­
членов Чебышева—Лагерра, находим

= Л Л(') (// = 0, (2.6)

где

Г(/? тр/2). 
л!(2/.ул'2 ’ Дя(') = е-''У'*' 2-1дк(у)1у֊ 2“’(2лу)^у.

б

где

Затем из (2.5) получим

/(у)-е֊хуу> 2՜’ V хпЬ^-^2՝/у). 
п-0

Приняв во внимание известную формулу ((и), с. 191, 
после простых выкладок будем иметь

формула (30)),

?х(у) = ч-V МА(2ХУ) (у>0). (2.7)
ГГо п 4- ։./2

Отсюда при помощи второго условия (1.14) непосредственно выте­
кает, что С = 0.

Теперь (2.4) подставим в выражение коэффициентов ап(к), по­
меняем порядок интегрирования и опять учтем только что указан­
ную формулу из (14). В результате

(л = 0,

ОО
Р>. (Т1) е - Хт'^ / 2£н/2( 2X^)6/ . 

о

Последние формулы вместе с формулами (2.6) позволяют
Фурье раскрытия полубесконечного разреза из (2.7) записать 
дующем окончательном виде:

образ 
в еле-

где

<?х(У) =//.Л(/.)^֊хУу^2< а^(/.)Рл(^)^;/2(2Ау) 
л-0

/2~(2/.)>.Д(/г!)3_________
Г(1֊|1/2)Г’(л+|1/2)(/г4-11/2)։՜

причем для коэффициентов хп будем иметь формулу

(у>0).



(2.10)
Перейдем к разрушающим напряжениям. Подставляя (2.5) в (1 191 
учитывая (2-2) и (2.Ю), будем иметь И

-2лу) (у<0). (2.Ц)

Далее, приняв во внимание 
‘Г(а, с, л) ((15), с. 245, формула

известное представление 
(7)), можем записать

рункцни

— Ч(//-|֊н/2, р/2;
<*У

—2>у) = (2пф р)/ П-р/2)
Г(л-Н)

Ф^-М+р/г. 1 гИ/2;-2лу)Х

. г(р/2)
1 (Л+ 1Ч“Р/2)

(—2лу) ”2Ф(л֊Н, 1— р/2; —2/у)

где Ф(«, с\ х)—вырожденная гипергеометрическая функция. При по­
мощи этого равенства из (2.11) определим коэффициент интенсивное-
ги напряжений. А именно,

• »

А\ = 11тп ( — у)1125х(у) = — 
у -»-0

2> $ п\
Г( 1-|1/2) ГоГ(л+1+1<2)

(2.12)

Рассмотрим частный случай нагружения берегов полубесконе I- 
ного разреза, когда

Ж ’ Р(Х' = “7 13(х~-’со)+г(*+*о)] г(у-Уо).

где о(х) —известная дельта-функция Дирака. Тогда из (1.13) и (2.8) 

/>л(у) = Рсоз (>х0)«(у-у„); ря(>.)-Рсоз (>.х0)е֊>>%.'2/.;'2(2л у„).

Подставляя это выражение Рл(') в (2.9) и (2.12), получим 
' Фх(у) = /Гй(>֊)Рсо8 (/хо)(УУо)>|2е’'<у + ”'Х

X £ ан(Х)Л!;«(2/.у0)/.!;'2(2).у) (у>0); 
л-0

2Р).СО8 (>.хд ,.л,2< «I £^(2>У,)_
— Г(1-р/2) Уи ^оГ(«+1+1‘/21

При помощи известных асимптотических представлении мноючленов 
^(У) (С4), с.. 200-201) легко убедиться, что эти ряды сходятся.

После того как определены образы Фурье искомых вели шн, 
они сами могут быть найдены формулой обращения Ф\ рье.

В заключение отметим, что на основе раоот ( 1 ||։) п 1 ՛՛ *̂
здесь результаты могут быть легко распространены на < <аи 
но-упругого пространства, модуль упругости которого по коо| .ш 
- изменяется по степенному закону.
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II. Մ ւՈսՒԹԱՐՅԱՆ

Շերտի կամ կիսահարթության տեսնի հա 1'ով ըստ աստիհանա փն օրենքի ւլհ-ֆորմսւ(|է|ուլ անվերջ տարածության |արւ|ածային վիհակի շուրջը
Հա ստա տված սողքի ոչ-ղծա (ին տեսության շրջանակներում լարումների 

և դե ֆո րմ ար ի ան ե րի արազութ յունների միջև աստիճանային կա խված ութ յան 
աոկայության դեպքում դիտարկվում Ւէ խաոր եզրային խնդիրք, որք վևրաբե֊ 
րում է շերտի կամ կիսահարթության տեսքի ճաք պարունակող անվերջ տարա- 
ծությունր։ Անվերջ տարածության մեջ հարթ ճաքի ցանկացած կոնֆիդուրա- 
դիաւի դեպքում նախապես արտածվում Լ խնդրի որոշիչի ինտեդրալ հավասա­
րումը։ Վերջինիս կորիզք իրենից ներկայացնում է տ րզում են տն ե րի բացարձակ 
տարբերությունից կախված Մ ակղոնալդի ֆունկցիան։
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