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Пусть А\......... Хп — независимые случайные величины с общей
функцией распределения (ф. р.) Л(х), а Х},п «с А'_-;я Хп,п —
соответствующие порядковые статистики. Допустим, что {&(/): I = 
= 1,2,...; — последовательность целых чисел, для которой
=С /. В работах (1в) исследован вопрос о восстановлении ф. р. по 
последовательности чисел

{^(А'*<я):я): д = т, /и 4-1,...} (1)

при некоторых предположениях относительно вида последовательнос­
ти {£(/):/ = 1, 2...}. В статьях (12) доказано, что при k(n) = \ или 
k(n) = п и £|AJ<oq ф. р. Л(х) восстанавливается по последователь­
ности (1) при tn = 1 единственным образом. В работе (3) аналогичный 
результат доказан для случая k(n} — k = const. Наиболее общин ре­
зультат получен в работах (5в). Для того, чтобы сформулировать 
его, нам понадобится

Определение (см. (5)). Скажем, что последовательность 
удовлетворяет (А—//О-условию, если

' при всех Г^т.
По определению любая последовательность удовлетворяет 

(А —1)-условию.
Основной результат работы (5) состоит в том, что если после­

довательность |*(/)| удовлетворяет (А — /я)-условию и К00»
то ф. р. Г(х) восстанавливается по последовательности (1) средних 
значений порядковых статистик единственным образом. В работе (6) 
при дополнительном условии £՝|А'1|<Дх; несколько ослаблено (А т)- 
условие.

Ниже мы изучим вопрос о том, насколько конечный отрезок
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{^(А'мям): п т. т \. т 5}

последовательности (1) определяет ф. р. Л(л). Точнее, если Г։(л) 
и Л2(х) — две ф. р., для которых соответствующие средние значения 
порядковых статистик Х^пу.п совпадают, т. е.

Е^Х^луп) — ^2(Л*(л);л)

при п = т, т ֊1, ... , ш4-5» то нас интересует, насколько Еу(х) от­
личается (в некоторой метрике) от Л2(х).

Пусть {Л(/)|—некоторая фиксированная последовательность, 
удовлетворяющая (А — /п)-условию. Для каждой ф. р. Г определим 
обратную функцию Л՜’, положив

Л-‘(у) = 1п!{х: Г(л-)^у), 0<у<1

(см., например, (’)). Введем класс Г функций распределения, удовле­
творяющих условиям:

I) для любой ф. р. Л£Р, любого £>0 и любого /£(0.1)

§ир|/-'-1(^4 0— 
ИО

I /771(у)уМл)-։(|_у)л-*(гЩ/у= I 5,֊1(у)у*</|>-1(1—у)п-*(л) (4)

где р1(/;е)^»О—некоторая
2) для любой ф. р.

заданная (фиксированная для Р) функция; 
конечна величина

7(ги; Р) = Е\Х цту.т I;

3) для любой }).р. Р^Р при всех /£(0,1) справедливоЗЕ

|Л֊Ч/)(^Л(/),

где А(/) заданная и фиксированная для Р функция.
Положи м

Р(/; е; т) = р2(/; е) + (/и —1) £(/).

Теорема. Пусть последовательность [&(/)] удовлетворяет 
(Л—ту условию. Если £ Р и Г^Р—две ф. р., для которых

^1(Ай(л);я) = Л*(п);л) (2)
* ♦

при п = т, т 4-1, ..., т , $ ($> 1), то для любого ''£(0,1) и любого 
у£(0,1) справедливо неравенство

у*(т)֊ц 1 — у)р,-м(т)|Л-։(у) — *(у)|^

(3)

— 1 }\(т — к(т))\ 
т\

где С—абсолютная постоянная. 1
Доказательство. Легко убедиться, что (2) эквивалентно 

соотношению 
1 I

о

196



при п т, т ։-1, , 
Положим

«АУ> = Р, |(у)у*",,(1-у)” г-1, 2.

Р-(у) У^(т^ у)/-*(«+/)+*(*)։ у—о 1

Тогда (4) принимает вид
1 1

|^1(у)Р|(уМу = | «»(у)Л(уМу. / О,։........ т.
о о

Так как последовательность удовлетворяет (.4 гл)-условию,
то Ру(у)—полином от у степени /. а это значит, что предыдущее со­
отношение может быть записано в виде

| #1(У)Уу^у« | £1(у)у'<*У. 7-0. 1...........5.
о с

Положим
1

МО- £>(у)*“у<*у» г = 1, 2.
и

Тогда условия (5) означают, что

?^(0)« <рР(О). 7-0, 1.........т.

(5>

(6)

Так как

<₽։(/)—ТИО
V ^>(О)-уу)(О)

У!

где то. учитывая (6), получим:

Но

Л).
(А(т)— 1)!(/п —£(/л))!

т\
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поэтому из (7) находим:

— £(/«))!

т!
ИГ1
(5+1)! ' («)

Аналогичные рассуждения приводят нас к неравенству

|?1(0֊֊%(0|^ ———Ч--------21- 1т(ш’ № Лг)1 • Ч- ■ (9)
т\ 5!

Рассмотрим функцию

-ехр|(г/о)2/[(г/б)2-1|!
при |г|« 
при и>г,О

где

1

с—1 ехр |г2/(г;—1)]йг.
С

—1

00

Ясно, что ш (г)^0, ш6(з) = 0 при щ(г)с1г = 1 и шд(г)—бес-
— <ю 

конечно дифференцируемая функция.
Доопределим (''=1, 2) на всю вещественную ось, положив 

огг(г) = 0 при г£|0, 1], и положим

Ясно, что %г(г\ ^—бесконечно дифференцируема по г, причем

|£г(г; 1^л(у)—^г(г)1«и(у-г)^у =

г
(1гг(г+'.)-^('.)|шй(;)<Г.<5ир|^,(г

.1 1Ч<«-о
(10)

Положим теперь

X
<Рги; «) = |^(г; ?)е“г</г =^(/» • /,,(/), (11)

"ОО
где

//(О
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Пусть Д (г) — функция ограниченной вариации на вещественной
прямой и

Хорошо известно (см., например, (8), стр. 26), что если а(() абсолют­
но непрерывна на 7?1 и а(/), а'(() интегрируемы с квадратом, то

т\

Уаг(Д)< 1
/2՜ \а' (О1а Л (12)

Положим

Тогда

Л(г) = £1(г; '-)—£։(г; '-)■

а(О= 3)—£,(г; «)։/* = /(<р։(О֊<Р։(О)7/(О. (13)
-  ОО

Отсюда и из соотношений (8) и (11) ясно, что

। (Цт)— 1)!(/и—к(т))\ . . с . .... |/|, + 2 , ,А| п|а(/)|^^Д—--------------------— |7(/и; Л)4֊7(/п; Л,)) • ■ - ■ • |/40|. (14)
т\ (5-Ь1)!

Кроме того, из (9) и (11) находим:

|а'(01< (М"»)-1)!(т-й(т))! [Т(т; ~(т. Л,)| х
т\

X 2|^|х<(/)| + ^1_ 14(01
5! ($4-1)։

С другой стороны,

ОО го
!?>('; ։)-?«(<. «)К 1^։(-г; «)1^«

(15)

|^(у)1“4У֊г)1/у</ |£г(у)|</у = (16)

(А?(т)— 1) !(ш —А?(^/))!
|;(^; ^\)֊\ 1(гп; Л,)|

и аналогично
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— (®1(Л '-)
аг

(Мт) — \}\(т—к(т))\
■.. -

т\

(17)

Х[7(/п; А1)4-7('”; ^)] ‘ V’
6

Здесь и ниже через С будут обозначаться абсолютные постоян­
ные (не обязательно одни и те же). Легко видеть, что для функции 
/.;(/) справедливы неравенства

& тах( 1,|/|2)

ОО

Оценим теперь

Для любого Г>1 с учетом (13), (14), (16) и (18) имеем

|ц(О|2^ ֊ I |о(О|-^+ |а(/)|2<// 
< </

(к(т) — 1)!(/п — &(/л))!
т'

\ц>т- г

2

(Мт)—\у.(т—к(т)У
т\ (19)

Аналогичным образом с учетом (13), (15), (17) и (18) найдем

|а'(/)|’Л< (*(/п)—1)!(от-Л(т))!
т\

(20)
1 гуг.+з

։! / 2։ 3

Опенки (19) и (20) с учетом неравенства (12) приводят нас к 

|£.(г; «)-«,(«; г)|<УагЛ(г)^С(<г(/") ~1)!('”~^лг))! X 
/7/!
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(21)

Х(ч(ггг,

2 1
Выбирая Т = Со~ л+з (տ!)՝ հ из (21) легко найдем

,(г; . ^«)-1)К">-*(т))!х
/72!

(22)

X ք,»֊ • ֊

Неравенства (22) и (10) показывают, что

|А'1(г) - /?2(г)1 -С
(&(///)—1)!(/и—/л))! 

/п|
(7(т; Л։) -,-(/п;Л2))Х

(23)

X —т^ + տււբ|£։(տ+ ',) — £։(*)| + տսթ|£։(?-քՀ)-£։(*)|.
5 |С1«$ 1С|<а

Без особого труда можно убедиться, что

տւփ|£ր(*4Հ)֊ձ, т), 
|СК«

Подставив последнее неравенство в (23), получим требуемое 
неравенство (3).

Ереванский институт 
народного хозяйства

Ս. Н-. ՄԿՐՏՉ5ԱՆ

հարղա 1Г« »| իհակաղրությ անների համընկնող միշիև արժեքներ
ունեցող բաշխումների մոտիկուըյան գնահատական|>

Դիցուք ունենք է' Հև թԴ բաշխումներր, որոնց >ամար միջին արժեքների

համաи/ ւս տա и քս ան հաջորդականությունների վերջավոր հատվածներր համ֊

րնկնում են ։ Աշխատանքում տրված է այդպիսի բաշխումների մոտիկության 
դնահատականւ Այս դնաՏատականից սա >մանում, ստացվոււ) Լ հէուանդի 
արդյունքր։ Մյուս կոդմից այդ դնահատականով կարելի է հ ե տ ա դո տ ե լ ք Հ-ի 

\՝3՝ին ձդտելու արա դությունր ւ Հետևաբար դնահատականր կարոդ է կիրաո-

վե[ բնութ ադրա կան խն դիրներում կա յո ւն ո ւթ յուն ր Հետադոտելիսէ
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