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ТЕОРИЯ УПРУГОС1Н

Л. А Арутюнян

Кручение составного призматического стержня с продольной 
трещиной между составляющими материалами

(Представлено чл-корр АН ,\рмянской ССР Б Л Абрамяном 12/111 19В0)

Составной стержень с поперечным сечением в виде луночной об­
ласти. ограниченной дугами пересекающихся окружностей с дуговой 
линией раздела материалов, имеющей продольную внутреннюю тре­
щину. подвергается кручению моментом, приложенным к торцам стерж­
ня. Каждая составная часть стержня однородна и изотропна (рнс. 1).

Задача решается при помощи функции напряжений, в биполярной

1У

Рис I Поперечные сечения призматического составного стержня

координатной системе (։, Р), которые получаются из прямоугольных 
систем координат (с. у) конформным отображением (’). Грамоничес* 
кий оператор от какой-либо функции преобразуется в биполярной 
системе координат в оператор

14



, о’ф 
Г? = —~ 

дх։
« а» /^1

ду» \да* д'?)'

где д'(л ?) характеризует масштаб преобразования и дается формулой

R (’ ?)
сИ а соз *1

и (2)

а — размерный параметр.
Вследствие симметрии поперечного сечения стержпя относитель­

но осн у достаточно определить функцию напряжений ? (։, ?) толь­
ко в половине области сечения стержня, в областях I и II (рис. I) 
при »>0, потребовав при этом, чтобы на осн симметрии ։ = 0 нор­
мальная производная функции <? (а, £) равнялась нулю (’).

Ищем » (а. 8)в виде

. (а, ։>_{’■ <’• ” в облас,и 1 (3)
| <р. (а, {։) н Области II

Задача кручения сводится к решению уравнения Пуассона

(а. 3) = -2 (/л =1,2)

при граничных условиях (*)

Т1 (’. 3»)
_ <??>(». 3)

дг да
= 0;

(5)

°о

— д?1(а-
Л-»о д'? ■

?։(’. ?о) о

где |» ($։ 11 6г модули сдвигов составных стержней), а Со зна­
чение функции напряжений на внутреннем контуре сечения (рис. 1). 

С целью сведения задачи к решению гармонического уравнения
положим

а1 / 2СО5 ? \ 
с И а собЗ /

(щ = 1,2). (6)

Тогда новые неизвестные функции /„(։, ?) (т =1,2)
удовлетворять уравнению Лапласа и краевым условиям

А(». ?.) = ֊
2СО8 & 

сЬ ։ 4- С08
/»(*• 2со5 

с11 а СО5 3,

должны

(П

^2121 «= 0. (8)
да ■.о да .-о

^։(а,?) д^*. д)
=

д?
в0<»<сю ; (9)

.»-?о
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Л(։. М— I* Л(։-

/։(’. Зо) =/» (’.
2С„ _ 2СО5 Зо

</, С И а + СОЗ Зо

2со$ Зв 
с!1 а + СОЗ Зо

(Ю)

(Н)

С учетом четности функции 3) ("' = 1.2) по переменной ։ 
ищем решение уравнения Лапласа в виде следующих интегралов 
Фурье:

г (3 соз г а

« =1.2). (12)

При этом уравнении (8) удовлетворяются автоматически. 
Удовлетворив граничным условиям (7), найдем

4с)к % $11 : % 
зЬ г ~ б И г 7»,

(13)

где Тл, = Зт-Зо ("» = 1.2).

Условия (9), (10) и (11) приводят к следующим системам парным 

интегральным уравнениям: <в|

| (Д,(г) сИ г Л,(г) сЬ г ;։) гсовг а Л г =

о

(/?,(£) - 8^2)) 2 СО§ г а с1 2\ (14)

о

,(г) $11 г 7։—н /Ц?) г 7։) со։ г з г/с

, 2СОЗЗо /.еч
—<И ~1) ——;------------ ’о<’<°о; (15)

СП а 4֊ С05 Зо

ог
I Д։ (г) 5Ьд ;։ сое г а (1 -------- ? С08 — 0<Л<«о'. (16)

V а։ с 11 а 4- соз Зо

■
I Л։(2) 511 2 ;։с08 2«</2— 7^0----------" 1 08 ----- 0<а<։0. (17)

? а* сЬ а 4֊ соз Зо

Комбинируя (16) и (17) совместно с (15), получаем следующие
выражения:
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(Л,(?)Shг
О

7։ |< Я, (z) sh z •;,) cos z з dz =

2 СО8 X)
с И а СО5 ?0 (1«)

ткуда по формуле преобразования Фурье имеем

Цг)5Ьг:։ .4,(г)зИг= 4 (,» -1) / С(е *Ь_ ^-I * * * 5 * * В‘-П5- ’■»\ (19)

I _ г •г1*- С(й г \ _ (!. — —11 сИ1г71$1л г а0\ (22)

1 эИ г7։ / -а։ /
I В общем случае решение задачи может быть сведено к решению 
интегрального уравнения Фредгольма второго рода

I К(г) -= Г /С()., г) ГО) Л). + /И (г), (23)

где
)'(z) z(cth г 7։—р cthz7։) А (г);

0 sin(> ֊с)а

/(cth> 7; cth / 7|)
•о

ЛЦг) Pjajcosz id>
и

В частном случае, при 7. = —т։ = 7, задача решается в замкнутом

\ »Ь г - г. а’? /

Аналогичным путем используя (14), (17) и (19), придем к следую- 
им парным интегральным уравнениям:

I Х(г) СО5га </г = Р։(а) 0<а<я0; (20)

I о®

fA'(z) (cth z 7։-j» cthz y,)z cos га dz =P։(a) ’o<C’<C'x-՛

0
где введены обозначения

X(z) = A։(z)shZ7։; P։(i)= ■ 2coS/"-: (21)
a* ch a 4- COS fsn

I р,(а) = 4 (р 1)с1Ьг7,5Н ??0с1й?04- — с1^ >> ~
3\5Ьгг\ 511 г 7։

и

О

COS Z ։</։.
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виде. Интегрируя второе из уравнений (20) по i и пределах от ну ig 
до ։, получаем

j X(z) COS Ztdz — Pt (a) 0<a<^ao;

0

(25)
OB

I A'(z)cth 27 Sin zadz = P։(a) i0<a<e©,

и

где

A(e) = —— I ( ——1 — ф cth z 7 sin z a0 sin zx—
P + 1 J \ i։ a։z 

u

-((p— 1 )ch z 7 ctg 30 sh z ?0 - cig 3, sh z 3։ 4֊ ctg a, sh z a։)) . (2t,
/ shzirshzji

Введем обозначения

— ;A'(z)=-t Т(/>; а = (271

тогда парные уравнения (25) приведем к виду

(28>

где

I -Sin tsdl *■= P։(s)

Решение уравнения (28) известно

Т(/) =,th

аг

ш(л)Р- Il2+/i(chx) shx dx

<0

(29)

/2 Г P^s)ds ։ 
it J/chx—chs’

/2 f P։(S) ds 
г j/chs—chx

X

(30)

о — ■$!>։

О

и

ш (Л) =

В общем случае, положив найденные неизвестные величины ин­
тегрирования н функции (12), получаем следующие г-ыраження для 
/•(«, ?) (/п 1, 2):
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г ле

/, о. ?) -■1\\ 
О

Ср8|п г а0

кп* г

4(1» 1) 
5(1*7,

с>£ Зо *(1 г Эо 

$112 я

))$К 2 (?,-?) - ֊У ■1 5Ь г ■1 з(1 2 (₽-&>) ^СО82 а <*2. 
// зЬгязЬг 7։ )

/»(’. '?) •
У(?) 8(127, 

*М*)
II

4 С1£ 3,8(12-1. 

5(12^8(127,
5112(3— Эр) 1СО5 2 а </ 2,

(31)

«Ьг(^-?)

А(2) = С(1 2 7,8(1 2 7,— |, 8(1 2 7, С(1 2 7,- (32)

Можно показать, что все корни уравнении Л(г)=О мнимые.

Приравнивая нулю действительную и мнимую части функции

Д(«4-/а)) (2 = 5-Ь/т(), имеем

(1‘ 4֊ 1)8Н։(7,—7։)со8т,(7,-7,) = (!• — ()$»15(7, 7,) с°8т։ (7, 4-1։); (33)

<р + 1) с(| =(71 -7.) 51П у (7։֊7») = ((*- 1) СИ ։ (7, Ч֊7,) 5(п т, (7, ֊7,)

Предположим, что существует корень 2 5 (т)(;#=0) уравне­
нии (33).

Разделим первое уравнение (33) на з(1։(7,—7։), второе на

с11՝(Т| 7<) и сложим полученные соотношения, предварительно воз­
водя их в квадрат

(!‘ + !)’■=((*-О* со$*ч(7։ + 7։)
5(14(7, ֊֊ 7») .
5(1*«(7։—7»)

5(пгтД7։ 7,)
сИ4(7, -Ъ) \
с(1Е(т։—7,) /

(34)

Так как |*>0 и |7,—7»|>17, 4 Т»1- соотношение (34) не может выпол­

няться при действительных 5 и т}. Это противоречие доказывает, что 
:==0. т. е. уравнение Л(2) = 0 действительных и комплексных кор­
ней не имеет.

Касательные напряжения т* и х!*։ (т = I, 2) выражаются но 
формулам (')

ОтД К а*
2 о:

(’. ?) 4-
2со$ ?

С(1 г С0$ £
(35)

2 \ с(1 ։+ со$?/
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Верхний знак относится к значению а нижний— ?<Х),
При помощи вычета выделим члены, содержащие особенность 

касательных напряжений на краю поверхности контакта (т. е. при 
а — ГЧ-).

у*
После вычислений получаем

<|0,1֊у(г,)։Ь։1ьс1։г>^՝'•" - - «л՛ (г,) .

5<0,*а
*

/ а 41 е (>♦**։*• +••••
- 4А'(?։) I36)

, лк (| • </| » • -4 •••« В®*6теи_ у(г1)։Ь21ъ։ЬгД՛1։
֊՛։; — . • - - - ՝

где г, =/т,։(тя>0) первый корень трансцендентного уравнении Л(г) = 0.
Как видно из (36). при т(։<4 имеем особенность на краюповерх- 

ностн контакта, при тп^>1 на краю контакта напряжения стремятся к 
нулю, а при т,։ = 1 напряжения на краю поверхности контакта конеч­
ны и в общем случае отличны от нуля.

Постоянная Со определяется с помощью теоремы Бредта о цир­
куляции касательного напряжения при кручении (’). После некото­
рых преобразований получим следующее соотношение для определе­
ния постоянной Со:

оз

Рис. 2 Характер ккательных напряжений
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и

4(|>—Ո^ՅօՏհտՅ^էհ*;, 
տհ г г.

4С0(ц-|) ցհ? ,, »(пг а,,

к а* г

(37)
4_£է₽ձձհ£ձ
տհ^*տհ2յ1

4 ւ՜Ա \ տհ г & 
տհ гг տհ г 7,

^տ1ո г։0^л =»О.

Значения неизвестных )(г), входящие в это уравнение, опреде* 
л я юте я нз уравнения (23) через постоянную Со. Чтобы найти Со из 
соотношения (37), нужно разрешить эго соотношение относительно 
С».

На рис. 2 показано поведение коэффициента при особенности 
напряжений Ко**> и Л'от£' (т =1, 2), при -= 0. ?,=165°, 3։=-30°. 
тп =0,994 (Кр= -4Л>(г։)/-О,Ьп Т(г։).

Институт механики Академии 
наук Армянской ССР

Լ. Ա Հ11րՈ№11հԱԱՆ

I* աղա զրի» ն|Ո1|>Լր|ւ միքե երկայնական ճաքով, |> աղա րյրյա| պրիզմատիկ
ձողի ոլորումբ

երկրեեո կոորդինատային սիստեմ ում դիտարկված Լ յրյանային աղեղ­
ներով սահմանափակված րաղադրյ՚Սյ պրիղմատիկ ձողի Ոքորում ր, նյութերի 
րամանման ղծի վրա աղեղաձև ճաքի աոկայոէթ  յան դեպքում։

Ընդհանուր դեպքում, հ՞Ահ ինտեղրալ հավասարումների օդնությամր. 
խնդրի քուծումր քերված է Ֆրեդհոյմի երկրորդ սեոի յուծեյի ինտեղրայ Հավա­
սարման, մասնավոր դեպքում Մե յեր-Ֆոկի ձևափոխութ յամ ր ստացված Լ 
փակ յուծոէմներւ

Լարումների արտահայտությունների մեք ան/ատված ( եգակիոէթ յո,նն եր 
պարունակոգ անգամներր' Ստացված ( տրանսցենդԼնտ հավասարում, որի 
աոաքին արմատներր րնաթացրռմ հն եցակիռթ/ան կարցր անկյոէՆային կէ- 
տերոէմ ւ

հցակիո^/ան գործակիցների ո1սո,մՆասիրո,/>/ան համար կատարված է 
թվա/ին հետագոտաթ/ռն ե գրաֆիկական տեսքով տրված է նրանց որակա. 
կան դնաՀատականրւ

литГРАТУРА-'Н'и՛*։^"'՝'*։"1"՛

' Я С Уфлялд. Биполярные ноорлкилты и теории упругости. 1։'։։- ՝ 
’ Н X Арцтпш’.н Б Л АЛ/юм^. Кручение упругих тел Ф.пмагп.., М 1963 А С 
Чо6.шчп. 1).н АН ЛрмССР. сер фи, мат. естественных и техн наук, т 8. 
<1955» • 1 ։ Биб.,от. ПММ. Т 28. вын 6 (1964).
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