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Некоторые контактные задачи для бесконечной пластины 
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В настоящей работе в рамках известных физических предположс 
ний ('■) рассматриваются тесно связанные между собой контактные 
задачи грех типов для пластины с круговым отверстием, когда послед 
ням усилена системой упругих накладок различной формы и различны 
ми способами.

Решение указанных задач, являющихся продолжениями ранее нс 
следованных нами задач (■’•’). сводится к решению или одного сингу
лярного интегро-дифференциального уравнения или же системы таких 
уравнений при некоторых граничных условиях.

Известным способом (3 ~ ’) решение этих уравнений сведено к 
решению вполне или квазивполне регулярных бесконечных систем ш- 
нейных алгебраических уравнений.

Рассмотренные здесь задачи непосредственно связаны с вопросам* 
передачи нагрузок от стрингеров к основаниям и представляю։ опре 
деленный интерес для инженерной практики.

I Пусть упругий лист в виде тонкой бесконечной пластины, с 
круговым отверстием радиуса R. усиленной системой упругих накладок, 
как показано на рис. I. деформируется силами Р, действующими ••

I

Ряс. I
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>ниах упругих накладок, приклеенных на семметричных отрезках 
-и,— в|. |а, и| вещественной оси. Во второй задаче предполагается, 
го та же пластина, усиленная вдоль симметрично расположенными 
грелками |—о.—в| ,|»,о| вещественной осн упругими накладками посто
йного прямоугольного поперечного сечения малой площади, деформн- 
цтся силами Р, как показано на рис. 2. Рассматривается также сл\

Рис. 3

ай. когда пластина, усиленная упругими накладками, как во второй 
вдаче. подвержена на бесконечности одностороннему растяжению усн- 
иями Ри в направлении осп стрингеров (рис. 3). Нель нашей работы 
включается в определении закона распределения контактных напря
жений вдоль отрезков креплении упругих накладок с основанием.

В дальнейшем эти задачи кратко будем именовать первой, второй 
1 третьей контактными задачами соответственно.
I Здесь же отметим, что контактная задача для пластины с круго- 
Цм отверстием, аналогичная со второй и третьей контактными зада- 
а.мц настоящей работы, другим методом и в частном случае, когда 
риклеснные к пластине стрингеры своими концами выходят на обвод 
тнерстия, рассмотрена в работе (*)• Рассмотренная нами задача 
о.тге обща и здесь приводится ее полное исследование, включающее 
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определение в явной форме важной механической характеристики- 
закона распределения тангенциальных контактных напряжений.

Условимся все физические и геометрические величины, относящиеся 
к кольцевой накладке, обозначить индексом I. для прямолинейны» 
накладок индексом 2 и. наконец, для основания, т. е. для пласпнп. 
с круговым отверстием—без индекса.

(‘начала рассмотрим первую контактную задачу. Пользуясь нзнеп 
иым комплексным представлением общего решения плоской задач։՛ 
теории упругости (в), легко определить соответствующие функшь 
влияния. Далее, следуя работам находим, что решение первой
контактной задачи можно свести к решению следующей системы сингу 
лярных интегро-дифференциальных уравнений:

и

а
\{s)ds ( =

b

—- i A'w(/,s) ^;(s)ds- /„՛?,,(/) 
s—t I

b

при граничных условиях

?։(֊')=0. 4։(D֊0. %(«)-!. (I.?
Интегралы в (1,1) с ядрами Гильберта и Коши следует понимал 

в смысле главного значения по Коши. 
Здесь

An(/,s) = ——-sln(/ s)-f-sln(/—s)|n2 
4 

cos(/—s)sign(/ x), 

7 с2д.
Ar(/^) =---------------cos / In ------

16 s’--

(14-s<)slns/ -.։-2vj-5 . d . 2ssin/ *։+2*-7
.—~z--------------------- sin/arc 1?-------------------------------
(s2 т 2scos/ -f-1 )cos/ 8 I— s’ 16

(I + $pslir7 >*—2v-F5 (s—specs8/
(№-2s՝cos/-f-Deos/ 4 (I —s։)2-|-4№sln։/

|2
2

(S !?*)C<)s2/ 2 s1
(s’ —2.№cos2/ 1)։

2' 5 , sins sins 8 (/—coss)sins
(3 t t* (3 —D(H -♦) /’-2/coss | I

(3—»)(1 о
Siri2$4

/’֊2/coss-fl 3- v
/sin x , 4

/2— 2/coss | I 3 v
(t*- !)(/ coss)slns 

(/’ 2/coss |)2
b t <1}
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А- (Л у) 1___ 2Ь*-2*+5) 5 (5-К>М*-) I -3-
к ' «-Н (3 0(14 о Г5’ । I)

2(1—34(1—5*) Зл(1—Г8| 25(1 /=) 3(1-г о (!—/*)( !֊$*)
| |-»)5(/։х’ I)’ /*(/’№-!) !»(!•/ 1)» 3 * ' 1)

12(1-1 >) (!-/*)( 1-5*) 8(1 О (1—/г|(1—5*) 14֊* 1
3—* 5/*(/г5*֊1)* 3-> ' 5/։(/*5»-1)а 3 —> 5/’ '

(А -7,5^«)
а посгояиные параметры

-(1 /,)(1 2.,)/;
2Л,(1-*։)£։

______4г£______
ЛЛ(3-О(1 >И3 '

н_  *» А]

где Е и *- модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно 
Контактные напряжения под кольцевой накладкой и прямолиней

ными накладками даются соответственно формулами

”(■$) ~ Т~Г '?|($)< ~<^5 "
^Сл 2

</(5) б/ Ь < 5 а

Перейди ко второму и третьему контактным задачам, отметим 
лишь. не останавливаясь на подробностях, что их решение сводится 
к решению следующего сингулярного интегро-дифференциального урав
нен ИЯ

и

лп.-ч» /(5)6/5 /?(/) Н/(/), (*</<О) (1 3)

Функции

А(/,5)=—— 
$+/

при граничных условиях ?(/>)=,), ?(а)==1 для второй контактной задачи 
и при граничных условиях ?(Л)=0, ?>(л)=0 для третьей контактной зада
чи Интегралы, фигурирующие в уравнении (1.3) с особенностями типа 
Коши, следует понимать в смысле главного значения по Коши. Заметим, 
что при решении уравнения (1.3) для второй контактной задачи в не
го необходимо положить /(/)~0,

и /(/) имеют вид

2>»4֊4у4֊18 5 _ 2(Зу 11) 5 4
(3->)(1-Н) /*5։—I 3 -* ' (/=5=֊1)։ 3-'

2 2(3*-}֊7) 1 12 */-* 2(5'- 9) 5/֊* _
чг-’л՝2-1) 3֊* 5(/а5г 1)* 3 у /*5* —1 3-* (/*№ !։’

10(1-4-у) х-1/ * 8(1 ; ,)
3-* ’ (/’5*-1)г 3-*

4 2(5 •<) 6^
1 ֊* (I : м)^

II-/••)( 1-^) 
5/’(/г5։ 11* ’

(А Г а)
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а постоянные параметры—вид
г

М?(3--»)(1 ՛ *)£։’ в՜ (3 'М/

Контактные напряжения для этих задач даются формулами

?($) =7-?'($). (<’><s<a)
^2

для второй контактной задачи и

<?(*) Ро?'(«). (Ь <$<а)

для третьей контактной задач.
Таким образом, решение поставленных выше задач

решению или одного сингулярного ннтегро-дифференинального уравне
ния или же системы таких уравнений с определенными граничными
условиями.

2. В случае первой контактной задачи можно положить

Здесь 7՝„ (/,) = cos (ft arc cos *,).(« = 0.1,2...) 
первого рода. В (2.1) и (2.2) |лл}- , и |у„|’0 

многочлены Чебышева 
неизвестные коэффк

циенты, подлежащие определению
Далее, поступая известным способов! (3 — 7), приходим к беско 

печной системе

( । ~7 7 ~ 7 ) хт ~ Уп'1 '^т-п~ат (т = \ ,2, . . ■) (2.3
\ 4ш*—1 2r.ni/ п ։

Ут _ ՝ли улЛ |(Л/я,и-|’ ^т>п)=^т-л I п ։

Я дра эюй бесконечной системы выражаются формулами простой струн 
туры и здесь не приводятся. I

Отметим, что после того, как определены коэффициенты (а՜,,! ~ ։ ' 
|Ул1„ о значение о(м։)( к) нормального напряжения определяется и; 
первого уравнения (1.1).

Для второй и третьей контактных задач искомое конгаклное напри 
жсние представим в виде разложения по многочленам Чебышева пер 
вого рода следующим образом

?'(*) =
I 2s—а—b Л 
՝ а —b '

12Г, - /2s—a -b \ .
/л-о у а—Ь /

гле гт(от =0,1,2...) неизвестные коэффициенты, подлежащие опре 
делению. Совершенно аналогичным способом, как выше, для опре.к 
лення неизвестных коэффициентов получим бесконечную систему л>г 
нейных уравнений
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?п 1-Х гт1ггхАт,п = Ьп, (Л = 1,2,...) (2.4)

Я 1ра и свободные члены (2.4) выражаются известными формулами, 
которые здесь нс приводятся Коэффициент г0 определяется из гра
ничных условий, при этом г0=|/п для второй контактной задачи и 
г0 = 0 для третьей контактной задачи.

3, Перейдем к исследованию системы (2.3). Для этого оценим 
суммы

«-'|Ся.„|.т = 1.2,... (3.1)
Л* I

я» =х п '|V «-’Ия.я + «„.„!./»= 1.2.... (3.2)
л-1 л-1

Далее, следуя методике, предложенной в работе (7). при помощи нера
венства Коши—Буняковского для (3.1) будем иметь

- /- \М
, т = |,2,... (3.3)

Рассмотрим теперь функцию

, _ (а~ьУ՛ 
ш/«(5)-------- -К

- соз 2т иI. т = 1,2,.. .

Коэффициенты {Ст,п| ’т п ։ являются коэффициентами Фурье этой

функции по системе многочленов

нальной с весом б(х) =

ортого

/ 2.у—и—Ь у
\ а—Ь )

1/7
^(М).

Следовательно, на основании известного равенства Парсеваля
а

V С= =----------  I р(з)и>’ (5)
тп г^а-Ь).'

ь
но тогда из (3.3) и (3.4) будем иметь

(и-Л)3 О К
16 05

(3.4)

!:(</ Ь)
Оз

т = 1,2,... (3.5)

Аналогичным образом поступая для 5՝«>, будем иметь

2
/бп(а-д)

Ми 
0>5

)г2\(а Ь) 
8

а Ь ОК (3.6)
дя

Для полной регулярности системы бесконечных систем линейных 
уравнений (2.3) достаточно, чтобы одновременно выполнялись условия
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5'-’ < IГП
( учетом (3.5) н (3.6) эти условия примут виг

I
3

-(ч-Ь) . / а ՜ի
4 | 6՜

4/3
3(<ւ ծ) )п(а- ծ)

^?1

ՕՏ

ժտ

(Ж
Ատ

Так как ядра рассматриваемых систем представляют собой коэф 
фииненгы Фурье определенных квадратично интегрируемых функций, го 
при помошн неравенств! Бесселя и известных теорем из теории двойных 
рядов ||П| легко показать (4Я), что при остальных значениях парамет 
ров н (2 система (2.3) квазнвполне регулярна.

Кроме тою, поскольку свободные члены ат(т=\,2..и Ьт(т= 
1,2,...) убывают при м со скоростью не менее, чем от ’, следова
тельно. п । крайней мере тот же порядок убывания имеют неизвестные 
коэффициенты (п). I

Изложенный выше способ исследования можно применить и к 
системе (2.4). При этом оказывается, что при 

ОК
0Տ

система (2.4) вполне регулярна, а для любого значения этого парамер 
ра она квазнвполне регулярна.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

II. II. ձ1Ա1՚ՆՅԱՆ
1Լոաօ<|1սկան ւ|Լւ՚աւ||>ւ՚ներու| ււէ<11-ւ|սւ^ւ|ւււ<՝1 չրչա&այփն ս։))<յքո»| 6 «ււ ր |> ււ 11 • । ււ> ն համար մ|ւ քանի կււնտւսկտսւփն խ()ւ||ւրներ

Աշ/սաւոանքՈէմ զխո ա ր կ վա <> են երեր տիպի կոնտակտային խնռիրներ 
շրշս/նաձե անցքով /) ուլացված սայի Համար, երբ վերքխս ուժեղացված I, բա
րակ աոաձզտկտն վ երաղիրներով ։ (յ ) ա շ խա ա ա ն րն ե րո էմ արված ֆիզիկա
կան են/) ա ղրու /1 շունն ե րի շրջանակներում նշված խն զիրն ե րի քածում ր բերվում 
Լ կամ երկու էէիսզուլյսւրինւոեզրո֊ղիներեՆցիսւլ . ու վ ա ս ա ր ո ւ մն ե րի սիստեմի 
/ածման կամ այզէզիււի մեկ Հավասարման քուծման, որոշակի եզրայթ 

Ոք այւ> անների ղեպբումւ Աոաքին ղեսքբում կորիզների եղ ա կ ի ո։ /1 յ ուն1։ երր 
պայմանավորված են Կոշու և Հի/րե/<աի կորիզներով, երկրորղ դեպբում' նո- 
շո։ կորիզով։ Օաացված հավասարումների սիստեմր կամ հավասարումր 
քՈէծւ/ած են <>ր/)ոզոնալ բազմանզամների մե/Յոզովէ Ապացուցված Է ստացվ1’1} 
անվերշ , ավ ա ս ա րոէմն ե րի սիստեմների լիով/ւն և բվ ա զ ի լի ո վին ո ե զո ւք յարո>՛ 
/) յունր։
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