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(Представлено академиком АП Армянском ССР С. М. Мергеляном 27/Х1 1972)

Рассматриваемая задача возникает при размещении связанных 
между собой конструктивных единиц на линии и может быть интер
претирована следующим образом.

Ищется размещение конструктивных единиц на линии, допус
кающее проведение соединений между ними при помощи печатного 
монтажа, используя при этом минимальное число магистралей.

В С) для ориентированного дерева предложен алгоритм размеще
ния, минимизирующего ширину и сохраняющего частичную упорядо
ченность дерева.

Ниже приводится математическая постановка задачи и алгоритм 
оптимального ра з м е ще н и я.

Пусть /՝(/¥,(/) неориентированное дерево, и - множество ребер, 
а А' — множество вершин этого дерева, |Х| — п. Размещением дерева 
Т на отрезке |1, л] назовём взаимно-однозначное соответствие 
X *Д(=|1,2* • • ,л]. Каждой вершине дерева размещением сопо- 
стовляется некоторая целочисленная точка отрезка 11, л]. Ребру (л*, у) 
соответствует ребро (?(х), ?(у)) Скажем, что ребра (хь у^ и (х2, у2) 
пересекаются при данном размещении ф. если ?(хг) < <р(х2Х 
<С?(Уа)- Ребро (х, у) назовем проходящим над вершиной 2 при дан
ном размещении <р, если *(х) ?(г) < ?(у).

Аналогично (’) обозначим через <«>т(х) число ребер, проходящих 
над вершиной х при размещении «. Шириной размещения <р назовём 
тахют(х) по всем х £ А' и обозначим через №(?). Размещение 
назовём плоским, если при этом размещении ни одна пара рёбер не 
пересекается. Задача размещения с минимальной шириной заключает
ся в нахождении такого размещения ®0, среди всех плоских размеще
ний, чтобы и/(?0) = п11п

Алгоритм оптимального размещения состоит из двух частей. В 
первой части присваиваются метки вершинам дерева и выделяется 
одна из вершин, но второй части — проводится размещение вершин 
дерева.
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1. Присвоение меток вершинам. Всем висячим вершинам припи
сывается метка О. Далее метку может получить только одна из тех 
вершин, у которых все смежные вершины, кроме разве лишь одной, 
получили метки. Если все смежные вершины , хг с верши
ной х уже получили метки as, • • • , V \ • • • ; яг), то вершина 
х может получить метку я(х) — max а3 ; 1, • • • , з2* t k. . . . >.
Если же одна из смежных вершин хг+։ не пслучила метку, то вер- 

bjuина х может получить метку
I ։(x) = I0W .?(*)> iW
■ IWx) -I- 1 , ?(X) = -;(x).
' где
I ?(x) =- max (a,, a34- 1, - • - a2*+։ 4- k, • • . ),

7(x) - max («2, a4-j-1, • • —1,- • • ).
Среди всех вершин, могущих получить метку, выбирается одна 

из тех, которые могут получить наименьшую метку, и присваивает
ся ей эта метка. Этот процесс продолжается до тех пор. пока все 
вершины получат метки.

Вершину, получившую метку последней, обозначим через х0 Ис
ходное дерево ориентируется, выбирая в качестве единственного кор
ня вершину х0.

2. Размещение вершин дерева. Пусть х4..., хк — вершины смеж
ные вершине х0 и имеющие метки соответственно а։..., Перену
меруем их по невозрастанию меток ... и разделим вер
шины на две группы: в первую группу отнесем вершины с нечетны
ми номерами, во вторую с четными. Обозначим их через ух . . ., у$ и 
2Х . . 2/։ а метки, соответствующие им, через ?։> . . . 3$ и ’։1 . . ,

7/, где х ֊у / — и 5 = /, если к — четное, и х = А 4- I если к — не
четное. Если обозначим через |х,-| количество вершин в ориентирован
ном поддереве Р>(х,) с корнем х/, то построим следующее размете-

ние: ®: /Э(у,)-»|1, |у,|]; />(у..) ֊||у։Ц 1, |у,| |уа||

+ 2, V| у,| -H-'zl l • 
/ — I

...D(z։)-|«—kiH ?(-U = ]£ |v,l i.i 1
Таким образом на первом шаге размещена вершина х0 и указаны 
отрезки, на киторых должны быть размещены поддеревья О(у,-) и

Далее будем размещав, поддеревья.
Пусть на некотором шаге / требуется разместить поддерево в 
которое ведет дуга из уже размещенной вершины -у0, и пусть ?: 
/)(и) -|а(„ Аналогично начальному шагу размещения образуем 
две группы вершин смежных с и и не совпадающих с г0: 
у{ . . ., у{, и . . ., г' с соответствующими метками . - V и ;[

7* и пусть <р('У0)>А., тогда конкретизируем размещение ? па под
дереве /Э(тО следующим образом:
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®■■ -1<'։- <':. + 1у!1— Ч; "(уР *I"i> 4-|у{1; "։«-1 1у[1 I 1у5 -1|,
/' , р

...D(z') ֊[а։. t-v|y'(| + l; «v + £ |у'(1 + kjt i Ч • • •; 
i-1 I 1

- |z'| ф 1 = V |yj| ф 1 Ь av
h I

Соответствующим образом строится размещение при В
обоих случаях между ?(^о) и ©(t'J размещаются поддеревья с вер
шинами z'՜ . . z't/. Ввиду конечности дерева процесс размещения бу
дет завершён за /г - с шагов, где с число висячих вершин. При 
этом легко заметить, что ср плоское размещение, а(х0) = IVZ(?). Для

II Q М 1 Vх/| требуется — /?- элементарных операции. Не
трудно видеть, что для выполнения всего алгоритма также требу

О _ - ____ мется - т элементарных операции.
Доказательство оптимальности. Покажем, что любое допусти

мое размещение (в том числе и оптимальное) можно привести к раз
мещению. данному алгоритмом, не увеличивая при этом ширину раз
мещения.

Указанный процесс производится путем построения плоских раз
мещений срп <р2, • • • , таких, что IV (?։) ............... где
т п — с. Размещение ср/, исходя из размещения <?/֊։, переупоря
дочивает некоторое поддерево /J(z), где z — вершина, получившая 
метку на /-ом шаге. Пусть па каком-то шаге вершина z получила 
метку з(г). Для простоты заменим поддерево D(z} одной вершиной 
2^ с шириной s(z). Тем самым мы фиксируем некоторый взаимный 
порядок вершин />(z). В этом случае предполагаем (z*1) = max

(z) Таким образом мы будем рассматривать деревья,
у которых метки имеют только висячие вершины. Пусть на шаге т 
вершина х получает метку Дх).

А. Все вершины х^,/=1, • • • ,/г смежные с х имеют метки «(х)/). 
Такой граф является звездой. Очевидно, размещая вершины х/ по
алгоритму, мы не увеличиваем ширину размещения. Этот случай 
возможен лишь на последнем шаге. После этого заменяем вершины 
х'/ деревьями 1){х)^ сохраняя взаимный порядок между вершинами 
А)(х,) и х.

В. Существует вершина у, смежна^ с х, не получившая метку. 
Так как рассматриваются лишь плоские размещения, то возможны 
следующие случаи:

Над вершинами х и проходят одинаковое количество дуг, 
/м (х) штук, отличных от дуг (х, х‘[) и (у, х). тах .т ։(з) = 

2£0(Х)
= /7//7х[а(х‘р {■ 1, а(х^) ф 2, . . ., 7.(х^) ф р, Дх‘'), Дх'^) Ь 1, . . 
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а (х''и)-|-/г — р — 1'(-Г 1(л'). Упорядочнма(х^) по невозрастании) и 
разобьем вершины х'{ на две группы, как в алгоритме размещения.

Получим вершины у։, . . . у5. и ........ х1 с соответствующими
метками ,5, ... ? и *։1 ... От размещения ът 1 перейдём 
к размещению ?от, где ®т(г) = |(?) для всех г О(х) ?т(у)-

Очевидно, что
■ шах о)г/и_1(г) : тахо»?/м(г) = щах'|31; ?2-|֊1;...; 35 4֊ х -1; -- 1;
ЬеОбг > ^еО(х)
I 7*2 I 2', • • •» 7/ 1 ! । 10 тщ- |(Л)
Придадим вершине х метку а(х) и поддерево /7(х) заменим верши
ной х</ с шириной а(х). шах ю -,^2) <•> .,„(х) 7 ’(х)

^П(л)

Так как I плоское размещение, то в этом случае все осталь
ные вершины дерева 7՝(Л', 47) находятся в интервале (?,н 1(хД 1 
(х,. ,)).

/721 |шах(оЪи_։(х‘/)<1Г(о/„ |)| V | тахо»Ъи. ։(х')< |)|
I I П <7-Н I к

Пусть, например, шах<о9да ։)• В этом случае от разме-
#4 к

щения <?ш֊1 перейдём к размещению <$т
'т>т- 1(Л'{) — • • • <\?«։ ~ • •<С?/л(ЛР

<?/и(Л)<С?/и(Л^ +1 )<С • • • л*К?ж( У).
При этом АГ > АГ(?т), так как о>. щ ։(х/) ю. ш(х/), 1 ^/^/Л

“г т (Х(') =т 1<л?) ։> р + тах (*,') №(ъ,_1)ц -г! I к
После этого можно перейти к случаю ВР
В22. шах (х,) = шах М_1 (х,)1 ч1' р
Покажем, что этот случай невозможен. Нетрудно заметить, что 
а(х)— ։)4-1. Найдётся хотя бы одна вершина г, которой мож
но присвоить метку я(2).
Но тогда я(г)^ ^’(?от-1) — Р 4֊ I < а(х)-
Согласно алгоритму присваивается наименьшая возможная метка, в 
то время как я(х)^>а(г)
На этом доказательство завершается.

Предложенным алгоритмом, ввиду небольшого порядка вычисле
ния, можно найти оптимальное размещение вершин для деревьев с 
достаточно большим числом вершин.

В заключение выражаю благодарность А. В. Петросяну за цен
ные советы и внимание к работе.
Ереванский научно-исследовательский институт математических машин
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2. Դ. Դ1։ՈԼ1>Տ5ԱՆ
Oiunl։ <|iuquiplil>r|i հարթ qiuuuiQnrni pjuil'i |սւյնւււթյսւ II

0’ ի It ի d'|i <| in <| n i dp i| riu

Նկարսւ գրվtu մ Լ գծ ft վրա ոչ կս գւքն որս շվւսծ 
գ ա и ավ ո ր մ ան ս,(’դ րսնավեա if ի ալգորիթ մ ։

‘Ւիգաք արված է /(A. L ) ծաոքէէ

գագաթների հարթ

նվ անեն ,ր հետե լու լ փոիէ՝ ւ/ի ս/րմեր'Ւա ս ավււրա թ/III ն կա 
Z .X-* X — (1; . .

lifdh (,V, }՚)է } , ապա (^(x), <p(y)) կանվանենք կուչ 
տեգ գագաթներ կհանդիսանան ’Հ(A՜), X^X կետերը’.

Ժարրո/ք/, /»/ւ-?(/)

(•<1. У1) 4
<?(У։)'

(Ло,

IԼ I rj ij ե սլ բում մ ին ի մ ի i[ ացվրւլմ / սա տ ւյվ ած ղ ա и ավո fint р (տ ն լա քնսւթ րււնր
(էլաղացների վրայով անցնող կողերի մարսիմալ ^իվր)ւ 

IL ւղ ա ց tug ւ{ ո I ii է ւս լղորիթ tf ի о и/ ա ի մ ա լո ւթ յ ո ւն ր ւ 
^]Ղ Ւ^ղՒՐՐ աոաջացել է հաշվիչ մեքենաների ա վտ ս մ ա ա ի ղ ա ց վա ծ նա^

խաղծման ժամանակ և կարող 1է մեկնաբանվել Հետևյալ կերւղ. գտնել կոնս-
տրուկտիվ տարրերի այնպիսի մի դասավորություն գծային սլլատա (ի վրա, որ
տ պ ա գրված մոնտաժի ժամանակ կարելի լինի անցկացնել բոլոր միացոլմներր. 
օգտագործելով մագիստրալների մինիմալ բան ա կ ր ։

Л И Т Е Р А Т У Р А — Դ Ր Ա Կ Ա Ն II Ի Ւ Й II Ի Ն
1 /< Реджеевски, Кибернетический сборник, вын. 7. изд. «Мир», М.» 1970.


