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В этой заметке мы опишем два подхода к определению беско­
нечномерных гомотопических групп. Первый подход, для несколько 
другого класса отображений, в общих чертах, описан в заметке (’) 
и связан с выбором ортонормированного базиса в гильбертовом про­
странстве //. Второй подход не связан с выбором базиса. Установлен­
ная ниже эквивалентность обоих подходов показывает независимость, 
в первом подходе, построенных гомотопических групп от выбора ба­
зиса. Основой для дальнейших построений служит класс отображе­
ний А', построенный в заметке В. Г, Болтянского (։>.

Пусть з ■{?!.*»,•••. *«.••■} некоторый ортонормнрованный базис 
пространства Н. Чере з 5, обозначим линейный оператор (с нормой 1), 
определяемый соотношениями 5, (е։) = 0, 5,Ц) е<-1 при

Далее, через Г, обозначим линейный оператор (с нормой П, опреде­
ляемый соотношением Г, (е,) — е /+։, ։=1. 2,--. Мы будем также рас­
сматривать степени 5] = 5., ••• и 7’= Т։, Г;, Т'. ••• введенных
операторов. Оператор Г; является правым обратным для но ле­
вым обратным не является.

Условимся говорить, что отображение / пространства Н в себя 
принадлежит классу А',1*’ (•/ ՛ 0), если его можно представить в виде 
/ « Ф 7*» где э А՜. Далее, условимся говорить, что отображение / 
принадлежит классу К (у > 0). если его можно представить в виде 
/ = $« о 4, где 4 Л.

Предложение 1. Отображение / в том и только в том 
случае принадлежит классу если ( 5* А՜ при ч о и 
Т-ч / К, при у<0.

Следующее предложение устанавливает зависимость классов ото­
бражений А',*’’ от выбора базиса а.

Предложение 2. Условие Г* 5’. А՜ необходимо и Роста-



точно длч тою, чтобы к кгссы отображении Л'՛*’ и К'.'։> совпадал и 
между собой (а так же чтобы классы отображений К' •• и А -•<’ 
совпадали мечсду собой). -.

Заметим, что класс отображений Л' не удовлетворяет третьему 
требованию, наложенном) на класс отображении н заметке (՛): одна­
ко это не помешает построению гомотопических групп.

Наметим первый подход к определению гомотопических 1р\пп. 
Через ~ всюду в дальнейшем будет обозначаться единичный шар 
пространства //, т. е. £ = |х Н, Пусть х0 Н, отображение
/://-// класса К1’* мы будем называть сфероидом индекса д в точ­
ке х0, если ■ лп. Заметим, что при определении сфернодов
базис а предполагается фиксированным.

Пусть/, а — дна сфероида индекса д н точке хв //.
Положим:

А(х)= 1/(2^ + ^.) при л-е։ о: 
I я(2л — е։) при хе, > О. (П

Отображение Л также является сфероидом индекса </ в точке хв 
н называется суммой сфероидов / в

Пусть теперь Хс.Н. Если сфероид / индекса д в точке х0 обла­
дает тем свойством, что /(//)сЛ'։ то мы будем его назынать сферои­
дом индекса </ множества .V и точке х0. Ясно, что сумма двух сфе­
роидов индекса д множества А' в точке х0 снова является сфероидом 
индекса д множества Л в точке х0. Естественно определяется отно­
шение гомотопности двух сфероидов индекса д множества Л' н точ­
ке х0, обладающее свойствами рефлексивности, симметричности и 
транзитивности (подробнее см. ниже, при описании второго подхода). 
Благодаря этому все сфероиды индекса д множества А' в точке х0 
разбиваются на классы гомотопности. Множество всех этих классов 
обозначим через 11^ (Д', л0). Введенное выше сложение сфероидов оп­
ределяет сложение гомотопических классов (по представителям). От­
носительно определяемой таким образом операции сложения множест­
во II’(Д'. х0) оказывается коммутативной группой, которую мы и на­
зовем гомотопической группой индекса д множества А' н точке х0. 
Эта группа определена для любого целого д (положительного, отри­
цательного или равного нулю). Таков, вкратце изложенный, первый 
подход к построению бесконечномерных гомотопических групп. Не­
зависимость группы П’(А', л,,) от выбора базиса з устанавливается 
сопоставлением первого подхода со вторым, к изложению которою 
мы теперь переходим.

Подпространство Ас// будем называть подпространством де­
фекта д 0. если ортогональное дополнение к А (в пространстве //) име­
ет размерность д. Далее, гильбертово пространство А'=>// мы будем на­
зывать (по отношению к //) подпространством дефекта д ^0, если
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-А' содержит Н и качестве своего подпространства дефекте — у. Мы 
радим теперь определение класса отображений А՜. где ^—произволь­
ное целое число. При </ 0 определим К’ как множество всех ото­
бражений ( Н Н, принадлежащих классу Л'. Если »/^><<։ то пол К* 
Будем понимать множество всех отображений }-.А-*Н. принадлежа­
щих классу Л', где АсН—некоторое подпространство дефекта </. На­

конец. при 7<0 под А~ будем понимать множество всех отображе­
ний (:А-^Н. принадлежащих в ги. 1ьбертовом пространстве .4 клас­
су Л՜, где А^>Н—некоторое подпространство дефекта у.
| Пусть теперь у— некоторое целое число (положительное, отри­
цательное или равное нулю). Фиксируем некоторое подпространство 
А пространства Н, имеющее дефект у (так что при у <0 имеет 
место включение АзН) Пусть далее единичный тар подпро­
странства А и х0—некоторая точка пространства Н. Отображение 
/: А - Н класса А' мы будем называть сфероидом индекса у в точке 
ло. если /’(А -д ) л0. Для определения суммы сфероидом /, ц ин­
декса у выберем в А произвольный единичный вектор е, и определим 
■отображение Л формулой (1) Отображение Л снова является сферои­
дом индекса у в точке и называется суммой сфероидов / и К-

Определим теперь понятие гомотопности двух сфероидов Пусть 
/. х : А — Н—два сфероида индекса у в точке Н. Обозначим через 
R числовую прямую, я через I—отрезок |0,1|. Прямое произведение 
А' = R А можно рассматривать к«.к гильбертово пространство, для 
которого А является подпространством дефекта 1. По отношению к 
исходному пространству Н пространство А’ можно рассматривать как 
подпространство дефекта у—1. Отображение 5:/хА Н мы будем 
называть гомотопией сфероидов, если оно принадлежит классу А и. 

■ кроме того, для любого /ь/ отображение Л,: Л — Н. определяемое 
равенством 5, (.с) 5(/. л). х А является сфероидом индекса у а
точке ха- Н. Если при этом 50— /. 5, = к. то мы будем говорить, что 
гомотопии 5 соединяет сфероиды / их. Два сфероида, которые 
можно соединить гомотопией, называются гомотопными между со­
бой: в частности, можно говорить о сфероидах, гомотопных между 
собой в множестве ХсН.

Теперь, так же как и при первом подходе, определяется ?< ме­
топическая группа П,(Л', л0) индекса у множества Л в точке х9. 
Заметим, что построенье гомотопической группы ПЧ(Л՜, зг0) зависит 
при таком подходе одного «лемента провисела, а именно, от выбора 
фиксированного пространства А индекса у. Однако без труда доказы­
вается. что. с точностью до изомере) нзма, группа П,(А. хя) не зави­
сит от выбора подпространства А. Действительно, пусть А։ и А։—два 
гл лпрсст ренет г а индекса у. Тогда существует линейное обратимое 
отображение 5:А։-֊А։ принадлежащее классу А Диа сфероида 
/, А|--// н/։:А, — Н условимся считать зкпнгл։нтными, если А։ = 
- /, Этим устанавливается взаимно однозначное соответствие 
между сфероидами /։ А, — Н и сфероидами (^.А — Н (индекса у).
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При переходе к гомотопическим классам -,то соответствие превраща­
ется в изоморфизм гомотопических групп П<(Л', хв). построенных с 
помощью подпространства Л։ и подпространства .4,.

Таков, вкратце изложенный, второй подход к построению беско­
нечномерных гомотопических групп.

Предложение 3. Оба рассмотренных подхода равносильны 
т. е. группа П«(А', х0). построенная при втором подходе, изоморф­
на группе П,(А', х0), построенной при первом подходе (при любом 
выборе базиса я). Отсюда, в частности, следует, что группы 
П’(.\'. х0), по/ троенные для различных базисов 1, изоморфны меж­
ду собой.

Доказательство основано на следующих соображениях (при из­
ложении которых мы ограничимся, для определенности, случаем 
</ > О). Пусть з—произвольный ортонормнрованный базис простран­
ства //. Обозначим через Л ортогональное дополнение к подпространст­
ву, натянутому на первые </ векторов этого батса (так что Л есть под­
пространство дефекта V). Далее, каждому сфероиду ф\Н Н (по­
строенному при первом подходе ) мы сопоставим отображение 
/ V': А Н. Легко видеть, что это отображение является сфероидом 
в смысле второго подхода- Соответствие / — / V' и устанавливает 
изоморфизм П’(.¥, л0)-5= ПДА', хй) (где вторая группа построена при 
использовании Л н качестве фиксированного подпространства дефек­
та у)

Заметим в заключение, что предложение 3 (вместе с построени­
ем гомотопических групп) остается в силе и при условии, что на 
рассматриваемые отображения, кроме требования принадлежности 
классу К накладываются другие ограничения. Например, можно до­
полнительно потребовать, чтобы все сфероиды ф-.Н А', участвую­
щие н определении гомотопической । руппы П, (.V, хй) (или П’(Л'. *в)). 
обладали тем свойством, что для любой точки х А'— х0 прообраз 
ф *(х) компактен. При таком понимании можно к изучению гомото­
пических групп применять введенное в нашей совместной работе (*) 
понятие степени отображения. ’ ’
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