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Об эффеюивном решении некоторых классов линейных 
интегральных уравнений первого рода и связанных 

с ними дифференциальных уравнениях

(Представлено академиком АП Армянской ССР II. X. Арутюняном 23/Х 19681

Заметка посвящена решению методом М. Г. Крейна некоторых 
классов интегральных уравнений первого рода и связанных с ними 
дифференциальных уравнений. Предварительно приводится один общий 
результат М. Г. Крейна, относящийся к связи между интегральными 
уравнениями с ядрами, зависящими от разности аргументов, и диф
ференциальными уравнениями. Отправляясь от этого результата, сос
тавляются для рассматриваемых интегральных уравнений первого ро
да соответствующие им дифференциальные системы. Фундаменталь
ные функции эквивалентных им канонических систем образуют в про
странстве //-’ (О, Г) двумерных вектор-функций, по-видимому, новый 
класс ортогональных полных систем функций. В качестве иллюстри
рующего примера приведены формулы разложения двумерной вектор- 
функции из А2 (0, ос) по функциям Уиттекера.

1. В своих исследованиях (1-4) по обратным задачам спектраль
ной теории дифференциальных операторов М. Г. Крейн, в частности, 
получил следующие результаты.

Пусть /< (/) — К (—7) (—27'<^/<^ 2Г) измеримая, локально
суммируемая 
любом г (() <

функция, удовлетворяющая следующему условию: при
г<7) интегральное уравнение

ГГЦ
Ч г) 3- I К (^-$) д (5, г) = 1

имеет единственное ограниченное (а
(1 Для любого комплексного л

значит и 
положим

непрерывное) решение*

/ (г, д (х, г)е~Пл (1$.

Т
г>то условие эквивалентно условию положительной определенности 
х < Т эр.митового ядра К (( а) (см. (в) гл. IV, § 8).

в квадрате



Функция / (г. /) оказывается решением дифференциальной системы*

где р (г) =|7 (г, r) 'J (г) = — —֊ Arg q (г, г) (0 < г < Г).

Эту дифференциальную систему можно преобразовать к канони
ческой системе и 1 двух уравнений» после чего получаются формулу 
обобщенного преобразования Фурье для произвольной двумерной век. 
тор-функции из Л//(П, Т). Они имеют вид

где

(3)

V(r)=.-2\
Р (О о

/.I >

֊ Г'Р ('•) dr
а □(/)(:(/ ) = з (/.֊ 0). з (()) = 0—ос <^/ <; ос)—ортогональная спект
ральная функция граничной задачи (2). Если Т = со, то функция 
'(<) единственным образом определяется из представления:

I

где некоторое вещественное число. А если то, вообще го-
ьоря, для определения функции о (/.) (спектра задачи (2)) следует 
добавить граничное условие на конце г = Т, например следующее 
/'(7»=0. ’ ТЕ

Приведенный результат М. Г. Крейна имеет место и для опре
деленных классов интегральных уравнений первого рода. В этом слу* 
чае вместо <л раниченности решения q (t, г) следует требовать его 
инте! рир\емость (см. (՛)), причем р (г) будет уже определяться ра՛ 
венствами

р (г) = .И' (г), где М (г) = L
2

Г 
г»

q (s, г) ds,
V f

(51

Из-за недостатка места этот результат был изложен в (3) лишь для случая 
вещественного А (/>. М. I Крейн любезно предоставил автору возможность по пер
воначальному тексту статьи (3) познакомиться с излагаемым результатом и указал 
па возможность его вывода из (<) 
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а граничные условия // (0, /.) = X, /' (Г, X) = О заменятся соответ 
с । вен но условиями

На основе указанной связи между интегральными 
циальными уравнениями М. Г. Крейн предложил новый 
ния интегральных уравнений (5՜7).

2. Рассматриваемые нами интегральные уравнения 
имеют вид

а
К ^-5) 'I (5) ^8 = /(£),

-а

и дифферен-
метод реше-

первого рода

пе эрмитово ядро Л'(^ — 8) порождается 
функций К(I) (-2Т < ։ <^2Ту.

одной из следующих семи
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(1 — /р sign I) е /( 2 $1п

1М
(> —^PSign/) е ' /( 2 811

0<Л

0<Л<1;

Здесь Т такое число, что квадрат—Г< Л 8 Т является макси- 
рльной областью положительной определенности соответствующего 
(ара. Оно может определяться из равенства: М (Г) = ос.

Отметим еще четыре ядра, порождаемые следующими функциями*

Н) 9)

(,ни получаются из 6) и 7).
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ih> h / Id \A10) e 2 /(2sin Щ"; П) (1 ֊ ։'llSign '/( 2 sh y) ’ 
У. Z /

Приведем выражение q (t, a) ֊ решений интегральных уравнений (6) 
при /(/)=! соответственно случаям 1)—6): w

где

— 2 Я -7---- Л* ) + 2'И 1) 2 In 2 sh а — 2՜ i th я1 I;
\ ^ / I

ch -ji
- |Q ! (cos a) -+- Q j . (cos a)] — - *1*- я- I /j«-

3)

5) C, (a — Z)’+/p (a + ty , где Q, = sin гА('2тг X 

V Sin2 T ~ I*2 cos2 ~ ’

a г ֊----- 7 arc sin |l+qi) C.,|;

6) 24-։С„ e

Но формуле (5) получим соответствующие выражения AH«):
I) it/chirM.J(a); 2) r/chzu £(l (rt);
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3) Р 1_ _(1 (со$ а) [(?_ 1_ (сое а) 4- р £+/!1(соз а));

4) Р 1 (сЬа)/[<2 , (ей я) + <} , (с11«)1;
- 5--м - О’-/И ֊ — +М* 2

5) 22а С а֊^ /Г (а 4֊ 1 + /₽)|2/Г (2а + 2); 
/ л-п

6) 2''-С։л(81па)^ е 2
Г (2а4 2)

В этих формулах В. (х, у) означает неполную бэта-функцию (8), 
•>(:) и Г (г)—функции Эйлера (8), РЛг) и (г)—функции Лежандра 
первого и второго рода (8), Р (а, А; с; г) —гипергеометрическая функ
ция (8).

В случаях 1), 2), 4) и 5) выражения д (^, а), когда р=0, были 
получены М. Г. Крейном (6) при помощи контурных интегралов. При
веденные выражения д (7, а) (для случаев* 1)—5) см. (9)), получены 
путем дальнейшего развития этого метода.

Интегральными уравнениями (6) в случаях 1)—4) описываются
некоторые плоские контактные задачи теории упругости с учетом сил 
сцепления или трения (9). Интегральное уравнение (6) в случае 5)
встречается в плоских контактных задачах нелинейной теории пол
зучести, исследованных в работе И. X. Арутюняна (1։) и в работе 
II. X. Арутюняна и М. М. Манукяна (։2).

Коль скоро известны выражения д (Л а), решения интегральных 
уравнений (6) для любого / (/) в случаях** 1)—6) могут быть полу
йены по известному правилу М. Г. Крейна (см. (8), гл. IV, § 8).

3. Для составления соответствующих дифференциальных систем
(2) приведем выражения функции / (г). Они будут***:

СО82 сЬ2 рг

2)
2р8ЙГ 4- 8Н1 2 рг

4

5) р/г; 6)

— р Ой г;

3) — Р С1£С г; 4) — Р С||1 г;

Случай 3), когда р=0 рассмотрено в (։о).
В случаях 7), 8), 9) и 11) функции </ (/, а) имеют довольно сложный вид и 

"е выражаются через известные специальные функции. Тем не менее, решения урав
нения (6) в указанных случаях могут быть получены по правилу М. Г. Крейна.

В обсуждаемых нами случаях г/(/, г) состоит из двух множителей, один из 
К07орых при ( = г обращается в бесконечность. Следует считать, что аргумент этого 
множителя равен нулю.

А — 1 , 0 х 
—— Ч-Мег
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Фундаментальные функции / (г, X), получающиеся по формуле 
(1) соответственно имеют вид

«х, ——/н; 1; 1 — е՜*
2

/ . |
X Л + ~Г՜ + ' + “-'Р; 2։+2; 1— с“' уГ(2։-Ь2).

Здесь через обозначена функция Уиттекера (л).
Полученные выражения для М (г), I (г) и ■/ (г, X) в указанных 

случаях позволяют выписать формулы (3) и (4) обобщенного преобрэ՛ 
зования Фурье. В качестве примера рассмотрим случай 5). В этом 
случае имеет место представление

1-Л^п / Г(|-А) р /
1ИА к ] С (81П 2

— ЛО
֊ |КО8 51^11/ ) 

м /
|Х|А ՛£//.(֊-Ои<^<00)

с неотрицательной спектральной плотностью при ||1! (к//(2). в си-
лу чего порождаемое левой частью эрмитово ядро является положи
тельно определенным в квадрате - х <<,2<оо. Таким образом, в 
рассматриваемом случае Т = а спектральная функция о (X) выра- 
жается формулой:
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Формулы (3) и (4) обобщенного преобразования Фурье в данном слу
чае будут иметь вид:

D, = (2а -г 1) Cjr (а 4- 1 -г /?)|2 /Г (2а 4֊ 2), arc sin [(1 -г Й1) Си]>0.
Когда |а=0, эти формулы переходят в известные формулы интеграль
ного преобразования Ханкеля.

Считаю своим приятным долгом выразить искреннюю призна
тельность член-корр. АН УССР М. Г. Крейну за руководство работой.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянском ССР 

Одесским инженерно-строительным институт

U. U. ՄԽԻՕԱՐ5ԱՆ

IJ.it աջ ին սեոի գծային ին 
էֆեկտիվ

տեդրալ հավասարումների մի
լուծման nt նրանց նԼսւ կապված դիֆերենցիալ 

մասին

քանի դասերի
(i ավա սարումների

Մ. Գ. 
ներով (6j

Կրե յնի առաջարկած մեթոդով (5,6) Հոդվածում կառ ո t ցվում են էր ծ ի տքան կ ո ր ի ց -

ինտեցրալ » ա վ ա и ա ր nt մն ե ր ի էֆեկտիվ լուծումները։ թնցսմ ին այց կորհղներբ կախդ

արցումենտների տարբերությունից ու ծնվում են բերված / ) — 7) ֆունկցիաներից մհկնու- 
^եկովք

նշված ինտեցրալ հ ավ աս արումներ ի լուծմ անն են բերվում ա ո ա ձց ա կ ան ո ւ թ (ան տեսութ յան 
•^րակցման կամ շփման ուժերի Հաշվառումով (տես (^) 111 ն, • Հարությունյանի ցրվածքով 

որ1քԻ ոչ֊ ցծային տես ութ յան > (տես (1 1,12 J J հպման մի բանի խն դի րն ե ր ի Հ ե տ ա ց ո տ ո ւ թ յ ո էն ո.

էՍհ՚ասլես բերվում է Մ. Գ. Կբհյնի' արցում ենտների տ ա ր բ ե ր ո ւ թ (ո էն ի ց կաիւված կոբիցներով 
Ւնտեցրալ հավասարումների 1 ցիֆերենցիւսլ հավասարումների միջև եցած կասլին վերա բերս/ 

I՛ Րնյ^անուր արց յունբ։ հիմնվելով այց արցյոէն րի վրաէ կացմվում են առաջին սեոի նշված 
1^ւր>եցրսյլ հավասարումներին համապատասխանող դիֆերենցիալ սիստեմներյո Վերջիններին Հա- 

1 կանոնակ ան ս իս տ ե մնե ր ի հ իմնացիբ ֆունկցիանեբր եբկչափ վ ե կտո ր ■֊ ֆոէն կ ց ի ան ե ր ի

^րսքե 
վեկտ

տաբած ութ յան մեջ կազմում են օրթոցոնալ լր ի վ ֆունկցիաների, րստ երևույթին նոր ցար:
и օրինակ բերված են ճ2(Ս,Օօ) տաբածությանր ւց ատ կան ոց կամայական ե բ կրաչա փ

'ֆունկցիայի րոտ Աւիթեկերի ֆունկցիաների վերլուծության բանաձևերր:
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