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Некоторые задачи об изгибе анизотропных 
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(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 2/П 1961

В настоящей статье рассматривается задача об изгибе анизотроп­
ных (неортотропных) стержней с поперечными сечениями в виде удли­
ненных эллипса, трапеции и треугольника. Решение представляется в 
виде ряда по степеням малого параметра X, введенного в уравнение 
контура области.

Получены в замкнутом виде выражения для функции напряже­
ния, касательных напряжений и центра изгиба.

1. Выберем начало координат в центре тяжести незакреплен­
ного конца стержня. Примем геометрическую ось стержня за ось ?, а 
оси х и у совместим с главными осями инерции сечения. Примем 
далее, что силы, действующие на свободном конце, статически экви­
валентны одной равнодействующей Р направленной по оси у.

Пусть область сечения стержня с удлиненным симметричным 
профилем ограничена двумя дугами кривых

у = - 1/ ( X )

(1.1)

В этом случае напряженное состояние в сечении стержня будет

(1.2)

Здесь ’Г(х, у) — функция напряжений, /—момент инерции относшель- 
но главной оси х, который определяется так
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О’ 11.3)
-А. -V

где
а»

-А>

Как известно (1), задача 
дится к решению уравнения

об изгибе неортотропных стержней сво-

д2Ч- 0
^44 ”՜՜] ~ 

дхг 45 дхду 
*

55

-ИГ
’ о

о —

, Р)2Г)Р Р
X (2а,,х + аму) - 2» - ֊а1։-т-у. (1.4)

с граничным условием на контуре 5
$

ч՛ I, = ֊ • (у — V) (у +V)
V 
О

Здесь упругие постоянные, И —постоянная, характеризующая угол 
закручивания на единицу длины. Для решения уравнения ' 1.4) стра­
ничным условием (1.5) воспользуемся методом, развитым в г՜՜’).

Производим такие преобразования

Тогда 1.4) и (1.5 можно представить так

хч4- 02Ф _ 9.2 52Ф д2Ф
дх2 '՝1215 дхдг\ ' ^55 с?т]2

= — 2</13х -- (ам + а45) — л2п4.։ — 29л3

Ф[*,  ±/(*);Ч=°-

Представим решение дифференциального уравнения с 
производными с неразделяющими переменными (1.7) в виде 
степеням малого параметра

Ц 1(Х,Т()
ч 
А

Л-0

Ф (-V, а) =

Тогда из 18) получаются

<41^ ±/(*)!  = о (А=-1, о, 1, 2,...)
Подставляя значения Ф(х,^;л) из 11.9) в (1.7), сравнивая коэф**  

фициенты при одинаковых степенях X, находим
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а..-----—2
55 гЬр = ֊֊ 2<з13х

Ол ^֊1 1 *0»

15 ‘ ~дхдт> ‘ + 6255 ’ ~д^~ = ~ т- (а™ + <*«)

04^
а^~д^ 2а45 = 0

дхд\ (Л=1, 2, З,-- ). (111)

И։ рекуррентных уравнений (1.11) при помощи (1.10) последователь- 
но можно определить неизвестные функции (х, ц) (£ = — 1, о, 1,2,...). 
как это сделано в (4).

Рассмотрим конкретные случаи.
2. Стержень эллиптического сечения. Пусть контур попереч­

ного сечения фиг. 1) задан уравнением

2.1)

Так как поперечное сечение представляет собой узкую длинную
область, то отношение полуо­
сей эллипса

естественно будет малым па­
раметром. Тогда уравнение 
эллипса (2.1) можно запи­
сать так:

гдеУ = ± >/(*),

Легко видеть, что здесь можно положить 0=0.
Учитывая (2.2), из рекуррентных уравнений (1.11) при помощи

(1.10) определяются (^ = —Ь 0՝ Ь ֊••••)• так

„ _ Хг„֊1-х(т-/2) <2.3}
“ 2

(п = 0, 1, 2.-) • X г *
$ К'֊« , (2.4)

Где •
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9 а
А\!=-—^֊, к

^55

а 
о ~

ЛВ ■ “15

^55 Й55

2а
За

е- • л;

55

За 
о ~г՜

и

55

£44

Д55

45 Г'
— • А 2п —
55

3^4.» I.'
“ • А 2л - 1

<*55

К֊1п-=֊^֊-К2п^- <*44  Ь'
-------А 2л-23«55

Из соотношений (1.9), (2.3) и (2.4) находим

-1

А п = 1, 2,

V ^К-2п
л = I, 2,

Вычислим ряды, 
вая соотношение

входящие в выражения
(2.6), напишем первый

ф (х, 7]; А). Для этого, 
ряд в таком виде

1

«•։, 2,

“ -15'
3<*55

V Л2^2л- 
П-^2.

3<?44

<*55

л \2л+1

л -1,2,

откуда

2л+ 1
л '^2л4-1 =

2а4։/.

п 1,2
3 (^55 + За4.,/.՜) Л2՞՜^л-1.2 55

Заи^К
)2•44Л

Имея в виду (2.7), аналогично получим

Из (2.9) и

1

я»1, 2,

2 >2пк1п
л-1, 2,

6а.,5/.2А «•н^А'о

15
Л ,2

V л2я+1 А'
>, к ’^гл+ь 

л-1. 2

о

(2.10) определяются

3 | 1а25 - За,, (За55 + а.,4л2)] • К, — 2а45а4Д|-.> ’

хл К՝ — 6а4Г|а55 • А, а(а55 4՜ За4., *>՛)  • Ао
„4։' (“։։ + За„Х2)(Заи + а„х2) — 4а26/

X о

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2-8)

учиты-

(2.9)

(2.Ю)

(2.11)

(2.12)
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Подставляя из (2.11) и (2.12) значения рядов в 2.8). учитывая 
(2.5), после несложных действий находим

ф = А2.; /г к . (^а֊2Яи)(3Ди + -Ыда(ах 4- а„
I (а55 I - За44Л-) ь3йг55 4֊ а44л2)— 4а֊./.2

-4-Ц. —45 ^44л2~2^1з)~(Д.-}6 4^4г,)(ЗДд^.2
аа5 4- За4.|/г;(3л55 4- а44А2) — <\а-/4 [ 

пО I

или при помощи (1.6) и учитывая, что / = ,

<р (Х у, =________ 2Р. |уг - >.г (а- - Л2)| _
-а&-'|(а55 + За*,/. 2) (Заи + а,,/2 - 4а2/,2|

X [(<*44^  2'713 1 (2^55 ~ <*4?'՜)  — 2','“ (<* 36 4՜ а45) ^4э1

4՜ У |2<*4 5(<*44 к 2<*1з)  '*̂36  + «45 (За44/.՜ • <*55)]!,  (2.13)

которое точно совпадает с результатом, полученным иным путем 
проф. С. Г. Лехницким (’’5).

При помощи (2.13) и (1.2) для компонент напряжений получа­
ются следующие компактные выражения

= ___________________ 2Р______
‘v-՝ “ r.ab3 [(а55 4 3a44/.2j (За55 4֊ «4/2) ֊ "Ц-/2!

X |2ху- |(а44Х2 — 2д։з) (За55 4֊ а44Х2) - 2/.2а45 (азв а45)| 4֊

4֊ [Зу2 - л2 (а2 — л'4] • |2я45 (а|4/.2 — 2я13| - (а36 4 а45)-(Зя44/.2 4֊ ак |։,

1(я55 4֊ 3<г44/.‘֊’) (За„ 4֊ амХ2) — 4а-՝./ ֊|

X (2хуХ2- |2а45 (а44Х2 -֊ 2а13) — (а36 4- а45) (За44'.2 4 а55)| ~ 

4֊ [у2 4՜ (Зх2 — а2)] • I1 <W՝2 _ 2а1з) (3<*55  4֊ <*44'՝ 2) ~

— 2л2а45 (азв 4֊ <*45)  1 ~ I/ ~,2 (<* 2 ~ х՜’] |. (2.14)

3. Изгиб анизотропного стержня (фиг. 2 с удлиненный тпа- 
пециодальным поперечныч сечениеч. Уравнения линий АН и С/> 
можно записать так

или, учитывая, что начало координат совпадает с центром тяжести, 
%

(3.1)

где
I) {2d. 4- d.} h _ b(2d, -I- d.)

1BS 3(«4 + <4) ’ 2 3(t/14-</.j
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Так как рассматриваются удлиненные профили, то отношение 4.
Ь

является малой величиной I 0 < -֊е- < 1 ) • 
\ о 1

Введя обозначения
с1. — +X — - ’ и = —~՝ с  ---------------------------- *
Ь Ь Зd2(d1±d2}

уравнения (3.1) можно представить так

у2 — а2/2 (х) = О, где /2(х) = (дх + с)2 (3.2)

Р

Фиг. 2.

Для исследуемого случая из (1.11) при помощи (1.10) и (3.2) полу­
чаются

<22я. । (*,  т։) - [К։»-

0 ,Л- т, _ ֊/*  *21
Ч2п Л, Л 1 — 2 2

где

В.1=/?о = О, К-х=֊--^. 
^55

,, Закаа? г 2а
К,= ——■Ь-1 ,

^55

„ 2акас 2а45ас „
В' = а55 К֊' За№ 'К‘

/х — ^45 к' | «4-
Л 2п — \ ' 1\2п-1 -1 А«55 3

•» г

/ 2^45^ гх
Л2я+1= ' За55 ’К2՞

П __ п
^<2п ֊ - ■ ’ А2П-2

“55
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1-х֊1-52Я 1] (зд1

(п =0, 1, 2,...) |

• т] ֊•-7?2„ , 134

д = _ •; + 2^«.А-_1։ 1

«55 «55

о о
45бГ . к'___ а44а
Чьъ 0 |

_ '1ц££, /?„ = _ -±, (3.5

“ а 35 " «։։ 1
■ к2„. 2 (з. *1

Й55 1
(Л =1.2...) |

+ _??«< . Кгп֊\ (з;||

«55 ■

(гг = 2, 3,...) (З*!



2й45ас 

$«55
2а44ас

55

«44«2 г,-— ■В2„.1 (« = 1, 2,...) (3.9)
5э

Подставляя значения и ^2п в (1.9|, получим

о

ф (х, 7}; л) = - -1

/.
1 • ^2п-т1

л 1,2,

2 >2"Х2Л 

л «= 15 2,

2л—1

л-1. 2

У 

п —2. 3
(3.10)

Вычислим эти ряды.
Первый ряд, имея в виду (3.7), запишем так

л»!. 2.

•А’ 2«45«2/.
3«55

• 2л гл 3«44« !■

«55
/

X >.к
л-1. 2

откуда
00
V л2՞՜1՜1 Заиа'-/3/\\ 2«45«2/.

я-1, 2

Таким

«55 ֊ 3«44«֊’/.2 3(а55 — 3аик2а2)
V >-2’ • К1„ .(3.11)

л-1.2

же способом, учитывая (3.6), находим

V }2Л к' ֊ . 6«45к2^<1
* V 2л о о о

„ -Г.. Заи — аиа-1.-п — 1, 2

о
3^55 «44«"А

6а45/.
3«55 — «44«2а2

Тогда из (3.11) и 13.12) определяются

3[3а44 (3«55 а44а2л2 1«4-| • А\

2

2^45^44^ Ад

3 | ЗЛ55 «14«Л 1 (<255
• А’«

к ՛ А 2п
л-1, 2

Теперь перейдем 
можно написать

(За55 ~ «44«'>Л՜) («55

„ -- Зйца՜!.՜) • А.'о . 2
гх •> О\ । 1.0 о

к вычислению третьего

1 '.2л4-1 2а4Ьас՝к 
о о

3.13)

(3.14)

ряда. При помощи (3.9)

2л

э / 1 1
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О.а^аск2 
«55 - «44«2/2

л —1, 2

аиа2/.3Вг
«55 — «44«2*2 !3.1о)

Имея в виду (3.9), (3.13) и (3.14), окончательно (3.15) будет

оо
у ;2ч+1 а? —/| л ’ О2п+} =

п-1, 2

_________________________2Д(?Х3________ ________
3(а55 —а44«2Х2Д(3«55 —«44«2Х2)(л„ - За44а2Х2) + 4д25/Лг| *

* Ввиду громоздкости выражения для Я, здесь

X ! [ 4՜ 3^44^55 (За55 #44& *̂)]  X

7/ 2 / 2' 2\ 7Х ) । 11^(1* “^ В-±X /<1 ֊ а„аюа֊ (ам — аиа֊к֊) ■ Ао) + —Л— . (З.Ш
и55 и44и л

Наконец, внеся значение /??,. из (3.8) в выражение последнего ряда 
(3.10), после некоторых нетрудных преобразований устанавливаем

если ',2 (3.171
1 , «55_

Итак, принимая во внимание (3.12)—(3.17) и (1.6), выражение для 
функции напряжений окончательно можно представить в таком виде

* (А ?) = Р +Д - ( Цх + VշV + И,). (3.18,

где
1 ’ _  —^45^4’_ ( #45 + #36 ) (3#55 #44# ) (2#13 4՜ #44#“*̂)

1 ~ (За55 — а44а2Х2) (а55 — Зо74а2Х2) ֊{֊ 4а25Х2о2 ’

| • _ (Зс2,)4<2 /. «55 ) (?.|5 й36) 2«45 (^«13 4~ «44«~Х~)
(3«55 - а44а2Х2) (а55 — За44а2л2) -и 4д25л2о2 ’

ас/. |8с22.й13 I 2«45 (^зв 1՜ «45) («55 Й44Д‘’Х՜)

(«55 — «44«2/՝2) [(3«и — а^х2) (а„ — 3«44«2Х2) 4- 4д25а2к27
____________— «44 13«55 — «44«2/-2) («55 ~ 4«13 ~ «44«2Х2)]____________  

(«55 ~ «44«2Х2) ||3«55 — «44«2Х2) (д55 — За44«2Х2) + 4а25а2Х2]

|«3 (Ь\ ֊ Ь\) 4֊ 4л2с 4- Ь\) 4- 6«с2 (/?-’ - ^) 4֊ 4с3 (Ь2 + ^)|-

Как известно, если сила 
величина Я будет равна нулю, 
метрии, в противном случае О

Р приложена в центре тяжести о, то։ 
когда ось у также является осью сим 
определится из уравнения*

.мы его не приводим.
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Л. >/

V V/
-*1 ->./

”ггу) бхбу = 0.

ДЛЯ компонент напряжений получаются следующие выражения 

•'.։г=2у--,'|Зу--л-,(ах-; с)2| I/ +2у. ((/, ..
(3.19

о
*уг — 2/

’ * ’2? к 3 П •

Хорошо известно, что закручивания не будет,
(3.20)

силы совпадает с центром изгиба. В этом
(3.18) —(3.20) надо положить 1> =

если точка приложения 
случае в выражениях

ба определяется
— 0. 1огда координатах центра 

по известной формуле
изги­

ь х/
• Г1 

( ( . О

- Ь Ь\

Подставляя значение функции напряжения из 3.18 , интегрируя
и делая ряд громоздких преобразований, получим

4а3(^ + г>;) + 15<А? (/>< ֊/>;, + 20ас2 (Ь32 + ь;> + юс’ я: -ь- > 
а’, + 4а‘с | Ь-> + + бас- (О + 4^ (», Н1— ’0.21)

где
1/з а-о = 1/з Ь-

4. Изгиб стержня треугольного сечения (фиг. 3). Настоящая 
задача является частным случаем предыдущей, т. е. ^=0, б.. = б,

Фиг. 3.

"Удем иметь

Учитывая (4.1), из (3.18)-(3.21) находим
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՝. 2
4ծ3(21/1 4- 1) 

5Ժ3 ■Ь.

Пользуясь случаем, 
научному руководи гелю

выражаю искреннюю благодарность своему 
академику АН АрмССР И. X. Арутюняну за

постановку задачи и за руководство.
Ереванский государе гневный университет.

Վ.. Ս. ՍԱՐԳՍՅԱՆ

|7гЦшгшуЦшд Ա|րււֆիլէւԼ11վ ւււհիպոտւ։ււ։ւ| ՀւալԼրի ծւււքւսհ ւքյւ քաճի 

|սԼ*զ|ւր 61»րի <Гшеф6

հայտնի է որ անիզոտրոպ (ոչ օրթոտրոպ) պրիզմայաձև

ծոման ի/ն գ ի րն երր րերվո*մ  են մ ա սն ա կան ածանցյալներով ե ր կ ր ո ր դ 
փոփոխականներով у ի ֆ ե ր են у ի ա у հ ա վ տ п ա ր մ ան ինտեգրմանը համապ

լորման ե

պարամետրի մեխողի о ղն ո ւ.խ յա մ ր տրված I.-*• 3. 4 'սատանան երո է մ է

Ա.ոահին անգամ Լլ ի պտ ական կտրվածրուվ ա 
մ ե իք ող ով լուծ ված Հ II • Գ» Լե ի» ն իցկո» կորք Ւքք ( ՚ ’1 ) ՚ 
րով ա*հ  ի ղ է» տ ր ո ւգ Աք ր ի րլ էէ ս» յ ա ձ ե ձուլեր ի ծռման իէն ղ ր ի

3 ո գ ի 3 (էէք ա հ խ ն գ ի րը и>Ц

' ա շ ի/տտսձ

աշխատ ու (մ յան մ ե С ղ ի տ ա ր կ վ ած են երկարացված /у ր ո ֆ /»լն /• ր ով ան ի ղոտրւ^ղ

Լ լ ի պ տ ա կ ա ն , 
О у ւո վ ե լո •

и Լրյա ե ա ս ե և ե ո ա *1»  կ յ ունա ձհ կ տ ր վ ա 3 р• '•*  ՝1 -»։/ մ տրված // ե [մ ո у ի у լւււծ ո ւ_ </Ն А ր ր

ձ ո у և ր ի ծ ո մ ա Ն ի» ն у իր ն երլ '| 
է ով ած են շտրրերով' р-

սլար սէ մ ե Սէ րի • Ստացված են մասնական տծ ան у քսւ ք հ ե ըս վ ոեկոէ ր ե նտ ղիֆերենրյխւ!

кш համ

էքած տիրա յ քմն ե ր ի համար:

Նշված կա ր վսւ ծ րնե ր ո ւք ոչ օրթոտրոսք ձողերի ծ ո մ ա’հ մ ւ 
րու մներիք ծոման կենտրոնի համար ստաըված են վեր^ւււվոր տ

կ ա ո ա у ա ।

I տն աձ և ե ր •
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