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Пусть 2,; обозначает область определения гипермаксимального 
оператора—Д//, рассматриваемого в гильбертовом пространстве А.. Еп) 
функций, определенных на всем //-мерном эвклидовом пространстве 
Е1„ и суммируемых с квадратом. Как известно, этот оператор является 
замыканием в Ь2(Еп) оператора —Аг/, рассматриваемого на всех нео­
граниченно дифференцируемых и финитных функциях. Известно далее, 
чго этот оператор обладает чисто непрерывным спектром, совпадающим 
с положительной полуосью, причем для всех /., не принадлежащих 
этой полуоси, резольвента В оператора —Да представляется в виде

В,/(М) = \ Фя>1 А (г.мр / (Х=#0, аг£/. 0, ,/?л| Х>0). 1)

где гид обозначает расстояние между точками М и С}, | >֊ выби­
рается из верхней полуплосхости, а функция Ф,։> г определена фор­
мулой

п-2

Ф,; х г) = — (Н"-2_('кг (г>0, п = 2, 3 • • • . (2)
4 \ 2-г I о

причем А/?1 (г) обозначает функцию Ханкеля первого рода порядка -.
Предполагая теперь комплекснозначную функцию р Ц) ограни­

ченной и суммируемой с квадратом и обозначая через А произволь­
ный ограниченный (несамосопряженный) оператор в А2 Е„ а через 
А—произвольный вполне непрерывный оператор, введем в рассмотре­
ние оператор

Ти = —Дм — рЬи 4- Кн и £ 2«) (3’

с областью определения, совпадающей с 2Л«
Вопрос о строении спектра этого оператора в том частном слу­

чае, когда А' = 0, а оператор А сводится к единичному, был рассмот­
рен впервые в заметке И. М. Гельфанда (’), а затем ь диссертации 
автора, выполненной в 1954 году под руководством И. М. Гельфанда.



В предлагаемой заметке на операторы пила (3) будет распространен 
наиболее общий результат этой диссертации. Однако первоначальное 
доказательство, основанное на рассмотрении итераций резольвенты 
оператора Лн и довольно громоздкое, не применимо в данном слу­
чае. Здесь нам удалось обнаружить полную непрерывность одного 
интегрального оператора с ядром, не являющимся типа Гильберта- 
Шмидта. что дало возможность провести доказательство и в рассма­
триваемом случае, причем значительно более коротким путем.

Теорем I. Зсе точки положительной полуоси являются точ­
ками спектра оператора Г, определенного формулой (3). Точки 
спектра этого оператора, лежащие вне положительной полуоси, 
могут быть лишь собственными значениями, не имеющими пре­
дельных точек вне этой полуоси.

Доказательство. Для доказательства необходимо предвари­
тельно установить полную непрерывность оператора

С и = В р!.и) + В, К и (X ф 0, агеХ =# 0 . (4)

В силу полной непрерывности оператора К и ограниченности опера­
тора Л достаточно, очевидно, показать, что вполне непрерывен опера­
тор В р. который согласно (1) представляется в виде

\В,р\и^М) = | Ф„ Г-(гмо)р((1 и{Ц)(1Ц

/ п

(Тт]' X >0). <5>

Заметим, что при п > 3 ядро этого оператора даже не типа Карлема- 
на из-за высокой особенности при Л/ = (^. Однако, в силу известной 
асимптотики функций Ханкеля интеграл

(Ут | X > 0) (6՛
£ п

существует и не зависит от выбора точки (ибо интегрирование со­
вершается по всему пространству Е,։ . Введем теперь в рассмотрение 
5в висящее ог г семейство операторов 

ф (։) 
п. / х (г.чо)р Ц)и<С}]4(1, (в > 0).

п

где через Фп ։ ■ (г обозначена функция, равная нулю при 0 < г « 
и совпадающая с Ф„ при г ; г. Эти операторы вполне непре­
рывны. В самом деле, из известной асимптотики хачкелевых функций 
следует, что функция Ф„ ‘в ~(гМц) | суммируема по любой из пере­

менных, причем результат интегрирования не зависит от выбора дру* 
гой переменной.

Поэтому на основании теоремы Фубини
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||1ф* > I г.«»);М.Их

։' *• £п л П

X I 1р((2) М(}<ао.
V

Е п

образом, ядра операторов В типа 
вает их полную непрерывность. С

Гильберта*Шмидта, что и 
другой стороны, очевидно,

\В р-В:''՛ |И(.И)'|’-

НО

I / 1р и (4)

аметим, что

фя. , к-(гм«) |</<}• | ф„. (<-.«,) р Ц и\Ч) -(14

(Гмо) 4<1 = « к,.

Му

зависит от выбора точки Л1 и в силу абсолютной непрерывности
ла

Игла (е) =» 0. 
। - о

нтегрируя последнее неравенство по переменной ЛГн пользуясь тео- 
?мон Фубини, а также учитывая независимость интеграла (6 от пе- 
?меннон (], получаем

В.р — В',.£ ) и ( И) * йМ 2 г) • вир\р ((?) 2 | Фп ։— г.мо1 </Л1(и*-'.

Е п

[куда в силу (8)
Нт|в./>-В.!| = 0. 
I О

тсюда и следует полная непрерывность оператора В.р, а следова-

(льно и С» , ибо операторы В1՛ , как было показано выше, вполне 
прерывны.

Рассмотрим теперь уравнение

Ти — ).и ■= — Ли 4* рЬи 4֊ Ки — = /,

1е /(<?) А։ (Е,,\. Очевидно, оно равносильно уравнению

и — В.{—С.и, (Ю>
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где С, определено формулой (4), ибо через В мы обозначили р?. 
зольвенту оператора — Ди.

Предположим, что некоторое X, лежащее вне положительной По. 
луоси, не является собственным значением оператора Т. Это значит, 
что однородное уравнение (9), а следовательно и однородное уравне­
ние (10) (получающееся при /^/ = 0) имеют лишь тривиальное ре. 
шение. Поскольку оператор Сх, как мы видели, вполне непрерывен 
то в силу альтернативы Фредгольма уравнение (10), а поэтому и ран. 
носильное ему уравнение (9) разрешимы при любой /(Q) Q L.2(En\ 
Отсюда, благодаря замкнутости оператора Т, заключаем, что суще­
ствует ограниченная резольвента (7'-֊ХЛ)՜1 и поэтому X является ре 
гулярной точкой оператора Т. Это доказывает, что точками спектр, 
этого оператора, лежащими вне положительной полуоси, могут быт։ 
лишь собственные значения. Эти собственные значения являются, оче 
видно, собственными значениями для уравнения и = —С, и. Ново! 
скольку вполне непрерывный оператор Ск аналитически зависит от па I 
раметра X вне положительной полуоси (ибо этим свойством обладае?! 
оператор Я,). то в силу теоремы Келдыша (|2) собственные значени! 
оператора Т не могут иметь предельных точек вне положительном 
полуоси. Переходя к доказательству первой части теоремы, покаже*! 
сперва, что если при некотором неположительном X существует огра-1 
ничейная резольвента R . = (Т — Х£)-։ оператора 7', то она представ! 
ляется в виде I

R- f ~ B*f + G\f, (I‘I

где оператор G, вполне непрерывен. Действительно, наше предполо! 
жение означает прежде всего, что однородное уравнение (9), а еле! 
довательно иоднородное уравнение (10) (получающееся при Д>./ = и1 
имеют лишь тривиальное решение. Поэтому в силу доказанной полно! 
непрерывности оператора С, существует оператор (Л'4-Сл)՜’, опредЛ 
ленный на всем пространстве L., (£„). Далее, легко убедиться, что В 

(£+ С,.)֊’ = Е — С> (£4- С>)֊։. (1:1

С другой стороны, R/ является решением уравнения 19), а следов*! 
тельно должно удовлетворять и уравнению (10), т. е. R>f=B f't 
— С,Rff. Отсюда в силу (12) 1

/?,/ = (/: + С ) ЧЕ/ = В, /- С,\Е + С.)֊1 Я,/, I
и достаточно положить G, = —С).(ЕСл) 'Дд, чтобы получить прсИ 
ставление (11). Допустим теперь, что некоторое положительное хЛ 
= х0՝>0 является регулярной точкой оператора Т, т. е. что существуй 
ограниченная резольвента R,a этого оператора при X = Хо. Введем ! 
рассмотрение уравнение Н

֊֊Аг/ — Хо« = Ти - pLu- Ru — t.Qu ~ ft (11'

которое, очевидно, равносильно уравнению К
и = + R>,Su. ('Н!
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։ ... положено Зи = р!.и - Ки. Покажем, что оператор 5 вполне 
непрерывен. Для этого заметим, что из существования Я, следует 
существование R в некоторой окрестности X а,,. Выберем из этой 
окрестности последовательность неположительных X = л„ так, чтобы 
. ֊> Хл. Как известно, будем иметь R, —R ’ -> 0. В силу ограничен- 

ногти оператора 5 получаем отсюда R 3 — R 3 1 ► 0. Поэтому пол­

ная непрерывность оператора R ,8 будет установлена, если мы убе- 
1имся в полной непрерывности операторов R Տ. Но это очевидное 

следствие представления (111, ибо полная непрерывность операторов 
Н S = С была установлена выше. Заметим теперь, что уравнение 

/л ™
(13) при /=0 имеет, как известно, лишь тривиальное решение, ибо 
все положительные X принадлежат непрерывному спектру оператора 
—Д//. Таким образом и равносильное уравнение (14) при R f = 0 имеет 
лишь тривиальное решение. Но тогда в силу альтернативы Фредголь­
ма уравнение (14), а следовательно и уравнение (13) разрешимы при 
любой правой части. Это означает, что при /. = >.о существует резоль­
вента оператора —Ат/, определенная на всем гильбертовом простран­
стве А2(£л), т. е. что X = Хо является регулярной точкой оператора 
-\и. Полученное противоречие и доказывает теорему.

Институт математики и механики 
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Լւ՚|> (iGqlnuGrui<j<|itid օպեր։ս»ււրի ии|Ы|нг|| ւքւսսիհ

'tyl/nip Լ՚Հ| -p հ ան րլ /։ սան ում է Ո-Լափա նՒ Wtlbt ային ւուսրածուք) յան մ ե $ ղ ի տ վ ո ղ

— Ди ՜» ի սլե ր մ տ հ» и ի if ա լ օպերատորի որոշման տիրույթը!

!2/| րտղմակերպի ր սւ ղիտտրկենր Ти= Ди 4՜pLu + K.U օպերատորը/ որտերյ p^Q^-ն 
սսւձմ անափակ և քաոակուսով ինտեղրելի կոմպլեքս ֆունկցիա էք Լ - ր կամայական սահ» 
ւէանափակ ոչ ին րն ա հ ա մ ա լու ծ օպերատոր /, । իսկ /\~ն լ ի ո հատ է:

Աշխատան րում ապացուցվում է, որ ղրական կիսաաոանցրի Pn[np կետերը հանգիստ-

'եոլւք են / օպերատորի սպեկտրի կետեր, իոկ կոմպլեքս հարթ ու իք յան մնացած մասում 
սպեկտրի կե ոեր կարող են լինել միայն սեփական արմերներր, ո ր ոն ր չունեն սահմանա» 
յֆՆ կետեր ղրակսւն կ ի ս ա տ ո ան ց ր ի ց ղուրս1
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