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Н. X. Арутюнян, академик АН Армянской ССР, и М. М. Манукян

Пластическое кручение конического стержня 

(Представлено 30. IV. 19՜9)

Вопросу о пластическом кручении круглых стержней переменною 
диаметра посвящены работы Л. М. Качанова (1), В. В. Соколовского 
(2), где даны решения ряда задач при идеальной пластичности и сте- 
пенном условии упрочнения материала.

Однако экспериментальные исследования, выполненные за послед­
нее время, показывают, что для некоторых материалов, как, например, 
твердая хромоникелевая сталь (’), алюминиевый сплав (’) и др., связь 
между деформациями и напряжениями достаточно хорошо описывается 
зависимостью вида ?

т > 1 I (А)

где О—начальный модуль мгновенной деформации, а 3 и гл—параме­
тры, характеризующие степень отклонения кривых деформаций на­
пряжений (е, ~ з,) от линейного закона.

Очевидно, что если в зависимости (А) параметр 3 является ма­
лым, то она будет описывать кривые упрочнения материала со слабой 
нелинейностью.

Ниже рассматривается задача о пластическом кручении коническо­
го стержня с упрочнением материала, выраженным зависимостью А .

Задача сводится к решению нелинейного дифференциального 
уравнения эллиптического типа, содержащего параметр 3, решение 
которого дается в § 2.

§ 1. Постановка задачи. Пусть имеем круглый вал переменного 
диаметра, нижнее сечение которого закреплено, а верхнее испытывает 
действие момента .И-. Направим ось г циллиндрических координат г, 
О, 2 по оси стержня, а плоскость г — 0 совместим с нижним сечением 
стержня (верхнее сечение 2 = /).

Положим, как и в теории кручения круглых стержней перемен­
ного диаметра, что

аг = <31 = а. = т.г = 0 (1.1) 

9



и напряженное состояние определяется компонентами ъ* и т?в каса* 
гельного напряжения, не зависящими от 0.

Тогда уравнение равновесия в цилиндрических координатах при­
мет ви д

-- (г= т,։ ) + (г- г,Л = 0 (1.2
дг дг

и будет тождественно удовлетворено, если, как обычно, положить

_ 1 dU
л ’ г- dz

1 dU
г- дг

(1.3)

где функция напряжений U зависит только от г и Z.
Пусть, далее, (Г) —контур, ограничивающий односвязную область 

2 поперечного сечения, тогда
U/r = const, (l.-p

так как боковая поверхность стержня свободна от внешних усилий. 
На концевых поперечных сечениях стержня должно быть задано 

распределение касательных напряжений то.. Следовательно, здесь также 
известна функция напряжений

U (0, г) = U(/, г) = ?(/•). (1.5)
Однако этому условию для длинных стержней можно удовлетворить, 
пользуясь принципом Сен-Венана.

Из условий статической эквивалентности будем иметь

М; = 2֊у^гп-дг = 2-\и(г1, г)-и (0, г)|, (!.6)
о

где — радиус сечения вала.
Условия неразрывности деформаций в силу (1.1) примут вид

В общем случае уравнение, связывающее интенсивность дефор­
маций и интенсивность напряжений, можно написать в следующем 
виде:

Ч = (°/) V (1.8)
где

1 ,___________________________________
°' ~ уТ У + (», ֊ »/)’ + + 6 (tj, + + x’J.

В рассмотренном случае (1.9) примут вид
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(1.10)

Тогда можно принять

г> * V 11։ + «г» •

7Г» = Л (з,) т<9.
(1.11)

Внося эти выражения для компонентов деформаций в уравнение 
неразрывности (1.7) и принимая во внимание соотношение (1.3), по­
лучим

д 1 ди. д ’ —---------I------------------ ----------
дг г3 дг дг г3 дг*

(1.12)

(1.131

где

Таким образом, решение задачи пластического кручения круглых 
валов переменного диаметра приводится к решению дифференциаль­
ного уравнения типа Монжа-Ампера (1.12) с граничным условием 
(1.4|.

Положим, что Р(з/) имеет вид

^(М=֊+ ?/(»,). (1.14)
и

где О—модуль сдвига, р—параметр, а /(о,) удовлетворяет условиям 

/(<*/)> О, /'(а/)>0. (1.15)
Внося выражение Р^{) из (1.14) в (1.8), получим

где положено

Подставляя выражение Р(з<) из (1.14) в (1.12), получим
1 ди

I дг г3 дг
д 1 ди

дг г3 дг

(116)

(1.17)

(1.18)

1 д

Пусть /(а,) выражается через з, степенным законом вида

Тогда уравнение (1.18) примет следующий вид:
1 
в

+-г-£(£/) = О,

(1.19)

(120)
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где L (U}—дифференциальный опера.op вида

(1.21).

§2 . Решение дифференциального уравнения (120 
Пользуясь методом, развитым в работах С՛6). будем искать решение 
уравнения (1.20) в виде ряда

и (г, г)=^'0(г,2) +3^,(г, г) + ?2а,.г, г) (2.1)

Подставляя это выражение в уравнение (1.20) и приравнивая ко­
эффициенты при одинаковых степенях 3, получим

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где L (С\. Uo) дифференциальный оператор вида

dU^dJJ
dr dr

dUQ dU 
dz dz

<?Ц)| 
c,r I

d 
dz

dU^dU, , dUQdt\ 
dr dr dz dz

(2.5)

Таким образом, решение нелинейного дифференциального урав­
нения (1.20) сводится к решению некоторой совокупности линейных 
рекуррентных дифференциальных уравнений (2.2), (2.3), (2.4) •••, с 
условием

U = const. (2.6)
на боковой поверхности (г = г։) и на оси (г = 0) вала, причем

Mt = 2*[U{r„ z)- U(0,z)l, (2.7)
где /| радиус сечения вала. Здесь можно принять, что на боковой 
поверхности вала U (г։, z) = 0.

Займемся решением этих уравнений.
Уравнением (2.2), которое можно переписать в виде
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^4 = 0
дг2 г дг ' Од2 (2.8)

и условиями (2.6) 
Аналогичным

и (2.7) полностью определяется функция 6/0(г, г), 
образом уравнения (2.3), (2.4) и др. соответственно

можно переписать в виде
д֊Цх _ 3 дС\ </2Ц =____ 1. £
дг2 г дг ' дг2 О'"՜1

д-и., 
ев

дг2
з_аи2 ։ д֊а, 
г дг ■ дг2 
V

и.)г‘
6т~\

2.9)

(2.10)

и т. д., 
где функция А । О'0) в (2.9) является известной функцией, она опре­
деляется при помощи решения уравнения (2.8), а функция (£70 47,) 
в выражении (2. Ю) будет известной после решения уравнения (2.9).

Таким образом, значения (70, Ц. и.,... будут определены после­
довательно указанным способом.

В качестве приложения рассмотрим задачу о пластическом кру­
чении конического стержня с упрочнением материала, определяемого 
зависимостью (Л).

§ 3. Кручение круглого конического стержня. Рас­
смотрим задачу о кручении круглого конического стержня с углом 
конусности 7. Направим ось х цилиндрических координат г, 0, х по 
оси конического стержня, а центр координат совместим с вершиной 
конуса.

В этом случае функция напряжений и зависит от г, х. Функцию 
и (г, г) представим в виде (2.1). Для определения ио(г,х) нужно 
решить уравнение (2.8) с условием (2.7). Решение будет (7):

где

3.1)

13.2)

■'И,—величина крутящего момента.
Теперь перейдем к нахождению второго приближения. Для этого 

подставим выражение С/0(г, х) из (3.1) в (2.9). Тогда дифференциаль­
ное уравнение (2.9; примет следующий вид:
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Если решение однородного уравнения (3.3) обозначить через 
г), то будем иметь

(Л (Г, г) = О (3.5)

где £)—постоянная интегрирования.
Остается определить частное решение уравнения 3.3). Для этого 

удобно из цилиндрических координат перейти к сферическим коорди­
натам.

Если положить

г = р51п0, г = рсозО,

то уравнение (3.3) примет следующий вид:

д2Ц 2 дС\ 3 4 ,дих , 1 и созват^'б-- 1------------ *-------с|а0  1 -]---------- —I = ---------------
о*Р2 р др р2 ՝ дО рг дЬ2 рЭт 1
Примем

их (р, (I; = р-З ("» - Оф

(3.6)

(3.7)

(3.8)

где Ф (9)—новая неизвестная функция.
Тогда (3.7) примет вид:

Ф"(9) — Зс^ОФ' (0) 9/Л1 (т - 1)Ф(0) = ^соб^Щ'" (3.9)
Наконец, принимая

ф ('») = ?(։). (3.10)

где ; = сояО, уравнение (3.9) приведем к виду
• т >1

';2-1)?*(*)-2$?'(с)-9/п(м- ))ср(;)=֊^;(1-;2) 2 . (3.11)
Рассмотрим тот случай, когда /и—нечетное число. Если обозна­

чить т ■— 2к 4֊ 1, где к—целое число (к > 0), то частное решение диф­
ференциального уравнения (3.11) можно представить в форме

ч + 1
»(£)= £<>а+йя+1. (3.12)

I - 0
Здесь коэффициенты а1, а3, ••• <т2*. х3 определяются следующими ре­
куррентными формулами

[2 (2Л + 3) к — 94’ (2/г 4֊ 1)| я2*+3 ֊} £2й + 1 (—] )*֊н = о, (3.13) 

12(2/4 !)(/֊ 1)-9*(2*4- !)|а2/+14-

4- (—1)' Сл_ц = 2(/+1)(2/4֊3)а2,+з,

(/ = 0,1,2, ... п},
где

= г 1^ + 1 -(/-1)| 
1.2.3-../ (3.14)
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В цилиндрических координатах частное решение (3.3) будет

(Հ{ր,2) (3.15

а общее решение
и, (г. г) = и! (г, г) + էՀ(ր, г) =

(3.16)

Если ограничиваться первыми двумя приближениями, то решение 
основного дифференциального у равнения Монжа-Ампера (1.20) можно 
представить в следующем виде:

Ս(г, г} = (Д 4-^9)

(3.17

Остается в выражении (3.17) определить значение постоянной 
интегрирования И.

Подставляя значения 6’(г, а/ и и(г, 0) из (3.17) в (2.17), найдем

1СО5Лг|
СО56* 7

(3.18)

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ն- Խ. ւԱՐՈՒՓՅՈՒՆՅԱՆ ԷՎ Մ Մ- ՄԱՆՈՒԿՅԱՆԿււհաձև <ւււէ||ւ սյ[ւււս»>|ւ1|ւսկէսհ •>[ււրւււլքյլ
ՓոփոխակաՆ արամա 7?*^ ու՜նեք ղ կլոր ձողերի պլաստիկական ոլորման իրնղրիՆ 4՜1ր 

է* Խաչանաք ի ('} և Վ. Վ. Սոկոլովսկու. լ) ա«ի» ատանքն եր ր է որտեղ արկում *Ն յի չարք, խնղիրՆԼրք, լուծոԼ-մր իղիա՚ական պլա ս տ ի կո» իէ յան և նյութի ամրապնղման 
աստիճանային օրենքի պայմաններու՜մ։

մ ամանակներս կաաարէ/ա^ կրապերիմենաալ » Լ ա ա ղ ո ա ո է /Տ յ ո ւնն ե ր ր 
^ույլյ եև աալիս, Որ մի քանի նյոէ^երի համար, ինչպես օրինակ, քոր ո մ ոն ի կե լա յին մե^ 
^աղի (*)է ալյո^մ ինա յին ձուլ^ա^քի (*) ե այլն, յարո^մնե ր ի և ղ ե ֆ Ո ր մ ա ց ի ան ե ր ի միհև 
կապն ա րաա ՚ այսւվում ('



սւԼոք n >[ , որաեդ (j ակնթարթային դ h ֆ ո ր մ ա tj ի ա յ ի մոդուլն էք ֆ ե ГЦ —պար ամե ար հր հն ,
որոնք բնորոշում են դ ձ ֆ л ր մ ա у ի ա յ ի և լարումնևր ի կորԼրի շհդմտն սաաիճանր դծային
Որ Լն ր ի tj I

11,կ'1՚^սյյտ Լէ որ եթե (A) ա ոն * ո ւ թյան մ /. у 5 պ ա ր ամետրո '[''ТС է* ապա Նա կՆկա

րԱքդրի նյուքքքւ ամ րապն դ ման կորԼրր PnLJ[ դծայնության դեպքում։
՝1,երկա աշթտտութ յան մեք քննարկվում Լ կոնաձե ձողի պլասա ի կսւ կան ոլորման 

/մերլիրր ( ր*1 առնչուիյաւ/ր արտահայտվող Նյոէթի ամրապնդման պա յ մ ա՛հն ե ր ո ւ մ է
քննարկվող խնդրի լուծումը քերվում է Էլի պտակ ան տիպի ոչ ղձային դի ֆերեն~ 

tj ի ա լ հավասար մանր է որի լուծման համար о դտ ա ղ ո ր ծ վ ո ւմ է (**՝՝) այյսւսւոուիյոլննե ր մեձ 
* nt ր ա ղ ր վ ա Л մ ե քմ ո դ ր*
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