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Кручение составного вала переменного диаметра

(Представлено И. X. Ар\Т1Снином 22 IV 195К։

В работе рассматривается задача о кручении вала переменною 
круглого сечения, составленного из различных материалов, спаянных 
по боковым поверхностям.

Рассмотрена также задача о кручении вала переменною сечения 
гонким усиливающим покрытием в приближенной постановке.

I Пусть тело вращения состоит из различных материалов, рас­
положенных симметрично относительно оси вращения. Осевое сечение 
такого тела будет постоянным фиг. 1՝. Область осевого сечения рас-

Фиг. I

■ ч,11 риваемого тела, которое в дальнейшем будем называп. со рав­
ным валом переменного сечения, состоит из нескольких областей. 
Ц, О։....  соответствующих различным материалам, из которых со
'тавлен нал.

Отнесем составной вал переменного сечения к цилиндрит кой 
истеме координат г, ср, г. направляя ось ~ по оси вала.

Если составной вал переменного сечения подвергнуть только 
иммегрично распределенным относительно осп вращения скручиваю­

щим внешним усилиям, то компоненты упругого перемещения по на­
правлениям осей г и з. как и в случае однородного вала ('к будут 
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равны нулю, а перемещение ио направлению координатной линии 
не будет зависеть от этой координаты <р.

Обозначим через г* (г,֊) упругое перемещение в облает»՛ 
ЛД (/— 1, 2,...). Тогда для деформаций и напряжений в соответствую 
щих областях I). будем иметь

где (!, модуль сдвига материала в области О,. Остальные компо­
ненты тензоров напряжений и деформаций равны нулю. Для упроще­
ния записи индекс » при напряжениях и деформациях н дальнейшем 
будет опущен.

Уравнение упругого равновесия бесконечно малого элемента ма­
териала, соответствующего области П,. в цилиндрических координа­
тах будет (')

Уравнение (2) можно представить в следующей более удобной форме

(3՛

Уравнение (3) будет удовлетворено, если напряжения и т։, буду» 
представлены через одну функцию Ф(г, г), называемую функцией на­
пряжения. в форме

1 г- = 1 ?Ф2 (Л
' г* д~ г г2 дг

Здесь через Ф, обозначена функция Ф в области 2?/.
Дифференцируя первое из соотношений (4) по г, второе по г и 

сопоставляя полученные результаты, находим

0: дг (5՝

Подставляя выражения т' и т‘. из (4) в уравнение (5), получаем 
шфференциальное уравнение, которому должна удовлетворят», функ­
ция напряжений Ф(г. г) в каждой из областей Р,

3 д*Ф,
дг* г дг д?г Ф)

Обозначая напряжения, действующие на поверхности составною 
нала через р(х|. где х длина дуги контура осевого сечения, отсчиты
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наемая от произвольно выбранной на контуре точки. будем иметь
контурное условие

ТЛСО8 (г, V) 4֊ тгС05 (г, ՝,) = тг/ I- = О, и I
, (е * внешняя нормаль к контуру, а / и т ее направляющие ко-
синусы

с1г-֊г-, т с1г
(8)

На основании (7) и'(8) получаем 
ыя функции Ф(:

следующее контурное условие

ФЛ'՜, 5) =
Л- 

/>

- I Гъ р (5)Ф8 |֊<?о-
• / о

<9

Перейдем теперь к определению условий, которым должна удов­
летворять функция напряжений Ф на линиях раздела областей 
/Л и О/.

Из условия равновесия бесконечно малого элемента поверхности 
раздела следует, что проекция касательного напряжения па нормаль 
V к линии раздела Ь,, должна быть непрерывной на

т' / -) = х‘1 р х'т. (10Г Лг '
Здесь / и т направляющие косинусы нормали > 
которые через ее координаты г и г выражаются 

Внося (4) и (8) в условие (10), находим

к линии раздела 
формулами (8\

или

<?Ф/ 
дз

Ф, - Ф?■ = Си на ьу (111

= о на £/у

На основании непрерывности граничного условия (У) постоянная 
будет разна нулю, если линия раздела пересекается с контуром 

В случае, когда линия раздела целиком лежит внутри контура 
/.0, функция Ф в области, ограниченной £,у, будет определяться с точ­
ностью до постоянно ! с,/, которая, согласно (4), не влияет на величины 
напряжений. Поэтому все постоянные Сц могут быть приняты равны­
ми нулю.

Принимая, что на поверхностях раздела имеем полное слипание, 
используем непрерывность перемещения V на Ьц\

На основании соотношений (1) и (4) имеем
1 <?Ф/ 0У1 _ У.

01 г* дг ~ дг г *
(12)

1
дг дг
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Умножая первое из соотношении (12) на
(18

а второе — па //с
(1$ и

складывая полученные результаты, будем иметь:

1 оФ, ду1 ^,__с1г_
6/ г֊ ‘ с)у “ дя г (18 ' '1Я

где у — внешняя нормаль к линии раздела Л/у.
Принимая во внимание непрерывность перемещения V на линии 

£.7, на основании (13), получаем второе условие, которому должна 
удовлетворять функция напряжения Ф г, г) на Ку

_1_ д*1.
О, д՝) О, д')

На основании симметричности рассматриваемой задачи относи- 
гельно оси вала, функцию Ф можно определить только для одной по­
ловины области осевого сечения вала, ограниченной осью г и частью 
контура £0. На оси сплошного вала напряжения равны нулю. Поэтому, 
согласно (4՝, производные функции Ф как по г, так и по г при г = 0 
должны равняться нулю, т. е. функция Ф на оси г должна быть по­
стоянной

Ф .= с при г — 0. (15)
Таким образом, при симметричном кручении составного круглого 

вала переменного сечения функция напряжения Ф(г, г) в каждой из 
областей /Д осевого сечения вала должна удовлетворять уравнению 
1б), контурному условию (9), условию (15) на оси г и условиям (11), 
(14) на линиях раздела £^. I

В случае полого вала на внутренней поверхности должно вы­
полняться условие (9), где //($) будет скручивающее внешнее уси­
лие, действующее на этой поверхности.

2. Рассмотрим теперь случай, когда внешняя область осевого 
сечения вата соответствует тонкому усиливающему покрытию. Д1я 
упрощения задачи определения функции напряжений Ф в двух об­
ластях воспользуемся тогносгыо усиливающего покрытия, т. е. ма­
лое; ью толщины покрытия по сравнению с поперечными размерами 
вала. •’* 1

Области осевого сечения вала, соответствующие покрытию и ос­
новному материалу, обозначим через £)։ и £)2, их линию раздела- 
через/.։. Постоянную толщину покрытия обозначим через 8.

Для области И1։ которая будет иметь форму криволинейной по­
лосы, введем местную систему координат 5 и «, где 5 будет длина 
дуги линии раздела, отсчитываемая от ее левого конца, а //—расстоя­
ние точки до линии раздела по ее нормали.

На основании малости 8 можно положить, что функция напря­
жения Ф ($,//) в области /Э։ ог координаты п зависит линейно:

ф։ (5, п) = А (8)п 4- Н (5).
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1.

Фиг. 2.

Используя контурное условие (9) и услови <11; и 114 на „и- 
нни раздела будем иметь: 

Л ьէ 
Д (տ) о 4֊ В (տ । ' (16

о

В (տ) Фо (г. z . i- Д (s) ?. . (17)
G. f/շ бп

Исключая и:, cooiношений 16) и (171 функции Д (s и /?(s), на-
ходим

Ф й Օյ ԺՓ
G'o дп о

о

Здесь индекс при функции Ф опушен на основании предположения, 
что основной материал вала однороден.

Таким образом, задача кручениз круглого вала переменного 
диаметра с тонким усиливающим покрытием в ее приближенной по­
становке свелась к топ же задаче для однородного вала с несколько 
измененным контурным условием (18).

Институт математики и механики 
Акодечин наук Армянской ССР

Կ U 2ՈԲ1!ՆՅ՚.1Ն
Փոփււ|ււա1|սւհ шрапГшдЛпЦ |'ш:| աւյր ւս:լ [puhit|> tipipifuiG խհւ)իթ|ւ

7’Д աարկ у n t.tf Լ /քուրքն tuյին if Ш կ Լ fl ևոէ յթներով Ւ Г ա է1 ղող if ած և աՈանւյք>1ւЬ կա iff էք tu ,f ft It ի ,f Լ 1Որ ի ff ղ iu шп վ ո ր if ած տարրեր bj nt ք՚1 ե ft ft tf րտւքկաւքած վւո tft ո քսական սէրամա֊ */о У կ f n ր քքւսեոքւ ո f որ if ան /»/ 7/ if Д ր ր , ե ր ff արա ար ք>Ն ու ժեft ft 1 ա 'll if է и ան ու.tf են ք քւи ե ո fi 

*utt ան էքր fi ն Ifuimif ա tf ft ո ft if ե ա ft ft կ if ա ս ա if ո ր if ած ե նրա մ ա կե ր և ու յ fJ քւ ifր ա If ft ր ա ո if ա ծ ոքո- 
B ո tf ճ քւ րք ե ր այնպես» որ ոլորվող րաղաղրյալ ք քւ ս ե ո ft էյանէքացած կեւոքւ աոաձէքական սւեղա 
փո futtt ք,)/nil'llր քքւնքւ ա ղղահա յա tf utJrf կետով ե լքէսեոքէ աււանրքրով անցնող հ ա ր fJ ո t թ յ ա ե ր է 
ք»սկ աոանէք րքւն ու.ղղահայաքք և նրա վրա կենտրոն ու.նեէքող շր Հանա ղծ ft վրա ղասավորված 
կետեր ր ստանան միևնույն in ե ղա ji ո քս tt ւ. [J քո ւնն ե ր ր 1
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1!Ննարկվող 1ս1,111,11 լսւծու մր ր ե ր »/ и *. մ Հ Ւ ( / ւ 2 / րսրոէմՆհրի ֆունկցիայի որոԼ 
թերի համապէստա սխանէէղ աի

»աՆ չյււլր ում սլ ե տ ր է բավարարի (0) հավասարմանը. (*.)) ԼղրայիՀ 
Ոէ (ЛЦ "(Ш յմ աննե քէ ին տիրույթների ր ա ւ/ան մ ւսն I, ղծերի վրա։

Լ նաե այն ղեսլրր. երր էի ո ւի է» թա էէէս^է »>9 ր ա •( ւս ղ Л ո վ կքոր չ1ւսէ1Ո.ն ա ՝էւ ք,

и ւ »/ Л քյա քյն ո րք րարակ ծածկույթ: О ւրո ւս у ո ր ծ ե ք ր» վ 
ծածկույթ ի հաստոէ թ յւսՆ փ ո ր и ու թյ՝սն »у »м յ ւք ան ր է9

ք>քյէէւԱսհրէ րւէւղրր у ր у ա Ո րր ււյ ար у ք, у у ո ւ ւէ այս ր/I ипипп քէ որ у «• ր ա и ո 1 и Լ րար*Ա!ք <'ա<> 

կոէ յթին համ ապաաասթաՆոքյ ա ч ան у ր ա յ ի ե հ ա ւո <ք ւս ծ ի աիրու յթոէ»ք у ա ր ո ր #/ հ А ր ի ֆու '•'тЬ и» յ^ք 
որոնման Հարցը! Այսսլիսով, ու.ժևցացնոց ր սրակ ծածկույթով թէսեքւի ոլորման թնցիրր 
մխսյն քարորմների Ւ (Г. X) ֆունկցիան (&) պսէյմանի փ ո /ո ա ր են պետր I րավտր'»րի ( 1Հ> 
/•• ա ո ր I, ղ ր էս յի 7/ սլ այ ման ի 7ւ :
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