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МАТЕМАТИКА

А. II. Тамадян

Об одной теореме М. В. Келдыша

Пусть h(z)>0—ограниченная функция в произвольной конеч­
ной односвязнон области D, расположенной в плоскости z.

Отнесем к классу H..(h, D) все аналитические в Г) функции f(z), 
для которых существует интеграл

Ц h(z) |f(z)|a dxdy. 
р

Если для произвольной функции f(z) г:H։(h, D)

lim inf \ h(z)|f(z) Pn (z)'i dxdy — О, 
Ո-» JPn (z)}

где JPnfz)} всевозможные полиномы, степени которых не выше 
п, то говорим, что система полиномов полна в области 1) при ве­
се h(z).

Мы будем говорить, что функция h(z) удовлетворяет условию 
Л, если при весе h[z(w)J (где z = z(w) конформно отображает круг 
'.w|<l на D) система полиномов полна в единичном круге.

М. В. Келдыш доказал 11), что:
Если весовая функция h(z) удовлетворяет условию и неравен­

ству 

litn inf _
<1 >0

'g'gle ii) 

lg d(z>

где d(z) расстояние точки z do границы D, то система полино- 
мов полни в области D при весе li(z).

В настоящей работе сформулированная теорема уточняется и 
доказывается иным методом.

Известно, что вопрос о полноте в классе функций, аналитиче­
ских в D и интегрируемых с квадратом модуля при весе li(z), ко­
торый удовлетворяет условию Л, сводится к полноте специальной 
счетной системы функций.
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Это следует из леммы:
Лемма I [1]. Если вес Ikz) удовлетворяет условию А и при лю­

бом т>0 для функции [w(z)Jro w'(z), где w=w(z)—-функция, отобра­
жающая L) на круг |w|<], выполняются условия

inf U h(z) J[w(z)]mw'(z)—P(z)|2 (lxdy=0, 
’б

то система полиномов полна в области D при весе Ь(г\
Методом вывода иолюсов, впервые примененным М. В. Келды­

шем к вопросам полноты, можно установить следующее:
Лемма 2. Пусть D произвольная область, расположенная в 

круге |z|<R, точка С находится вне D, причем эту точку можно 
сеодинить с окружностью }/\=2^-~-\,спрамляемой кривой длины I 
так, что ^-^окрестность этой кривой расположена вне D. Пусть

Рп<, (-----г- полином от-----=■ степени
\ z՜՜^ / Z-i,

области |г- ^|>о равен М„.
Для любого целого п существует

пл, максимум которого в 

полином Pn.:(z) с теп ни п,
такой, что 

(!)

СЛ

где постоянные с։ и с3 не зависят от I и 3.
Обозначим через D* множество тех точек D, расстояние кото­

рых до границы Г области D больше 23.
Для каждого положительного числа о (8>0) множество D.-, при­

надлежит D и состоит из конечного числа замкнутых жордановых 
областей, ограниченных спрямляемыми кривыми. Границу Г).-, обоз­
начим через I՝ .

Пусть ъ Г; и L;.. та компонента Ռ . которой принадлежит точ­
ка

Покажем, что существует жорданова спрямляемая кривая
D . соединяющая Հ с окружностью z| = 2R I, такая, что

длина S.;.i , (3) 

где >ДЗ)>0 стремится к нулю, когда о -0, причем 5 -окрестность 
этой линии расположена вне Ih.

Действительно, обозначим через Հ, ту точку или одну из 
тех се точек է, для которых Reel է достигает своего максимума. Из 
точки Հ, проведем луч, параллельный оси ох и направленный в 
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сторону возрастания х. Пусть Հ'։ — ближайшая к точка пересечения 
этого луча с Г-? Լ:,$—та компонента Г. , которой принадлежит Հ'։, 

Д —та точка Լ.:„$ или одна из тех ее точек, для которых Reel է до­
стигает своего максимума на компоненте Повторяя конечное 
число раз эти рассуждения, мы можем соединить любую точку 
֊ ~ Г,- с помощью конечного числа дуг, принадлежащих Г и отрезков

= 1 . (к = 1,2..... р) параллельных оси ох, е окружностью
•z| = 2R4-l.

Обозначим через Տ-.л , жорданову спрямляемую кривую, состав­
ленную таким образом из той части Цк $ кривой которая рас­
положена между точками С'ж. , чк. и из отрезков Аи.с, параллель­
ных оси ох (к==1,2.... р):

Р Р
5^«У լ* 4- У -ib-.o.

к=1 р-1

Очевидно, что о—окрестность кривой Տ-.Հ расположена вне Di. 
Для оценки длины Տա заметим, что

Р Р
длина дл. լ.*5 -и V* дл.

к=1 к =I

Р
ГДС У Дл. |Հհ < дл.Г.

к=1

Р
<1 дл. AK.,<2(2R Ւ 1).

к-1

ПустьՀ-любая точка Г?.. Из определения Г следует, что су­
ществует окружность |z — гД =о (z: £ D), проходящая через Հ и со­
прикасающаяся с Г в точке С*, такая, что круг z—z; ]<6 не со­
держит точек Г. и Г. Легко видеть, что для разных точек , Sj СП 
интервалы (м, Հ* ) и G-. С?. ) не пересекаются, поэтому, так как 
все круги |z—z:|<5 расположены в области D—D.., то

6. дл.Г? ==$площ. (D -Da), г. е. длина =-՝.

где тДЗ) = площ. (D — D> )-* 0 при 0.

Теорема. Если весовая функция h(z) определена в произволь­
ной конечной и односвязной области D, удовлетворяет условию А 
и неравенству
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lim inf (d(z)]2 
d-0

где d(z)—расстояние точки z до границы, D, то система полиномов 
полна в области D при весе h(z).

Доказательство. Пусть область D расположена BKpyre|zJ<R. 
Если w = w(z) отображает D на круг |w|<1, то в силу леммы 1 для 
доказательства теоремы достаточно доказать весовую полноту си­
стемы полиномов относительно функции вида f(z) = [w(z)]ra w'(z) 
(m.= 0, 1, 2...Л.

Оценим модуль функции ((г). Представляя |f(z)]։ в виде инте­
грала Коши по окружности радиуса о с центром Г

Ղր.

или 
2«

|ЦСЦ»=й 4г \ 1ք(տ + 3՚-՚91= d?: 

О

умножая на rdr и интегрируя от 0 до 6. имеем 
ծ 2п

|ք(Հ)1’շ ^27 f f րմրմ’- 

о о
Отсюда

|ք(տ)ւ<ջ при г,..։ (4)

Покажем теперь, что можно найти полиномы Pn(z) так, чтобы 
интеграл

ք f h(zH(z; - Р„ (г),’ dxdy = [ ( h(z)|f(z) P„ (z)։= dxdy +
О Ы

4- h(z)|i(z)---Pi։ (z)|2 dxdy
D—Da

стремился к нулю при n->oo.
Действительно, часть интеграла, распространенную на D,>, оце­

ним, используя интеграл Коши.
Применим лемму 2 к области Dr... , получаемой удалением из 

круга |z| < R 5 окрестности кривой Տ-„ճ . Очевидно 0՝ aD#.
Согласно лемме 2 существует полипом Р1։,; (z), удовлетворяю­

щий, в силу (I), (2) и (3). неравенствам:
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(I*)

(2*)

Очевидно, что интеграл

Pn(z)=^i [н;)РпЛ) а;
Ղ.

представляет полином относительно ւ степени п. Составам разность 
f(z) — Рп (z) при любом Z ք՜ Ьг:

|f(z)֊Pn (zjl = շՋ-ք^֊ շՏրք

1 1_
№1 max ; _ г 

ՎՂ. 
•€Гг

P„,:(z) . дл. I\

Из неравенств (J), (3) и (4) имеем:

|i(z)֊ Pn (z)| <— * — ^ехр | — е & ) ' £

или

max | i(*)֊֊Pn (z)| < |ехр [-е ՜՜?? 1

4D* I \ 7
где Հ- произвольное положительное число.

Отсюда следует, что 

| j h(z)|Uz) — Р„ (z)|’- dxdy< exp h(z)dxdy

стремится к нулю при n -- тс.
Часть интеграла, распространенную на I) D,. можно оценить 

используя неравенство Минковского:

[ ( h(z)|f(z) — Pn (z)|3 dxdy j Y ի j h(z)|f(z)|’J dxdy j՜ +

D-Di D-Di

j (’ I' h(z)|PQ (z)P dxdy j

D ■ Di
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В силу интегрируемости h(z)|f(z)|’ ио площади D первый член в 
правой части этого неравенства стремится к нулю при о > 0.

С другой стороны, так как расстояние любой точки [) — D до 
границы D не превосходит 25, из условий доказываемой теоремы 
следует, что существуют А>0 и s0>C так, что

։h(z)<Aexp ( е

Второй же член оцениваем с помощью неравенства (3)

• — —
( lh(z)|Pn (z)[2 dxdy < A exp ( ժ՜) • exp (c ՚՜) площадь D.

մ-Նձ

Так как րՀ5) — 0 при 5 - 0, то

exp (—е?/) • ехр(е<'7)-»0 при 3-0. Отсюда

lini Ц h(z)|Pn (z)|։ dxdy = 0.
г .0 D-Ш 

т. e.
lim j h(z) |f(z) — P„ (z)1,3 dxdy = 0.
П-..Х ‘ b

Таким образом теорема доказана полностью.

Сектор математика и механики 
АН Армянской ССР Поступило 13 ХИ 195?.
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АСТРОФИЗИКА

Л. В. Мирзоян

Об атмосферной экстинкции

Ослабление света небесного светила земной атмосферой обус­
ловлено процессами рассеяния и поглощения со стороны частиц раз­
личного рода на пути луча. Величина ослабления света (экстинкция) 
изменяется в зависимости от высоты места наблюдения над уровнем 
моря, а для данного места от зенитного расстояния светила. Ко­
личество теряемого в земной атмосфере света достигает значитель­
ной величины и возрастает при переходе к коротким длинам волн.

Учет ослабления света небесных светил земной атмосферой 
имеет большое значение при всевозможных астрофизических иссле­
дованиях. Только освобождая результаты фотометрических наблю­
дений небесных светил от влияния земной атмосферы можно срав­
нивать их между собой или с лабораторными источниками света.

Однако в работах по спектрофотометрии и колориметрии звезд 
атмосферная экстинкция рассматривается как неизбежный элемент 
редукции, чем в значительной мере ограничивается изучение этого 
явления, представляющего самостоятельный интерес. Знание закона 
изменения атмосферной экстинкции с длиной волны может дать воз­
можность изучения свойств частиц земной атмосферы, обуславли­
вающих экстинкцию.

Среди многочисленных работ по атмосферно!; экстинкции сле­
дует указать работы В. Г. Фесенкова [1| и Вемпе (2|.

В первой из них, посвященной рассмотрению оптических свойств 
земной атмосферы, в связи с настоящей статьей представляет 
интерес полученное выражение оптической толщины атмосферы по 
наблюдениям выполненным в Алма-Ата: — ал ' -г Ьл՜ 1 где значе­
ние п заключается между I и 2, а и b постоянные, а л—длина волны. 
Первая составляющая (релеевская), по мнению Фесенкова, обуслов­
лена только сухим воздухом, а вторая —водяными парами и аэро­
золями.

В работе Вемпе проведено систематическое исследование за­
висимости величины экстинкции от длины волны на основе спектро­
фотометрических измерений этой величины при различных состояниях 
атмосферы в Иене (jena). Показано, что кроме рглесвского состав­
ляющего в выражение оптической толщины входит составляющая 
Const X՜*  (а=1,5), обусловленная водяными парами. Необходимо за-
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метить, что согласно многочисленным исследованиям устойчивость 
пмосферных условии встречается в крайне редких случаях.

В фотографической и визуальной области спектра практиче­
ское отсутствие линий поглощения, образованных газами земной 
атмосферы (теллурические линии), свидетельствует о том, что и этой 
области основным механизмом ослабления света в земной атмосфе­
ре является рассеяние (поглощение твердыми частицами незначитель­
но и им можно пренебречь).

Земная атмосфера представляет собой неоднородную оптиче­
скую среду и закон Релея для нее не соблюдается. Кроме релеев- 
ского рассеяния в этом случае надо учесть рассеяние мелкими и 
крупными частицами земной атмосферы.

В первом приближении оптическая толщина атмосферы
ОО

“.• = ( к, ds (к,.. — коэффициент ослабления, изменяющийся с длиной 
о

волны, a ds-элемент высоты слоя земной атмосферы)может быть 
задана [3] формулой:

Հհ — «А՜4 4֊ 1)А ' ' -|-С. (1)
Первый член справа соответствует чисто релеевскому рассея­

нию (случай очень мелких диэлектрических частиц), второ)) член— 
рассеянию мелкими частицами*  а третий член—рассеянию крупными 
частицами с диаметром значительно превышающим л (нейтраль­
ное рассеяние).

Цель настоящей статьи—исследование зависимости ~ от а на 
основе наблюдательных данных об оптической толщине земной ат­
мосферы на больших высотах над уровнем моря.

Для этого использованы значения коэффициентов прозрачности 
для трех станций на различных высотах над уровнем моря: Маунт- 
Вильсон (1780 .м), Арагац (320;.) .«), и Маунт-Унтней (4420 м).

Как известно, коэффициент прозрачности земной атмосферы 
называется выражение р> — е՜ '>■ , где Հ, —оптическая толщина ат­
мосферы при прохождении луча нормально к слоям.

Коэффициенты прозрачности земной атмосферы для Арагаца 
были определены автором (4] спектрофотометрическим способом, 
а для двух других станций использованы болометрические оп­
ределения Аббота (5|. Определения Аббота по методике наблюде­
ний считаются наиболее однородными.

На фиг. 1 представлена зависимость 1g р, от а 1 для всех стан­
ций. Прямые представляют решения точек способом наименьших 
квадратов (для Арагаца учтены веса определений р, ).

Рассмотрение фиг. 1 позволяет сделать следующие выводы:
1. Прозрачность земной атмосферы быстро возрастает с увели- 
* ճ(ձ)—{азисн! от соотношения между радиусом частицы и длиной волны 
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чением длины волны, причем тем быстрее, чем меньше высота 
станции, т. с. чем больше воздушная масса на пути луча.

2. Для всех трех станций зависимость 1g р>. от л ' в первом 
приближении прямолинейная (но крайней мере для области л=3200-- 
7000 Л), однако, в отличие от случая чисто релеевского рассеяния, 
прямые не проходят через начало координат.

3. Смещение прямых по оси ординат убывает при увеличении 
высоты станции вад уровнем моря, однако, лаже на высоте -1400 .и 
оно нс равно нулю.

Таким образом, наблюдательные данные показывают, что в 
формуле (1) можно пренебречь вторым членом в правой части. А это 
означает, что в земной атмосфере в рассмотриваемых случаях в пер­
вом приближении мы имеем дело с комбинацией рассеяний релеевского 
и крупными нейтрально-рассеивающими частицами. Следовательно, 
согласно наблюдательным данным, на больших высотах над уровнем 
моря водяные пары не играют существенной роли в ослаблении 
света земной атмосферой. Иначе говоря, количество водяных паров 
на таких высотах практически ничтожно мало, что нельзя сказать 
в случае малых высот (Фесенков, Вемпе).

Так как tx 1g рх, то формула (I) напишется в виде
I Та==<гг-«4-с. (2)

По смещениям прямых по оси ординат (фиг. I) можно вычис­
лить с—нейтральную часть ослабления света вследствие его рассеяния 
крупными нейтрально-рассеивающими частицами. В таблице 1 при­
ведены полученные таким образом значения постоянной с.
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Таблица 1

Станция lgpx (X-0) с

Маунт-Вильсон -0,022 0,051

Драган -0,016 0,037

Мауит-Уитисн -0,010 0,023

Формулу (2) можно использовать для 
u земной атмосферы.

вычисления числа атомов

Согласно теории [5] коэффициент а при л 4 в этой формуле

~’(пп֊1)= шв*
откуда

где В и В,, —атмосферное давление на месте наблюдения и па уровне 
моря, И —высота однородной атмосферы при О'С и 760.и.и*,  N„—число 
молекул в с.чЛ атмосферы,а и,- коэффициент преломления атмосферы.

* Ни многим определениям Н-=8

Постоянная а в формуле (2) есть угловой коэффициент прямой 
зависимости т, от д ' и легко определяется, если известны т>. и с.
Коэффициент преломления п0 зависит как от длины волны и темпе- 
ратуры, так и о։ атмосферного давления В, но для него взято сред­
нее значение: п0- 1=0,001)2918, соответствующее липни Г) -натрия 
/а-=5893А) при О С и 760 мм [6].

Определенные но формуле (3) значения No приведены в табли­
це 2. Они находятся в хорошем согласии с результатами Кинга [5]

Таблица 2

Станция а. КГ16 В *
Во ^ւօ’տ N.

Маунт-Вильсон 0,00724 0,809 111,74 2,5’2X10”

Арагац 0,00567 0,678 КП ,65 2,29X10’՞

Маунг'.Уитней 0,00584 0,580 99,32 2,24ХЮ”

(для Мау пт-Вильсона 2,28X10՝*.  а для Маунт-Хитнеи — 2,2бХ 10՜'՜՝). Вы­
численные значения \!„ находятся в удовлетворительном согласии 
также с лабораторными определениями Милликена [5]: 2,614> 10Հ 
хотя численно все они меньше лабораторного значения.

В этой связи следует отметить, что согласно исследованию Фоу- 
ля |5], учет роли водяных паров в процессах рассеяния в атмосфе­
ре (для них справедлив закон Const, л՜2) заметно увеличивает чи­
сло X,. Так, например, для Маунт-Вильсона вместо Хи«=2,28X10”
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:о Книгу, после поправки на влажность воздуха. Фоуль получил 
•J 10,02»Х iO^—h отличном согласии с лабораторными определе­
ниями Милликена. fcciecTBeHHO, что эта поправка тем больше, чем 
.меньше высота станции над уровнем моря.

В заключение следует указать, чти полученные результаты яв­
ляются средними за 1ч>. ниями соответствующих величин для ясных 
дней, так к п< нсполпл-щаны средние значения коэффициентов про­
зрачности земной атмосферы, определенные из наблюдений в ясные 
дни. В общем же случае эти коэффициенты заметно изменяются 
даже в течение одного дня.

Бюрахавскаа астрофизическая
обсерватория АН Армянской ССР Поступило 3 XII 1952
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АСТРОФИЗИКА

Г. А. Гурзадян

Об устойчивости формы выброшенных газовых 
оболочек звезд

§. 1 Постановка проблемы
Имеется целый класс звезд, с поверхности которых происхо­

дит истечение газовой материи. В некоторых случаях истечение 
имеет импульсивный характер: под влиянием сил, действующих 
практически мгновенно, некоторое количество массы выбрасывается 
из звезды. В этом случае получается расширяющаяся газовая обо­
лочка. Иногда первоначальный выброс сопровождается дальнейшим 
истечением газовой материи.

Звезды, у которых выброс газовой материи имеет импульсив­
ней характер, представляют огромный космогонически и интерес. 
Сюда входят, в первую очередь, все новые, сверхновые и новопо­
добные звезды, а также планетарные туманности. Что выброс газо­
вой материн у новых имеет импульсивный характер это очевидно. 
То же самое, однако, нельзя без доказательства утверждать о пла­
нетарных туманностях. До сих пор не наблюдалось образование пла­
нетарной туманности в результате мгновенного выброса газовой ма­
терки из центральной звезды. Однако структура и диЕщмическое 
состояние планетарных туманностей требуют именно выброса, а не 
непрерывного истечения. С этой точки зрения планетарные туман­
ности н оболочки новых звезд похожи друг на друга—и те и дру­
гие являются результатом выброса некоторого количества газовой 
материи. Разница только в величинах физических параметров; масса 
планетарных туманностей в несколько сот раз превосходит массу 
оболочек новых, скорость же. рассшнрения в сто раз меньше.

Однако имеется еще одно обстоятельство, отличающее обо­
лочки новых от планетарных туманностей: последние имеют более 
или менее хорошо выраженную геометрическую форму—сфериче­
скую или почти сферическую, в центре которой находится освещаю­
щая звезда. Между тем, оболочка, выброшенная новой, лишена 
правильной формы; она очень быстро превращается (когда ее удает­
ся наблюдать) в бесформенную туманность. Это имеет чрезвычайно 
важное значение: в одном случае оболочка сохраняет свою форму, 
а в другом—она деформируется и распадается на части.

•Условимся в дальнейшем называть оболочку устойчивой, когда 
она во время расширения сохраняет или мало меняет свои՛ перво­
начальную форму, и, наоборот, неустойчивой, когда она сравни гель-
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ко быстро разрушается. Это означает, что в случае планетарных 
туманностей мы будем иметь устойчивые оболочки, в случае новых 
звезд—неустойчивые. Поскольку эти оболочки характеризуются раз­
личными значениями физических и динамических параметров, отсю 
да следует, что, например, устойчивая оболочка может образоваться 
только тогда, когда эти параметры удовлетворяют определенном} 
комплексу условий. В противном случае оболочка будет неустойчи­
вой. Если нам удастся связать эти параметры с некоторой числовой 
величиной, характеризующей степень устойчивости („коэффициент 
неустойчивости^, то тем самым мы получим возможность предуг; - 
дать дальнейшую судьбу выброшенных газовых оболочек всевоз­
можного типа. В частности, мы можем констатировать тот тип вы­
броса. при котором образование планетарной гуманности становится 
возможным. Таким образом, представляется возможность выяснить 
роль новых звезд в процессе образования планетарных туманностей 
вопрос, который так часто дискутируется.

Оболочка, удаляясь от звезды, попадает в межзвездную сред}՛, 
которая имеет определенную, далеко непренебрежимую плотность. 
Эта среда должна оказывать сопротивление движущейся оболочке, 
вследствие чего скорость последней уменьшается. Иначе говоря, 
движение оболочки в окружающей среде сопровождается отрица­
тельным ускорением. Поскольку плотность оболочки значительно 
больше, чем плотность сопротивляющейся среды, .о теоретически 
ее движение может длиться бесконечно долго, а скорость стани- 
ви1ся равной нулю лишь па бесконечности. Это утверждение будет 
доказано ниже. В течение этого длинного периода непрерывного 
движения и при наличии сопротивления со стороны среды, поверх­
ность раздела между наружной границей оболочки и средой не мо­
жет долго оставаться устойчивой. Самая незначительная неравно­
мерность на наружной границе оболочки неравномерность, которая 
всегда может иметь место первоначально под влиянием различных 
причин (например, хотя бы из-за флуктуации величины импульсивно.; 
силы), развивается ви время движения оболочки и в определенный 
момент она приводит к полному разрушению оболочки.

Таким образом, проблема сводится к решению следующей фи­
зической задачи: через газовую среду определенной плотности дви­
жется газовая оболочка со значительно большей плотностью. Раз­
меры оболочки и первоначальная скорость движения известны. Тре­
буется определить, при каких условиях и на каких этапах расши­
рения оболочка устойчива и при каких она иереетает быть устой­
чивой. Решение этой задачи связано с большими трудностями. Во- 
первых. мы имеем дело со сжимаемой жидкостью—газом. Во-вторых, 
скорость движения через сопротивляющуюся среду обычно превы­
шает скорость звука в этой среде. 'Это приводит, в частности, к не­
обходимости учитывать сжимаемость газа. Оба эти фактора чрез­
вычайно сильно усложняют математическую трактовку задачи. Од- 
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«акр» для целей получения хотя бы качественных результатов мы 
можем сжимаемостью жидкости пренебречь.

Заметим, что аналогичная задача возникает во многих отраслях 
астрофизики. В частности, ряд особенностей формы и структуры 
диффузных светлых и темных туманностей и межзвездной диффуз­
ной материи можно было бы объяснить именно с точки зрения 
взаимодействия двух облаков (газовых или пылевых), обладающих 
определенными кинематическими и физическими характеристиками. 
Подобный пример при особых случаях мы можем иметь при дви- 

• ж..'нии протуберанцев и волокон и солнечной атмосфере. Вследствие 
сопротивления атмосферы Солнца некоторые протуберанцы и воло­
кна могут деформироваться. Имея из ряда последовательных сним­
ков величину деформации по времени и теоретическую связь этой 
деформации с физическими параметрами, можно определить значе­
ние любого из последних. Однако это должно быть предметом спе­
циального исследования, которое нетрудно провести на основе ни­
же при веден ны х рассу ж де и и й.

В связи с этим отметим интересные работы Льюиса [11 и Тэйло­
ра [2[, проведенные для жидкостей. Первый экспериментально. а вто­
рой теоретически показали, что когда две жидкости разной плот­
ности, лежащие друг на друге, ускоряются в направлении, перпен­
дикулярном к поверхности их раздела, эта последняя будет устой­
чивой или неустойчивой в зависимости от того, как направлен век­
тор ускорения от легкой жидкости к тяжелой, или наоборот.

В настоящей работе дается решение задачи для выброшенных 
газовых оболочек звезд. Постановка задачи следующая.

Выброшена со скоростью v0 однородная и сферически-скмметрич- 
ная оболочка, масса которой равна Ма. Для простоты сперва можно 
рассмотреть двухмерную задачу, а потом уже реальную—трехмерную. 
Криволинейностью оболочки будем пренебрегать. Примем далее, что 
оболочка имеет достаточную толщину. Процесс дальнейшего истечения 
газовой материи после выброса оболочки существенно не меняет 
получаемые результаты. Поэтому его учитывать не будем. Впрочем, 
нетрудно рассмотреть и задачу с учетом непрерывного истечения.

Но основной, имеющей| принципиальное значение, трудностью 
является законность применения результатов классической гидро­
динамики в условиях космических объектов. Известно, что даже 
в самых плотных газовых туманностях и облаках плотность мате­
рии ничтожно мала в сравнении с той, для которой были выведены 
основные уравнения классической гидромеханики. Об экснеримен- 
гальных проверках нечего и говорить, так как осуществление по­
добных экспериментов в современном уровне техники невозможно. 
Кроме того, в большинстве случаев приходится иметь дело с объек­
тами, газовая материя которых находится во взаимодействии с полем 
изучения соседних звезд.

Тем не менее есть основание полагать, что законы обычной 
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гидромеханики применимы и для космических объектов. Существен­
ным при этом являются масштабы явления и размеры объектов в 
сравнении с длиной свободного пробега частиц в них. Мы можем 
утверждать, что до тех пор, пока расстояние d между двумя та­
кими точками, в которых значения параметров движения (например, 
скоростей) заметно отличаются друг от друга, будет значительно 
больше длины среднего свободного пробега частицы /. т. е. когда 
имеет место условие .

т-»'՛
для таких объектов справедливы основные уравнения гидродинамики.

Но вычислениям Спитцера [3] даже в межзвездных водородных 
облаках, обладающих гораздо меньшей плотностью, чем планетарные 
туманности и оболочки новых, длина свободного пробега частицы 
составляет всего несколько сотых а. е. Между тем. в интересующих 
нас случаях мы имеем дело с объектами колоссальных размеров, 
а расстояния, на которых обнаруживаются заметные различия в со­
стоянии движения, составляют несколько сот и тысяч а. е.

Исходя из этих рассуждении, мы можем считать применение 
основных уравнений классической гидромеханики для космических 
объектов (в частности для планетарных туманностей) законным.

§ '2. Устойчивость формы газовых оболочек
Движение оболочки в межзвездной среде, имеющей плотность 

описывается

X

Фиг. 1.

зависимостью между расстоянием внешней границы
оболочки от звезды и временем. Вводим 
движущуюся с оболочкой координатную 
систему так, чтобы ось х была направлена 
но поверхности раздела (по наружной грани­
це оболочки), а ось у — нормально поверх­
ности и наружу. Пока считаем, что движе­
ние по /.-координате не имеет места. Иначе 
говоря, мы рассматриваем сперва двухмер­
ную задачу. Реальную, трехмерную задачу 
рассмотрим ниже, в § Л. Обозначим, наконец, 
через v(r) скорость движения оболочки на 
расстоянии г от звезды (фиг. 1), которое 
является функцией только времени*.

Оболочка во время движения испыты­
вает сопротивление. Иначе говоря, создается 
некоторое давление на поверхности раздела. 
Фактически оно слагается из трех величин: 
динамического давления, газового давления 

и лучистого давления. Пренебрегая двумя последними, будем учиты­
вать только первое.

v(r) нс следует смешивать с радиальной компонентой скорости, выражен­
ной п полярных координатах.
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Среда испытывает динамическое давление су стороны оболоч-
Р v* 7( г)

ох- ' бу3 - °-

В рассматриваемом случае мы имеем дело с неустановившимся 
движением, так как режим движения, т. е. поле скоростей, ноле гид­
родинамических давлений, поле массовых сил меняются по времени. 
Иначе говоря, потенциал скорости ® нужно рассматривать как функ­
цию от аргументов х. у и է.

Интеграл уравнения движения в этих условиях дастся интегра­
лом Коши-Лагранжа:

кв, величина которого.определяется через P(t) = =■ (удель­

ное давление). Вектор этого давления направлен от оболочки к сре­
де (фиг. 2а). Однако поскольку нас интересует движение обо­
лочки. то мы можем изучать его, 
отстраняя среду, но вместо этого 
прилагая вектор давления от среды 
к оболочке (фиг. 26).

Пусть оболочка в какой-ни­
будь .момент (в начальный момент) 
находилась в покое (г. е. не ока­
залась в состоянии возмущения). 
Движение из такого состояния, как 
известно, потенциально. Тогда, в 
силу теоремы Томсона (циркуляция • 
скорости вдоль замкнутого конту­
ра, передвигающегося вместе с 
жидкостью, остается неизменной 
со временем) можем сказать, что 
движение оболочки будет потен­
циальным и в дальнейшем, когд 
состоянии. Иначе говоря, принимаем, что возмущающее движение 
в рассматриваемом нами случае безвихревое и, следовательно, ро­
тор 01 вектора скорости равен нулю.

Вводим эйлеровы координаты v. , vy , представляющие компо­
ненты скорости движения частицы в отношении координатной систе­
мы хоу. Они связаны с потенциалом скоростей հ следующими соот 
ношениями:

дх ' vy ՜ ՜ ду (а)

Потенциал скоростей удовлетворяет так называемому уравне­
нию неразрывности, которое для потенциального движения несжи­
маемой жидкости имеет следующий вид (уравнение Лапласа):

(б)
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Левая часть этого выражения зависит только от времени и не 
зависит от координат х и у.

Постоянную интегрирования r(t) можно внести в как это обыч­
но делается в гидромеханике: тогда получим:

где V — потенциал внешних сил. В нашем случае на частицы газа, 
находящиеся на расстоянии г ст центральной звезды, действует при­
тяжение этой звезды, а также замедление, которое возникает о։ 
сопротивления среды. Ускорение, вызванное влиянием притяжения 
центральной звезды g0 и ускорение, вызванное сопротивлением 
среды движению оболочки gc(է), имеют одинаковый знак и направлены 
обратно направлению движения. Поэтому, приняв в пределах обо­
лочки g. и g.(t) постоянными, можем написать:

v = I go + gf(t)l у •

Здесь g0 уменьшается обратно пропорционально квадрату рас­
стояния внешней границы оболочки от звезды г; gc(t) также зави­
сит от г или от է. По оба независимы от местных, движущихся с 
оболочкой координат х и у.

Па далеких от звезды расстояниях g,, будет очень малой вели­
чиной в сравнении с gc(t). Поэтому будем нм в дальнейшем прене­
брегать и примем V в виде:

V = <<(!)• у- (2)

Ч о же касается Р, входящего в уравнение (I) и представляю­
щего собой удельное давление, то в случае несжимаемой жидкости 

оно пишется просто Р = = P(t).

Окончательно, с учетом всех этих выкладок, интеграл Коши- 
Лагранжа, в применении к нашему случаю, примет следующий вид:

•Д—&(< у 1 Р(0 + (3)

причем

dv(r_) 
dt (•I)

Член в квадратной скобке правой части уравнения (3) представляет 
собой скорость возмущенного движения. Мы будем предполагать 
это движение настолько медленным, чтобы в (3) им можно было бы 
пренеберечь. Тогда (3) примет следующий вид:
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֊-=g,֊(t)-y + P(t։. (5)

Вводим вместо у новое переменное Ф следующим образом:

Ф^?- fp(i)«dt, (6)

Тогда уравнение (5) напишется в следующей форме:

ԺՓ 
֊֊gc(t)«y = O. (7)

Нетрудно убедиться, что функция Ф —Ф'х, у, է) также удовлет­
воряет уравнению Лапласа:

Если вызванное возмущение формы границы обойрчки нс осо­
бенно велико (в сравнении с размером самой оболочки), то. обозна­
чая значение у для точек поверхности через гь можно написать для 
наружной границы оболочки (у =0):
■ ^֊?։(И = О. (9)

где принято приблизительно Ф(х,гь 0 = Ф(х,и, t).
Отсюда

По этой формуле можно. зная потенциал скоростей (в дальней­
шем, ради краткости, потенциалом скоростей будем называть функ­
цию Ф(х, у, է)է определить вид наружной поверхности оболочки.

Между функцией հ и потенциалом Ф существует следующее 
приближенное соотношение:

имеющее место на поверхности, г. е. ври у = 0. Это выражение дает 
проекцию скорости частицы на оси у. Подставляя րէ из (10) в (II), 
получим следующее граничное условие задачи:

о_1_ 
gt (է)

ժչփ 
д\2 у-о

ԺՓ
\=0

ԺՓ
՚ ժէ gc(t) <v у=о (12)

Кроме этого имеются еще следующие граничные условия. 
В очень глубоких от поверхности оболочки слоях вертикальное 
колебательное движение отсутствует*,  г. е.

• При этом принимаем, что оболочка обладает достаточно большой толщи­
ной в сравнении ։ амплитудой колебания.
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или, имея в виду ։(>)• получим:
у

(13)

Наконец, допускаем, что имеет место симметрия задачи, и 
что частицы, лежащие на линии х —О, т. е. проходящие через один 
из гребней образующейся волны, ио всей глубине, не могут сделать 
перемещение по х, т. е.

v
ԺՓ

х=0
= 0,

или

=0.
№ |Х=0

(14)

Уравнения (12), (13) и (1-1) являются граничными условиями 
нашей задачи. О начальных условиях речь будет идти ниже.

Теперь переходим к отысканию функции Ф(х,уД,). Она должна 
удовлетворять уравнению Лапласа (8) и граничным условиям (1'2), 
(13) и (14).

Решение, удовлетворяющее уравнению (8), имеет следующий вид:

Ф(х, у, t) = | a(t)coskx -j- b(t)sin kx | jA(t>• eky -T B(t)- e՜1'՜ ], (15)

где a, b. А, В произвольные функции от времени, к- постоянная. 
Поскольку для определения этих четырех функций и одной по­
стоянной располагаем соответственным количеством условия, то в 
рассмотренном нами случае уравнение Лапласа должно иметь только 
одно решение. Нашей ближайшей задачей является найти это един­
ственное решение.

Условия (13) и (14) дают:

A(t)-O: b(t) — 0.

Тогда (15) запишется так:

Ф(х, у, է) = a0(t) • е֊и- • cos kx. (16)

Здесь у считается положительным внутрь от поверхности; ac(t) 
есть новая функция, заменяющая произведение a(t)-B(t).

Коэффициент а0(|) будем определять из граничного условия (12). 
Подставляя (16) в (12), получим следующее дифференциальное урав­
нение:

1 <1’а,(0 da„(t) д 1 (Ок-О (17)
gt(t) <lt" ' dt ժէ&(է) a’(t,k

Для решения этого уравнения надо иметь вид функции gc(t). 
Этот вид мы найдем из следующих рассуждений. Во время расти*  
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рения оболочки попадающие в нее (радиально и равномерно со всех 
сторон) частицы межзвездной среды должны увлекаться самой обо­
лочкой, так как толщина ее значительно превосходит длину свобод­
ного пробега частицы. При этом часть количества движения обо­
лочки передается этим новым, частицам. Вследствие этого масса 
оболочки все время растет, а скорость расширения уменьшается. 
Этим и обусловлено торможение оболочки.

Напишем условие сохранения количества движения системы 
оболочки среды. Имеем:

v0M„ = v(r) • М, -Ь v(r) • -г= -рс, (IS)

где первый член правой части уравнения относится к оболочке, 
второй член—к дополнительной массе, полученной от среды. По­
скольку эта последняя увлекается оболочкой, она должна иметь в 
каждый момент ту же самую скорость движения, что и оболочка, 
г. е. v(r).

Из (18), для скорости движения оболочки на расстоянии г от 
центральной звезды, получим:

■ '« = ’• н'ог‘' (1<J)
где обозначено:

Учитывая, что левая часть уравнения (19) представляет собой 
производную от г и интегрируя (с начальным условием г = 0 при 
t — 0), найдем уравнение движения оболочки:
■ r+-Lr. = V,t. (21)

Па близких к звезде расстояниях, где аг «. I, среда практиче­
ски не оказывает никакого торможения и движение происходит почти 
равнрмерио, без ускорения. Следовательно, в течение этого периода 
поверхность раздела практически не подвергается никаким дефор­
мациям. В самом деле, из (7) видно, что при g. = О

в пределах 0<r<R, где R определяется из условия (22') (см. ниже). 
Отсюда имеем:

Ф(х, у, t) = const. (О < г < R).

В частности, если в начальный момент скорость возмущения 
настолько мала, что можно было бы принять vy = 0. то она будет 
равна нулю по всему пространству 0<r<R. Иначе говоря, в ин­
тервале и<г<R имеет место условие
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Отсюда
г/= const. (0<r<R),

г. е. поверхность оболочки сохраняет свою форму неизменной и те­
чение всего периода времени, пока она находится внутри сферы ра­
диуса R. Существенное изменение начинается лишь тогда, когда

аг>1. (22)

Поэтому, мы будем заниматься изучением устойчивости оболочки, 
начиная с момента, когда она переходит границу R. определяемую 
условием

sR;< = I. (22')
В силу этого мы можем (19) и (21) написать приближенно в 

следующем виде:
чг)=;>. (23)

Комбинируя эти формулы, найдем:

. . п 1
v(r) = Т 77

где через п обозначено

Подставляя (25) в (1). получим для gu(l):

g\.(0 = ֊ 3 n
16 f ՚ • ՚

(24)

(25)

(25')

(26)

Формулы (24)—(26) справедливы при условии t>t0, где էս вре­
мя, в течение которого оболочка расширяется до радиуса R.

Внося найденное значение gc(t) в (17), получим окончательно 
следующее дифференциальное уравнение для a0(t);

V^'ajt) շ_ dM0_3kn 
dt*  1 4 dt 16 а°Ш U’ 1 ’

Переходя от t к г с помощью соотношения г = ո-1՝это урав­
нение можно привести к более простому виду

г d’a0(t) da0(r)
՜ճէ~ + 4՜մ՜ր՜ 3kao(t) = O. (23)

Целесообразно вместо к подставить (об этом см. ниже):
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к= —
т«0 (29)

где т—некоторая безразмерная величина, а0—величина, имеющая 
размерность длины. Тогда получим окончательно

r dW+4 11а<М _ _®ճ_ ч - оГ dr’ +4 dr та, (30)

Решение этого уравнения представляется с помощью бесселевых 
функции мнимого аргумента и получается в следующем виде:

(31)

Для простоты обозначим через v аргумент функций (безраз­
мерная величина), т. е.

паи, имея в виду (51). можем написагь:

֊/=21/6т։--. (32')

Тогда (31) напишется и виде

а0(г) = (Հ г 1 I։(v) - С... г ՜3 ' K։«v). (33)

Подставляя (33) в (16) получим для потенциала скоростей

Ф(х, у, г) = г | Cxls(vl С2КТ(у) ;е ’ coskx. (34)

Пас интересует форма наружной поверхности оболочки, где 
у = 0, а также закон изменения этой формы во времени. Для этой 
цели надо воспользоваться формулой (10), подставляя в нес значение 
функции Ф(х,у,1) из (34) и gc (է) из (25). В результате получим:

,(х.г)= _ 4 ւ_ւ[с,18(,}+с։-кзм] । ֊֊4[ад*)+

coskx, (35)

где подставлено у = 0.
Отсюда видно, что поверхность раздела представляет собой

/соидальную непериодическую волну, длиной

к (36)

и непрерывно меняющейся в зависимости от времени (или расстояния г} 
амплитудой, равной:
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Ао(г) = ±Т / (j?՜
C1h(v)-HC2K.-,(v) է --

(37)
Допустим, что в начальный момент, когда г — R, поверхность 

раздела между наружной границей оболочки и окружающей ее сре­
дой приобрела под влиянием мгновенно действующего 
крайне незначительную неравномерность, которую можно 
мировать функцией вида:

T/(x,R «= я.,-cos kx,
где «о—первоначальная амплитуда в момент t=0 (r = R)

импульса
аппрокси-

латается величиной очень малой в 
другой стороны, примем начальную 
нулю, т. е.

сравнении с длиной

(38)
и предпо- 
волны. С

скорость возмущения равной

V., (R)=
ԺՓ

jr--R
= 0. (39)

Условия (38) и (39) позволяют определить постоянные интегриро­
вания Cj и С։. Система уравнении, определяющая С, и С., получает­
ся, таким образом, в виде

C1I;11*'' q)4_C/.K3(vii) = О,

4 R ՜ I , 3 I
3 n' j Vv[^jb(vi1 'i-C Ju.v.j' ։y [C։l ,(vu) rC..I\Jv0)]| = al(, (40)

где через у0 обозначено

6—v0 =
Hl

(41)

Отсюда находим:
3 n‘ a0 (4'2)

Г 13/, ч 3 п‘С- = B(v.> ՜ --Т----- •
4 R'2 v0

ao (43)

где через A(v0) и B(v0) обозначены:
A(v0) = -------------M.v9>------ T------- f

.(v0) —I,(v0) K3(v0)

R(V0) =--------------- :----------------------
h (VO)K:;(VV) — Is(vQ)K,i (Vj '

Подставляя (42) и (43) в (35), получим для уравнения 
пости наружной границы оболочки следующее выражен։։:.

(45)

поверх-

тр.х,г) = а|> q,(r) qs(r) cos kx, (46)

г

R V г k6к • —

где для краткости обозначены:
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Ч։(г) 

q=(r)

= A(v0)ls(v)-B(v0)K.i(v):
ч 11 /Р\"-= 4 A(v,)l ,(v) — B(v,)K,(v) - (- .

(47)

(48)

Уравнение (46) есть уравнение гармоничной, но не периодической 
полны. Нас интересует, конечно, не абсолютное, а относительное 
значение приращения амплитуды волны с течением времени, т. с. 
при расширении оболочки. Поэтому, для относительной-амплитуды 
5(г), которую; будем называть «коэффициентом неустойчивости-, имеем 
по (16) (приняв в нем х = 0):

ад=֊֊«=! тг) q։(d֊qA)
•Л| I \ ** {

(49)

причем R определяется из (22'):

R= mJ (50)

В уравнение (46) входит через ։п неизвестное к. В обычных за­
дачах гидромеханики, связанных с изучением волновых движений 
жидкостей, это неизвестное определяют из того условия, что изве­
стна величина первоначального импульса. В нашем случае величина 
лого импульса не поддается определению. Это является, между 
прочим, одной из трудностей задачи. Выход из этого положения 
можно найти, подойдя к этому вопросу с другой точки зрения.

Хотя вам не известна величина первоначального импульса, все 
же известно следствие- этого импульса, а именно, образование волны 
с очень малой амплитудой. Иначе говоря, нам известен порядок от­
ношения длины волны к ее амплитуде. Эго и является исходным 
пунктом для определения постоянной к.

Итак, первоначальную амплитуду «0, мы предполагаем величиной 
очень малой по отношению к длине волны. Другими словами, мы на­
перед зададим такое отношение между а и а0, при котором поверх­
ность можно было бы принять невозмущенной, т. е. практически 
лишенной волнообразности. Обозначая это отношение через т, мо­
жем написать:

m = (51)
ао

или
0- 

k ֊ - — , tnx(1 (52)

где тп можно взять, например, равным 10—20.
Выражения (38), (39) и (51) фактически являются начальными 

условиями нашей задачи.
В формулах (44)—(49) входит, через v0, безразмерная величина

R мт. е. отношение радиуса гуманности к длине г• лны. Мы можем А
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R . а.задавать разные значения -.֊ („пшальное отношение ), например, Л
1, 5, 10 нт. д. и определить соответственные значения коэффициента 

неустойчивости. Чем больше отношение ? , тем больше будет коли­

чество волн, помещающихся по длине окружности, т. е. тем меньше 
будет длина волны.

Теперь переходим к численному вычислению коэффициента не­
устойчивости օյ), даваемого формулой (49). Для этого сперва нужно 
вычислить величины функций q:(r) и qs(r) с помощью формул (47) 
и (48) для различных значений аргумента. Значения производных от 
бесселевых функций l:-(v) и К։(г), входящих в эти формулы, вы­
числяются по известным соотношениям:

(53)

К,'«—ВД+уШ (51)

Значения же самых бесселевых функций можно брать из таб­
лиц. Однако при больших значениях аргумента (порядка Юи боль­
ше) можно использовать ассимптотические выражения бесселевых 
функций, обладающих, помимо простоты формы, тем свойством, что 
значения функций слабо зависят от ее индекса. Лссимптотические 
формулы бесселевых функций мнимого аргумента с точностью до 
третьего члена ряда имеют следующий вил;

(,)=е. 1 [ 1 . Дг -! L+^ГИ-^-8֊32)
■' ' J -2kv Р 1 !8v 2! (8v>-

K„<v)=e ՝|/Д- 4п։ 1» (4ns-l2)f4n։ З2)
l!8v Т 2! 18уР

(55)

156)

Для примера были произведены конкретные вычисления для трех 
значений постоянного ? , а именно, 1-, 5, и 10 (чему соответствует

количество воля, помещающихся на длине окружности туманности, 
равное приблизительно 6, 30 и 60 соответственно). Определяя сперва 
v0 по формуле (41). были вычислены значения постоянных Alv0) и 
B(vt)) по формулам (441 и (45) для каждого случая отдельно. Рас­

стояние г взято в единицах в момент է=Գ

После этого по формуле (49) были вычислены значения коэф­
фициента неустойчивости 6(г) при различных размерах оболочки (т. е. 
в различных моментах расширения). Результаты вычислений приве­
дены в таблице I.
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Таблица 1

г
-R՜ К-1 о

 4 
շ

ճ ; <А

1 I 1 1
1,25 2 6 19
1 >5 6 68 376
1.75 18 576 8660
2 60 *106 129200

Как видно из таблицы I, коэффициент неустойчивости сильно 
растет с увеличением размеров оболочки после ее выхода из сферы, 
радиус которой равен R. Уже при двукратном увеличении размеров 
первоначальная амплитуда поверхностной „волны*  увеличивается в 
несколько тысяч раз. Иначе говоря, при принятых значениях постоян­
ных, амплитуда, или глубина волны, получается даже больше ее 
длины. Такое сильное увеличение амплитуды, понятно, должно при­
вести к раздроблению наружной границы оболочки, и в дальнейшем 
к полному разрушению последней.

Заметим, что устойчивость оболочки сильно зависит от того.
Rкаким было взято отношение . . Чем больше это отношение, т. е. л

чем меньше длина волны, тем быстрее теряет оболочка свою устой­
чивость.

Формула (49) применима для всякой оболочки. В тех случаях, 
когда о не превосходит единицу значительно, оболочка будет устой­
чивой. Когда же о становится достаточно больше единицы, оболочка 
будет неустойчивой: ее поверхность принимает очень сильно выра­
женную волнообразную форму, дальнейшее усиление которой при­
водит, для реальных оболочек, к разрыву и распаданию на части. Тем 
самым теряется первоначальная форма оболочки.

/ г V
Коэффициент при в формуле (49) всегда больше единицы: 

минимальное его значение равно 1 (первый член в квадратных скоб­
ках представляет собой возрастающую функцию от аргумента v, 
второй член также возрастает, но медленнее). Иначе говоря, мы мо­
жем выражение
I 5(0 = (-Ь| (57)

принять в качестве нижней границы значения коэффициента неустой­
чивости. В некоторых случаях вопрос о неустойчивости оболочки 
может быть разрешен путем вычисления только этой нижней гра­
ницы.

Комбинируя формулы (50), (24) и (20), получим для прибли­
женной формулы коэффициента неустойчивости как функции массы 
оболочки, плотности межзвездной среды, скорости расширения г.
времени, следующее выражение: 
Известия VI, № 2—3
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(58)

причем 1>1 . Напомним, что t0 есть промежуток времени, в течение 
которого оболочка расширяется до радиуса R, после чего начинается 
нарушение се устойчивости. В течение всего этого времени она 
остается в пределах сферы устойчивости. Поэтому целесообразно 
(58) написать в виде:

o(t) = 2 1/ vJ^^)''!(t|> + t), (59)
г \ •> Мо/

где t уже считается с момента выхода оболочки из границы сферы 
устойчивости. В частности, когда է = о, имеем 3(0) =1 т. е. на са­
мой границе она еще устойчива. Поэтому перепишем (59) в следую­
щем виде:

Z4z р. V'i
o’(t) = 1 Х4 v0 Ա- է. (օ9Դ

Из (59՜) видно, что, во-первых, оболочка тем устойчивее, чем 
меньше скорость се расширения; во-вторых, массивные оболочки 
более устойчивы в сравнении с оболочками небольшой массы. 
В-третьих, устойчивость уменьшается с увеличением плотности меж­
звездной среды. Однако влияние этих последних двух факторов нс 
особенно сильно, так как эти величины входят под кубический 
корень. Наконец, для данной комбинации параметров vli։ рс и Мо 
устойчивость падает пропорционально корню от времени.

Подставляя значение к из (52) в (46) получим окончательно 
следующее уравнение для поверхности наружной границы оболочки.

т;(х,г) — а,. q։(r)~ q2(r) cos
m (60)

На фиг. 3 схематично показано развитие волны по времени или 
по г, вычисленное по формуле (60) (в произвольных единицах пара­
метров и радиуса или времени). Одновременно указан порядок ве­
личины коэффициента неустойчивости о для каждого случая отдельно.

Итак, всякая оболочка, если она после выброса была устойчива, 
остается приблизительно устойчивой до расстояния R. даваемого 
формулой (50), или же до момента времени t0, равного приблизительно 

•փ. Начиная с этого расстояния устойчивость нарушается, т. е. уве­

личивается 6. вследствие чего появляется волнообразность, которая 
при достаточно больших I усиливается экспоненциальным образом 
от радиуса. Таким образом, для каждой оболочки имеется некоторая 
область, которую будем называть „сферой устойчивостирадиус 
которой равен R. В пределах этой сферы оболочка устойчива, а вне- 
пеустойчива.
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Фиг. 3.

В устойчивости формы оболочки очень большую роль играет, 
кроме сопротивления среды, еще один фактор. Дело в том, что в 
рассмотренном вопросе значительную роль могут играть процессы 
расширения газовых масс, скорость которых пропорциональна тер­
мической скорости частиц газа. Роль этих процессов заключается в 
следующем. Вследствие сопротивления среды, как мы видели, обра­
зуются волны или прожилки на наружной границе оболочки. Однако, 
поскольку мы рассматриваем газовую оболочку, то вследствие тер­
мических движений частиц газа может иметь место расширение про­
жилок. При значительном расширении соседние прожилки могут, со­
прикасаясь в своих нижних и средних частях друг с другом, слиться 
и в результате этого до некоторой степени восстановится правильная 
форма оболочки, т. е. уменьшится коэффициент неустойчивости. Сте­
пень восстановления зависит от продолжительности процесса расши­
рения.

Учет упомянутого фактора в устойчивости формы газовых обо­
лочек представляет собой совершенно отдельную задачу, на которой 
здесь останавливаться на будем.

§ 3. Трехмерная задача

Выше была рассмотрена двумерная задача, т. е. когда делается 
допущение возможности движения частицы только по двум направ­
лениям—по х и по у. Полученная таким образом волнообразная 
поверхность имела в третьем направлении бесконечную протяжен­
ность. Это равносильно допущению, что первоначальный импульс, 
приводящий к возмущению поверхности, распределен в прямоуголь­
ном отрезке, имеющем в одном направлении бесконечную длину.

В действительности, однако, импульсы действуют в пределах 
некоторой замкнутой области, контур которой приблизительно можно 
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принять за окружность. Под влиянием этих импульсов частицы мо­
гут получать перемещение во всех направлениях. При этом мы мо­
жем принять, что характер движения частицы в двух направлениях, 
перпендикулярных к направлению общего движения оболочки, оди­
наков. Иначе говоря, мы рассматриваем осесимметричную задачу. 
Полученная же поверхность области возмущения, понятно, будет 
представлять собой поверхность вращения.

Уравнение непрерывности при сделанных предположениях на­
пишется в следующей форме:

Ժ-Cg 1 Ժջ
Ժճ’ ՜'՜ Т ах ՜1՜ (61)

Если перейти к функции Ф, то вместо (61) будем иметь:

Остальные же уравнения (граничные условия), т. е. выражения 
(12), (13) и (14) сохраняют свою силу.

Решение, удовлетворяющее уравнению (61'), имеет следующую 
форму:

4>(x,y,t)=[ a«)Ukx) + b(t).K^kx) | | A(t)e-ky + B(t)-e'yj, (62) 

где 1ф(кх)—бесселевая функция нулевого порядка, К0(кх) — бссселе- 
вая функция нулевого порядка и второго рода. Остальные величины 
имеют свои прежние значения.

Условие (13) дает
А(1) = 0.

Условие же (14) дает
a(t) 1 i;(kx)]Xe0-rb(t) . К (кх)|х=0 = О, 

или, поскольку
Г(кх)~-^-^--1,(кх)к,

K(kx)-֊-dl^ = -K1(kx).k, 

получим:
a(t)|l։(kx)is о + b(t)| Kj(kx) |х=0 = 0.

Но lt(0)=-(), К1(0)=©о, Поэтому в результате применения условия 
(14) находим, как и раньше

b(t) = O.
Решение (62) тогда примет следующую форму:

—ку
(I)(x.y,t) = a0(t)e 10(кх). (63)

Наконец, воспользовавшись условием (12), получим для функ­
ции a0(t) то же самое дифференциальное уравнение (17) или (28) 
Поэтому окончательно для определения потенциала скоростей 
Ф(х.уД) будем иметь:
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Ф(х,У.1) = г '■•'3[c,l3(v)-C.;K։(v)|e ку1в(кх). (64)

Это выражение отличается от (34) только тем. что там поверхность 
определялась функцией coskx, а теперь —функцией 1„(кх). Благодаря 
атому коэффициент неустойчивости, даваемый формулой (60) для 
1вум..рного случая, сохраняет свою силу и в этом случае. Разница 
включается только в форме поверхности центрального сечения, ко­
торая в этом случае имеет вид:

’j(x.r) «о q,(r) —q,(r) (65)\ m «о )

где все величины имеют своп прежние значения. Схематическая 
форма центрального сечения этой поверхности для произвольных 
значений параметров приведена на фиг. 4. Сама же поверхность 
представляет собой поверхность вращения и получается вращением 
этого сечения вокруг центральной оси.

Фиг 4.

§ 4. Об учете сжимаемости жидкости

Движения газовых масс в космических объектах—межзвездной 
среде, диффузных и планетарных туманностях, атмосферах звезд и 
т. д. ֊происходят с колоссальной скоростью, порядка нескольких 
десятков и даже нескольких сот км сек. В большинстве случаев эти 
скорости превосходят скорость звука в данной среде. В связи с этим 
необходимо учитывать также эффект сжимаемости. В некоторых 
случаях, когда среда обладает плотностью, по порядку величины 
сравнимой с плотностью движущейся через эту среду газовой массы, 
приходиться учитывать также возможное влияние ударных волн.

В рассмотренном нами случае газовые оболочки движутся со 
скоростью порядка нескольких десятков км сек в случае планетарных 
гуманностей и порядка тысячи км сек в случае оболочек новых 
звезд. Скорость звука в планетарных туманностях порядка 20 км; сек, 
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в оболочке новых звезд—несколько больше*.  Таким образом, дви­
жение оболочек происходит в действительности со скоростю поряд­
ка или больше скорости звука. В силу этого приходится учитывать 
сжимаемость газа.

Однако нетрудно убедиться, что в рассматриваемой нами за­
даче устойчивости газовых оболочек скорость движения самой обо­
лочки не имеет значения. Нас интересует не движение самой обо­
лочки в целом, а развитие первоначального возмущения. Поэтому 
можем утверждать, что до тех пор, пока скорость развития возму­
щения остается меньше скорости звука, влиянием эффекта сжимае­
мости можно пренебречь.

Скорость возмущения по у-координате определяется следую­
щим образом:

Подставляя сюда значение Ф из (34), а также имея ввиду выра­
жения (42)—(45) и (48), получим для скорости возмущения на поверх­
ности оболочки (у = 0): 

или, сравнивая с (48). получим:
vy = q;(f)^r ^coskx.

— k-coskx.
Yo

(67)

Усредненная по одной полуволне величина скорости, очевидно, будет:
_ , . п г. ;—
Vv — rF----- coskxv> ’• R-r in (68)

____ 1
Отсюда, подставляя coskx = .շ , после некоторых преобразований, 

учитывая (25) и (29), получим:

^=4..(օ^4հ. (б9>

Но, по условию, oRa = 1 (формула (22'))- Поэтому 
о— и

v> = v”^Tq։(r)> <70)
ил и

vy 2՜ R .
— =-------- (15 г), 71)v0 in г ’•

где v0 скорость движения оболочки.

В первоначальный момент, т. е. когда г = R, имеем: qs(R) = О и 

следовательно, vy = 0. С возрастанием г возрастает отношение ն. .
__________ vo

* Скорость звука определяется Формулой с- |/ -- . где Т—температура 
г tn

среди, т—масса частицы, к—постоянная Больцмана.
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В таблице 2 приведены вычисленные по формуле (71) значения

для случая m=2Q и для различных значений R— и расстоянии г
R՜’

VvВыше и левее от жирной линии Հ меньше единицы. В среднем, уже

Таблица 2 ‘

-R II 
Х

|< 

ю
г

7 
ч-

1 0 0 0
1,25 0,09 0,17 0,27
1,5
1,75 
շ

0,19 0,95 з,г։
0,46 I 4,8
0,60 1

на расстоянии r=l,5R отношение — получается порядка единицы. 
vo

Это значит, что скорость развития возмущения, например, в случае 
планетарных туманностей ւՀք0~ 20—30 км/сек) уже при г = 1.5 R до­
стигает величины порядка скорости звука, а в случае оболочек но­
вых звезд (v0~1000 км сек) она превосходит скорость звука. Вейлу 
этого, полученные в предыдущих параграфах количественные резуль­
таты будут справедливы для планетарных туманностей до расстояний 
порядка г = 1,5 R, а в случае оболочек новых звезд для еще мень­
ших расстояний. Качественно же картина существенно не меняется, 
гак как в случае сверхзвукового движения также будет иметь место 
развитие неустойчивости, но уже с другой скоростью. Мы нс будем 
рассматривать случай сверхзвукового движения, так как хотя он и 
может представлять значительный интерес, но качественно это ни­
чего нового не может прибавить ко всему уже полученному. Для 
нас достаточно было доказать, что во время движения оболочек 
их устойчивость должна теряться. Соответственно этому были по­
лучены количественные характеристики подобного рода нарушения 
устойчивости до того момента, когда скорость возмущения остается 
меньшей скорости звука. Очевидно, потерянная устойчивость не мо­
жет быть восстановлена ввиду того, что скорость возмущения пре­
взойдет скорость звука.

Более важное значение имеет следующее обстоятельство. Как 
видно из формулы (71), скорость возмущения непрерывно растет с 
увеличением г. На бесконечности v. также становится бесконечной. 
Это, конечно, невозможно: на бесконечности, вообще, скорость дви­
жения оболочки равна нулю (в нашей схеме задачи, г. е. без учета 
притяжения центральной звезды). В действительности сначала ско­
рость возмущения должна увеличиваться с расстоянием. Однако, на­
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чина я с определенного момента она должна уменьшатся, стремясь к 
нулю. Между тем формула (71) не удовлетворяет второму из этих 
условий. Причина этого заключается в следующем. При выводе на­
ших формул (§ 2), вернее, при выводе функции потенциала скоро­
стей Ф(х,у,1), мы сделали допущение о малости возмущений, вслед­
ствие чего полученное выражение функции Ф(х.у,1) будет правиль­
ным только при небольших значениях г. Соответственно этому до­
пущению при выводе формулы (10) принято

Ф(х.уЛ) = Ф(х,0Д). (72)

Это условие ограничивает применение полученных результатов 
из больших расстояниях, г. е. для больших у-ов (или же при больших 
•//—на ։поверхности).

Точное решение задачи при больших возмущениях (большие э/) 
связано с непреодолимыми пока трудностями. Для примера рассмот­
рим второе приближение. Разлагая функцию Ф(х,ть0 в ряд Тейлора, 
ПОЛУЧИМ:

Ф(хлЛ)=Ф(х,(1,П+ч-^^Д. (73)

Подставляя это в (7) пли в (9), получим:

ԺՓ . Հ?փ 0Y1 ծՓ .է. Лл՜'-’’ժ7ժ?+^-&<է)’!=0’ (74)

Но на поверхности имеет место условие (11), т. е.

_ ԺՓ _ ծրլ 
ду ~ ժէ ’

Поэтому будем иметь из (76):

ԺՓ _ /ԺՓ\’ ;
ժէ ^yj !

gc( ) ՜Ժ\-Ժ{ |у=0
(75/

Один только вид этой функции исключает всякие надежды на 
решение задачи хотя бы даже во втором приближении для больших 
г/. Решение задачи уже в первом приближении дает достаточно 
ясное представление о поведении расширяющейся оболочки, а каче­
ственные результаты находятся в хорошем согласии с наблюдениями.

В заключение отметим, что скорости расширения различных 
частей разрушающейся оболочки, в силу всего сказанного, должны 
быть различными. В самом деле, выступы (прожилки) должны иметь 
несколько большую скорость, чем скорость расширения самой обо­
лочки. Если v0 есть скорость оболочки, то скорость выступов (про­
жилков) Vj должна быть
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Согласно
В случае Крабовидной туманности, например, это и наблюдается

измерениям
расширения оболочки

Дункана, Мейедла и других |4. 5), скорость
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порядка v0 = 1050 км сек. между тем 
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Դ«. Ծ.. Դ*ւււ  p<|un|iiiili

ԱՍՏՂեՐԻ WU նեՏՀԱԾ ԳԱՋԱՅԻՆ ԹԱՂ-ԱՆԹՆեՐԻ ՋեՎ-Ւ 
ԿԱՅՈՏՆՈհՌՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

11. 1Г Փ 11 Փ II b if

Ասւողերի դուրս նետված ղաղային թաղանթների .շա րմու ւ1 ր (լայնա- 
էյումըվ ընդհանուր դեպքում տեղի Լ ունենում ասւողր շր Հ ա պա tn ււ ղ մ իք- 
աստղային դաղի կամ փոշու դիմադրող մ իջավայրում է ե! իջավայրի ղ ի- 
>! աղրու թյան վւաստր բերում Լ այն բանին, որ տվյալ հատկանիշներն ա- 
Նևրյող թաղանթը որոշ մոմենտիդ սկսում է կորցնել իր и կ ղրնա կ ս։ն կանո­
նավոր ձևրւ Այո դեպքում թաղանթի արտաքին շերտում tn ո աիսնու «/*  Հ 
սդ[ւրավորու թյուն, որի ու մ ւդ ւ ի ու ու դ ան, t/ամանակի ընթացքում արաղորեն 
սճեբւվ, բերում Լ թաղանթի լ րի •/ քայքայմանը։ Խնղիրր հետևյալն կ. 
ղտնել թաղանթի ձևի կայունության աստիճանի կտուր թաղանթի և մ ի- 
թ՚փոյրի ֆիզիկական հատկանիշների հետ։ Ներկա հոդված ու.մ րերված Լ 
այղ խնդրի լուծ ու մ ր՝ ընղհանուր դեպքի համար։

Թաղանթի ձևի կա էոէնու թ յունր բնորոշելու համար մտցված կ քան- 
կայանու թյան ղործաԽ/'֊'’ (°) հ աւ։կա։յ ողսլթ րւ t նր , "բբ հ անդիսանու ւ! կ 
աւ1՚րւսվորման տվյալ մոմենտի ամպլիտուդայի և սկզբնական ամ ւղլիտւււ- 
ղույէ՛ հարաբևրութ յունր։ եթե О-֊ J, ա ւղա թաղանթը կայուն կ, եթե 0^7-/, 

թաղանթն սկսում կ կորլլնել իր կայու նոէ թյու նր, իսկ եթե
.-лг.уш թ ա ղան թն ա մ ր и ղ У ո ւթ յ տ մ ր կո ր ւթւ ե / ով իր կանոնավոր ձեր, վեր Լ 
ածվում անկանոն ղանղվածի։ 1'աւյի ղրանիդ, ւյոլյւյ Լ տրված, որ յու րա- 
րասչյւո ր տիպի թ տղան թ ի և մ իջավայր ի համար դո յու թյուն ունի հատուկ 
մթավայր, որին տրված է է կա յու ն ու թ յան րլորտ» անվանումը։ Գրա էիի- 
ղթլակուն իմաստր հետևյալն Լ • fin'll ի դեռ թտղա“1ւթր դտնվում Լ այղ ոլոր֊ 
էւփ սահմաններու մ, նա կայուն Լ . Հենդ 11 ր նւո դուրս 7; դսսյիս այդ ո/որ֊ 
"'hi՛ ^րա ձևն ււկսու մ կ աղճատվել ու քայքայվել։ Կայունության ոլորտ ի 
•աուսվիղր կախված Լ թաղանթի ղանղված ի մևծությունքէլյ և դիմադրող 
մ թավա յ ր ի [ոտո։ թ յուն իոէ
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Ստսււյվսւծ տեսական шրդ jlti նվէներր էն ա ր ա վո p и ւ թ jii ւն են տալիս jut.֊ 
ծելու ղադային թաղանթների ե ւ> իհաստղային նյա.թի ո ւ ч ո i.ilii ա и ի pin ֊ 
թյան հետ կապված մի սւմրոդք ?ար.ր խնդ իրներ։ թացի դրանից, րո/որո֊ 
‘I ին նոր հնարավորություն I, ընձեովու մ մոլորակաձե ւ)' ի դա մ ած ու թ յ и ւ.ն- 
ների աոա^աւյման, ինշպեււ ե դրանա-մ ‘հոր ասադերի էո՚ււեւքած դերի հարւյր 
պւսրդե/ու համար: Ն ա իւ ա ւոե սկ ում I, այդ խնդ իրների վրա կանդ աււնել 
աи անձին ;
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Л. Б. Бунятян

Устойчивость тонкостенных стержней с учетом 
ползучести материала

I. В работе рассматривается устойчивость тонкостенных стерж­
ней с учетом ползучести материала исходя из теории В. 3. Власо­
ва [1], а именно принимается, что:

а) контур сечения недеформируемый;
6) деформации сдвига срединной поверхности равны нулю:
в) модуль упругости материала меняется во времени, т. е.

F. = E(t);

г) мера ползучести материала подчиняется закону [2]: 

С(։,т) = <р(г)[1-е '’J, (1.1)
где <p(t) — монотонно убывающая функция,

т — возраст материала.
է — время,
у —некоторая физическая постоянная материала:

д) коэффициенты Пуассона для упругой и ползучей части де­
формаций равны друг другу, т. е.

Vj(t) = V2(t,z) — v = const.:

е) деформации и напряжения материала стержня подчиняются 
уравнениям теории ползучести, предложенным I I. X. .Арутюняном [2].

Для двухосного напряженного состояния эти уравнения имеют 
вид:

_11+.,|„от“-|Х нм։,]. 
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где г։(1) и տ.(է)—относительные удлинения стержня в продольном и 
поперечном направлениях, у,,-.(է)—деформация сдвига, a o։(ti, a..; է) и 
r12(t)—соответствующие нормальные и касательные напряжения,

C(t.r) определяется соотношением (1.1).
В силу гипотезы о недеформируемости контура s3(t) = <), по­

этому:
Ծյ(է) — vs, (է) = 0, или a2(t) = V3։(l). (1.3j

Учитывая (1.3). уравнение (1.2) можно записать в форме

s(t)=<L_g^ j ф)_^ у_+с(1,Т)] йх. (М)

Дифференцируя уравнение (1.4) дважды по է и пользуясь соот­
ношением (1.1), после некоторых преобразований получим:

' + '(!) ^֊֊ (1.5)

где lit) = ni-r<p(t)E(t)|, Պ(է) = (1 -v։)a(t)- (1-6)

Решение уравнения (1.5) будет:

Պ(Ո = МП + J j~7 R(1.֊)<1T, (1.7)

TJ
где R(t,T) есть резольвента ядра

Kit’T)=4-jE(?)+։p(T)ll֊e֊է(։֊’) (1.8)

Преобразуем третье из уравнений (1.2) учитывая, что при чи­
стом кручении имеют место соотношения

Н=01Л', и Т„=ф(х,у)0', (1.9)
Կ

где II--крутящий момент. Լ—момент инерции при чистом круче­
нии, равный для тонкостенных профилей Լ։=-*-ՏհՏՀ (հ -ширина 

грани профиля, 5 его толщина, а а—эмпирический коэффициент), 
Ф(х,у)—некоторая функция от координат точек сечения и 0' про­
изводная от угла закручивания по z.

Подставляя (1.9) в уравнение (1.2), получим:

j „м 1[^+ад]4։. 
•1



Решая это уравнение относительно H(t), получим:

t
I 14(է) = ս(է)ևՕ'(է) + Ն J .jffTpvy R(t,-)d- o.lll-

•I
Выражения (1.10) и (1.11) удовлетворяют дифференциальному 

Уравнению:

К 1 И0 + гв/(0= [эд (Ь12)

^К՜ G(t) = 2(1 4-У) ’

Интегро-дпффсрснциа.льные уравнения устойчивости тон֊ 
ки-.тенного стержня открытого профиля с учетом ползучести 
материала. Пусть по концам тонкостенного стержня с от­
крытым профилем приложены продольные силы N и моменты М.

Следуя В. 3. Власову [I], уравнения устойчивости стержня с 
учетом ползучести материала в этом случае могут быть написаны 
в виде:

E1lt>l,?'v(t)-rl! R(t,T)dr+М"(։) + (М> a, N)0",t) = 0,

J ^R(t.T)dT + N4"(t) + (My- a, N)f»"(t) =0,

t
E,(t)l. elv(t)+I. J ֊՛ R(t.T)dT ֊ G(t)ld6"(t) -

4

(2.1?

- 1.1 . R(t.T)d-+(M։ + a, N)5”(t) - (My -a, N)4"(t)+

5»

4֊ (r*N 4- 2^ My - 2?y Mx )0"(l) = 0,

где ад)=-։В

Учитывая (1.11) и (1.12) уравнения (2.1) можно привести к сле­
дующей системе дифференциальных уравнений:
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5!v(t)+YE,(t)ls. jlv(l)+Ne"(t)+(M« +ау N)O"(t)+ 

+F(t)[Nr(t)+(M։ +ау N)6"ttj]=0,

E|(t)ls 41V(n-bTE,(t)i« 4lv(t)4-Nr('(t)+(Ml a, N)O"(t)+

+F(t)|N?(t) HMy -a. N)6"(t)]=0,

El(t)U'v(t)+rE,(t)L 'i'v(t)-G(t)lJ '6"(t)-rG(t)l„ 6"(t)+(M> ֊
+a, N)f('tj+(My ֊a, N'jj)"(t)+(r»N+2p։ My -2fc M։

+F(t)[(M։ +ay N);"(O+(My -a։ N)iftt)+(r4N+ 

+2?,My-2pyM։)»"(t)l=0.

Рассмотрим стержень, у которого перемещения с и yj и пово­
рот О в плоскости концевых сечений отсутствуют. В этом случае 
граничные условия будут:

при z = 0 5 = 17 = 0=0. 5"=Հ'=0"=Օ, (։> ^

при Z = / 5=7J = 0=0, 5"=7f = 0" = ().

Условиям (2.3) удовлетворяют функции

;(t)=A(Osin ֊-j— •

klC7
7}(t)=B(t)sin~>

kj”70(t)=C{t)sin \ •

(2-4)

где A(t), B(t) и C(t)—некоторые функции только от t (k=l, 2. 3...).
После подстановки (2.4) в уравнение (2.2) и некоторых преоб­

разований получим следующую систему дифференциальных урав­
нений:

|Py(t)-X)Ait)-rr[Pv(t)֊F(t)N]A(t)-(Mx +ayN)C(t)

-TF(t)(Mx -|-ayN)C(t)=O,

iPUti^N]B(t)4-Y[Pv(t՝-֊F(t)X]B(l)֊(M y -a։ N)C(t)

-rH(t)(My -ax N)C(t)=O,

(r2P.„(t)—r։N—2^x My+2?yMx )C(t)+r(r’P.4t) -F(t)(raN + 

4Հ& My -2?y Mx )]C(t)-(Mx +ay N)A(t)-rF(tHMx փ 

+ ayN)A(t)-(My ֊ axN)B(t)-rF(t)(My~ax N)B(t)=-O,

(2.5)



Устойчивость тонкостей, стержней с учетом ползучести материала 47

Рассмотрим решение системы уравнений (2.5) для случаев, ког. 
да поперечное сечение стержня: а) имеет две оси симметрии, б) име. 
ег одну ось симметрии, в) не имеет осей симметрии, при централь­
ном приложении продольных сил.

3. Стержень имеет Ове оси симметрии поперечного сечении 
и нагружен центра.։ьно-при.южснными продольными силами. Для 
кого случая имеет М» — М> «О, п4 =а> =0, тогда система уравне­
нии (2.5) распадается на три отдельных уравнения вида

|py(t)-N)A(O-rTn\(t)֊H(t)N)A«)=O, 

|Р, (i)-N)B(t) : Т{Р. (t)֊F(t)N]B(t)=O. 

(P,(t)֊NlC|t)-r[P..(t)-i-(t)N)C(t)=O.

Решение первого из уравнении (3.1) будет:

֊ f diA(t!Cj= e ՚ ' մԼ

(3.1)

(3.2)

где C։—постоянная интегрирования.
Два другие уравнения (3.1) будут иметь аналогичное решение.
Примем для устойчивости следующий критерий: какова бы ни 

бм.ш продолжительность воздействия нагрузки, бесконечно малая 
деформация, приданная стержню в момент загружения, должна 
вставиться ограниченной, т. е. не возрастать во времени.

Чтобы удовлетворить этому условию показатель степени под- 
интегрального выражения (3.2)՜ должен быть отрицательным, т. е. 
ЛОЛХИо иметь место неравенство:

Р> (t)-F(t)N>0. (3.3)

Действительно, если будет иметь место неравенство (3.3), то 
менатель показателя будет больше нуля, т. с.

Ру(П-Х>0. (3.1)
я так как F(t)>l, то и показатель степени с будет отрицательным. 

Таким образом, при значении X. удовлетворят» тем неравенству
(3.3), стержень не потеряет устойчивости.
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Если неравенство (3.3) превратится в равенство, т. е.

Py(t)-F(t)N=0, (3.5>

то N\ = , (3.6)

и тогда A(t) = C։(t--l). (3.7)

Выражение (3,7) показывает, что если значение прило;кенной 
продольной силы N будет изменяться по закону (3 6), то деформа­
ция стержня с возрастанием продолжительности действия нагрузки 
будет рости, т. е. стержень с течением времени будет терять ус­
тойчивость Значение -той сил։.՛ будем называть критической си­
лой длительной устойчивости.

При равенстве пулю знаменателя показателя степени подинте- 
грального выражения (3. ). т. с.

Py(t)-N=O, или N=Py(l». (3.8)

деформация стержня A(t) мгновенно становится бесконечно боль­
шой, т. е. стержень мгновенно теряет устойчивость. Действительно, 
при (3.8) числитель показателя степени будет:

Pv(t)-F(ttN=Py(t)|l F(t)l<0. (3.9)

так как всегда F(t)>l, и при условии (3.8) будет бесконечно боль­
шим.

Значение продольной силы, определенное из условия (3 8). 
будем называть критической силой мгновенной устойчивости.

Таким образом, критические силы длительной устойчивости для 
стержня будут:

. _ (т)'Е'|М- 
1+*»- ®

(7-)՜' E,(t)ly

(3.10)

fj-j E։(t)I.+G(l)Id

,+^էա<()-ՏՏ
причем расчетной будет наименьшая из них.

Критические силы мгновенной устойчивости в зависимости от 
возраста материла будут:
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(3.11)

Из анализа выражений (3.10) и (3.11) следует, что возраст ма­
териала существенно влияет ни значение критической силы.

На фиг. 1 приведен график изменении критической силы дли­
тельной устойчивости в зависимости от возраста материала по фор­
муле (3.10) и кривая изменения мгновенной критической силы по фор­
муле (3.11). Кривая X(t) разбивает область мгновенной устойчивости 
1Т1АВ на две зоны. Зона I — и,CD представляет собою всё много­
образие тех значений сил, которые, будучи приложены к стержню, 

Н
I /N=P=(f)? EJ zN֊֊PU)x^)?E(t)J

D

Фиг. 1.

Нс вызывают потери его устойчивости при любой продолжительно- 
• •и воздействия. Эту зону назовем зоной длительной устойчиво­
сти. В этой зоне силы могут меняться во времени по любому за­
кону, лишь бы их значения не переходили границы зоны CD и тог­
да длительная устойчивость будет обеспечена. Все те значения сил. 
которые находятся во второй зоне, могут действовать только крат 
коврем'.-нпр, ибо при их длительном воздействии стержень немину 
емо теряет устойчивость, поэтому эту зону будем называть зоной 
мгновенной устойчивости или зоной неустойчивости, если речь 
идет о длительной устойчивости.

Из' фигуры 1 видно, что по мере старения материал упрочняет­
ся и его несущая способность возрастает и в пределе при է ֊> сю, 
Гэгестия VI. № 2-4
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т. с. для старых материалов достигает величин N , (со) = 1-ад»

н P,M=(t-Yb.I. пь

Особенно сильно влияние возраста мате риала на значение кри­
тической силы длительной устойчивости сказывается в молодом 
возрасте.

•1. Устойчивость центральное жатого стержня, имеющего 
одну ось симметрии поперечного сечения. В этом случае в уравне­
ниях (2.5) нужно положить а> = 0 и М, = Му = 0. тогда уравнения 
устойчивости примут вид:

[Py(t)֊N]A(l)-i֊r(Py(l)-F(t)N)A(t)«=O,

Ա\ (է) NJB(t) |-r[Px (t) F(t)N]B(t)֊H« NC(l)4-F(t)flx C(t)=O, 

r’|P...(t) NlQtHYlP (0 Ht)N]C(t)+a։NB(t)+F(t)a։B(t)=O.

(4.1)

Таким образом, первое уравнение отделится, а два остальные 
уравнения (4.1) составят систему.

Первое уравнение имеет то же решение, что н к предыдущем 
случае.

Для решения двух остальных уравнений поступаем следующим 
образом: исключая B(t) и B(t) из (4.1) н разделив их. получаем:

B(t) _ Y[T«(Pg -N)(N, -N)֊a;N-lF(t)C(t)4- 
B(tj ՜ [r(P.O-N)(PX —N)—a;N’]C(t)H-

-Fr-Fg(t)(r(i\^ -N)(Nt — N')—a;.\,J]C(tj 
4-rF(t)(r’(N -N)(P։ -N)֊a;Nr-|C(t)

Интегрируя это уравнение, находим:

Wtl=C f f exp I՛' _ rfr’(P.-NXN» —N)—a, N«lF(l)C<t) Ւ

U I J (r:;p -NXP.֊N)-a;N’|C(t)+

T*F*(0[r*(N- —N)(N, -X)-3iN’]C(t) dl | dt (4 :))
rF0)|r*IX'.֊N)(P. —N)—a;N։)C(t) J

Из определения критической силы длительной устойчивости 
следует, что числитель подинтегрального выражения (4.3) должен 
равняться нулю, т. е.

[т’(Р...—N)(N, -N)-a;N;|C(t)4-YF(t)[r5(N N)(N\ —N)—

-a;N’|C(l)=0. (4.4)

Отделяя переменные в (4.4), после интегрирования, получим:!
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С(п=с f j ехр f - dt 1

*1
В силу условия длительной устойчивости имеем:

r*(Nvl -N)(NX -N)-ax№=0, (4.6)
Откуда

= -NJr^i-k' (Nx -N...Fr*֊-4N\ N„ r3(r*-a;) (4 7)
2(r aS).

где X\ и X определяются по формулам (3.10).
В этом случае также можно написать связь между критически 

ми силами длительной и мгновенной устойчивости в форме:

(4.8)

5. Успюйчибость центральное жатого стержня, не имеющего 
чсеа симметрии поперечного сечения. В этом случае, полагая н 
уравнении (2.5) AJX = Му — U, получим уравнения устойчивости в виде:

(Р> -N)A(0+T(Py -F(t)N]A(t)-ay NC(t)-rF(t)ay X'C(i)=0,

(P, -N)B(tHY[P« -F(t)N]R(l)4-ax NC(0+rF(t)ax NC(t)=0,
(5.1)

r:(P- -N)C(t)-rYr’[P.. —F(t)N]C(t)- a yNA(t)-TF(t)ay A(t)+

4-ax NB(t)4-rF(t)ax B(t)=O.

Для решения системы (5.1) из первого и третьего уравнений 
определяем A(t), а затем A(t).

Разделив полученные результаты и интегрируя, получим:

А Г _ F(t)M,(P.,,Ny , N)C(t) ?F»(t)M2(N.„ ,N>- .K)C(t)- 
E?', = L‘ exp J M,(P„ ,P, ,N)C(t)+F(։)M,(N... P, ,N)C(t) —

'։ *
-Q։(Ny,N)F(t)[B(t)-F(t)B(t)| J (5շ)

К -QUP^NHBdJ-FCtlBd)] dt < dl’ (°J)

rxe Mi(Pw, Ny, NH(N-P.)(N-Ny )-a?№,

M։(N.,Ny,N) = ra(N N )(N-Ny)֊3;№. 
Q,(Ny,N)=a։N(N-Ny).

Mj'P. ,Py, N)=ra(N-P„)(N-Py )-a>\

M4(Nei.Py. N)=r’(N-N... )(X -Py ) ay№.
Q2(Py, N)=axN(N-Py).
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Применяя критерий длительной устойчивости из выражения 
(5.2), получим:

М,(Р.И, Ny, N)C(t)-j-F(0M2(N..?, Му, N)C(t)—

-Qi(Ny, N)lB(t)—F(t)B(t)]=O. (5.4)

Исключая из (5.4) и второго из уравнений системы (5.1) В(1) 
и B(t), после интегрирования находим:

B(I) = C. f { exp Г ֊
J ' J . P,..Ny, N)C(t)+
•I -

dt 1 dt
4-F(t)Mlv(N„։Ny,Px,N)C(t) J

где M'(P,., N,, Ny. N)=r'(N-P.)(N-N, )(N-Ny )֊

-a,№(N—Nx )-a;№(N-Ny ),

Nx.N, , N)=r’(N-N„.)(N֊Nx )(N-Ny )—
-a^lN-N, )-a&(N-Ny),

M"’(P.„, P, , Ny, N)=r>(N-P...)(N-Px )(N-Ny )- -
—a|N(N—P։ l-ajNtN-N,),

MIV(N.. Ny , P։, N)=r’(N—N. )(N—Ny )(N-P. )—

—a?N(N—P. )—a,N(N—Ny).

Пользуясь условием длительной устойчивости из (5.5). получим 
уравнение, содержащее только функцию C(t):

M'(P.,N, ,Ny,N)C(t)+F(()M"(N..,, N։. Ny,N)C(t)=0, (5.7)
интеграл которого есть

С(1)=С։ схр [ - F(t)dl 1 dt. (5.8)
J I J М'(Р.„, N., Ny , N) I

Т1 - 
откуда имеем следующее уравнение для определения критической 
силы длительной устойчивости:

ЛЛЧ., Nx ,N:. ,N)=rXN-N«)(N-N։ ){N- Ny )-

. a;.№(N֊Nx )֊8*N* (N - Ny) = 0. (5.9)

В этом уравнении N..., , Ny определяются по формулам
(3.10).

Таким образом, зная значение критической силы мгновенной 
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устойчивости, критическую силу длительной устойчивости можно 
определить по формуле:

Р Р
N = Vm =---------  ----ь-йГ՜ ’ <5Л0)() 1+ф(1)Е(П-֊У -

где X—критическая сила длительной устойчивости, 
Р—критическая сила мгновенной устойчивости, определяемая

методом строительной механики [ I ].
F(t)—коэффициент, определяющий влияние па критическую силу 

длительной устойчивости возраста и свойств ползучести материала.
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unif/t ml. tint Д/ յան ,քեհ էլա րւլ шг/if ած "հ ախադ ր յա/ներp, այն կ' Л ո ղ ft /, գ ր ա դծ ի 
ան tft ո փ ո քո ե / քւ ո ւ fj j и Հհ ր. սեկուսրիալ մակերեսների որենյւր ե այլն։

Հոէկք. օրենյլի փոխարևն ոդւոաւլործ if ած I՜ նյութի Л ե ր ա г/ if "Հհ մաոան- 
դակահ տեսության ււրենյւր, ւքեր^ինս ա р ա uruu յա if ո ւ if Լ նրանում, որ լար֊ 
ման և ![ եփ" pif tup fnn'ht, ր ի if f^lt հւլած կապր uipifiii.if Լ ինտեգրալ կախման 
ձևաք, ifքւ կախու մ, ՚44> ^շւքք. է ասն nt if քէնչսլեւ! նյութի սորլյւր, այնպես 
է[ նրա ши ս/ձգ ականու թ յան tffitf.ui լի էի ո փ էէ խ ա կ ա'հ ո i.fl յ ո ւն ր ։

ԿրիաիկակււՀհ ուժ ի համար (սրի գևսլրոհմ կորչում Լ կա յ ոմհ ու թ յան ր) 
գանւքած Լ ա ր ա ա im ւ ւս ո ւ թ լ и ւ “հ նյութի հասակից կախէքած։
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА
Т. Т. Аракелян

Расчет балок на сплошном грунтовом основании

I. Интегро-дифференциальное уравнение изогнутой оси балки. 
Рассмотрим-горизонтальный призматический упругий брус, опираю- 
•дипся но всей длине на податливое водонасыщенное и однородное 
грунтовое основание.

Нагруженная балка деформирует грунтовое основание в каж­
дой ее точке. Соответственно этому, в каждой точке балки дей­
ствует реакция основания, интенсивность которой, в общем случае 
меняется от точки к точке.

При определении интенсивности реакции грунтового основания 
будем отличать перемещение, вызванное мгновенным воздействием 
нагрузки, от перемещения, получаемого в результате продолжитель­
ного действия нагрузки.

В первом случае, как показали исследования Я. А. Мачерета 
[I) н В. А. Флорина [2], в самый момент приложения нагрузки, 
грунтовую массу (водонасыщенпые глинистые, грунты) можно рас­
сматривать как линейно деформирующуюся среду с коэффициентом 
Пуассона р = 0,5.

Поэтому можно принять реакцию основания пропорциональной 
осадке основания в данной точке.

Будем рассматривать мгновенную осадку как упругую, и обо- 
••начим ее через 3(х,0).

Механизм осадки основания при продолжительном действии 
нагрузки по разному был моделирован отдельными исследователями.

Т. Э. Проктор, принимая грунтовое основание как упругое те­
ло. сводит решение задачи об изгибе балки к решению некоторого 
интегрального уравнения.

Связь балки с основанием 15. II. Жемочкин [3] заменяет не­
сколькими абсолютно жесткими стержнями, усилия в которых оп­
ределяются методом сил; при этом усилия принимаются как реакции 
грунтового основания.

Расчетная схема грунтового основания М. М. Филоненко-Бо- 
роднчем |4| представлена в виде ряда вертикальных пружин, кото­
рые поверху соединяются горизонтальной нерастяжимой нитью с 
постоянной натяженностью. При определении перемещения основа­
ния он исходит из дифференциального уравнения равновесия указан­
ной нити.
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I? действительности же деформации водонасыщевных глини­
стых пород далеко не выражаются вышеприведенными расчетными 
схемами.

Деформации грунтового основания можно определить исходя 
из теории прямолинейной консолидации грунтовой массы, что и по­
ложено и основу пашей расчетной схемы для изгиба балок на грун­
товом основании.

Положим, что внешние силы действуют в вертикальной плос­
кости симметрии сечения балки и, что реакции основания возника­
ют также при отрицательных перемещениях балки. Силами трения 

• или сцеплением между основанием и балкой пренебрегаем ввиду их 
незначительности.

Расположение координатных осей, размеры балки, внешние си­
лы и схема основания показаны на фиг. 1.

Фиг. 1.

При 1>0 интенсивность реакции основания зависит от времени 
է и координаты х. Обозначим ее через q(x,r).

Тогда перемещение произвольной точки поверхности грунта 
основания или оси балки в любой момент времени է определяется 
формулой (6|:

8k С*(x,t) = -Է- ( ц(хЛ) У с d;+3(x,0),
о Т-1Л-

(1.1)

где к0—коэффициент фильтрации грунта основания,
Ьо—ширина балки,
հ-удельный вес фильтруемой воды,
И высота уплотняемого грунта основания,
с—коэффициент консолидации грунта основания.
Для определения интенсивности реакции основания исходим из 

дифференциальной зависимости между перемещениями оси балки и 
интенсивностью сплошной нагрузки. Интенсивность внешней сплош­
ной нагрузки и жесткость балки обозначим через q.,(x) и EI.



Расчет балок на сплошном грунтовом основании 57

Тогда будем иметь:

EI Эх7՜ = С|(хд)’ (12)

Исходя из (1.1) и (1.2) и заметив при этом, что

El £т [2(x,O)J = q0(x) - q(x,O),

преобразуя найдем
I q(x.l) = q(x,0)֊^ (^[q(x,5)|V е V 'd;. (և3).

0 Հ ' V —1,3...

Таким образом, определение интенсивности реакции основания 
сводится к решению интегро-дифференциального уравнения типа 
(1.3). Под действием мгновенной нагрузки задача сводится к изгибу 
балки на упругом основании.

2. Общий интеграл интегро-дифференциального уравнения (1.3). 
Будем искать решение уравнения (1.3) в виде произведения двух 
функций,-одна из которых зависит только от х, а другая толь­
ко от է:

q(x,t) = X(x)T(t). (2.1)
Внеся (2.1) в (1.3), получим:

ори. о 1с 1 ср—»iX(x)T(t) = Х(х)Т(0) - & Xlv(x) т(а у; е h ' d5.
V v-։,3_

Отделив переменные, будем иметь:

ThT Т(5) е d?

Х(х) _ У ՝֊-,.3.„
X‘v(x) = Дб)֊Т(!) (2֊2)

Здесь левая часть зависит только от х. а правая—только от ։. 
Очевидно, это возможно, когда левая и правая части уравнения 
(2.21 в отдельности равны одной и той же постоянной величине, ко­
торую обозначим через ճ__ •

Тогда из (2.2) имеем:

Xlv(x) —* Х(х) =0, (2-3)

8EIk а4 С “ v* I՛ -1 c(i—
T(t)«=T(O)-^b'“. Т(5)е dt (2.4)
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Соответственно бесконечным значениям параметра «; неизвест­
ные функции Х(х) и T(t) получают свои соответственные X, (х) и 
Г> (է) значения, каждое из которых представляет собой частное ре­
шение уравнения (1.3). Взяв сумму бесконечного числа частных ре­
шений, получим общий интеграл (1.3) в виде:

■»
q(x,t) = V X, (х)Т, (է). (1.5)

1-1
Отсюда при է = О, г. е. для упруго-мгновенной задачи, имеем:

ас- 
q(x.U) = V X, (Х)Т1 (0).

1-1

Для упругого основания, как известно, принимается

q(x,O) = ко(х.О), 

где к- так называемый мгновенный коэффициент постели грунтового 
основания.

Тогда из последних двух соотношений получим:

5(х,0)= -'-У х։(х)Т, (0). (2.6)
К 

1-1

Отсюда следует, что условие для определения произвольных 
постоянных функции Х= (х) совпадает с теми граничными условиями 
функции о(х.О), при которых значения последней или ее производ­
ных обращаются в нуль.

Таким образом, решение интегро-дифференциалыюго уравнения 
(ԼՅ) сводится к решению обыкновенного уравнения (2.3) и инте 
трального уравнения Вольтерра (2.4).

Общий интеграл линейного дифференциального уравнения (2.3). 
как известно, будет:

Х(х) = CjSin ֊լ j-Ւ cjcos ր -|- c .sh լ- 4- c։ch — • (2.6)

Здесь cJ։ с..,, c5, С; -произвольные постоянные, а а —некоторый 
параметр.

Для определения постоянных сх, с... с3, с4 и параметра а следу­
ет использовать граничные условия балки в каждом случае. Эти 
условия зависят от способа крепления и нагрузок концов балки.

Например, в том случае, когда оба конца балки защемлены 
(заделаны) на жестких опорах, граничные условия выражаются от­
сутствием прогибов и поворотов сечений на опорах, т. е. имеем:

5(0,1) = 0. Л|5((М))-0,
С/ А

8(0) = 0, 4֊ (8(0)1 = 0. (2-7)
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Условиям (2.7) должно удовлетворить уравнение (2.1) в любой 
момент времени. Поэтому

ад = о, ^[х(о)]=о,

о <2-8>
Х(/) = 0, ֊[Х(0]=0.

На основании этих соотношений, из (2.6) находим:

с2 4- с4 = О,
<և + Գ = 0, (2.9)

c։s։na ֊}- c«cosa 4- c3sha — c,cha = О, 
qcosa c2sina caC-ha qslia = Չ.

Решая эту систему однородных уравнений относительно про­
извольных постоянных, получим:

Պ -= ֊ с3 = 1,
sina—sha с.. — — ct =--------- - •cosa—cna

Из последних двух уравнений (2.8), исключая произвольные 
постоянные с։, с2| с. и с։, найдем

cosa-cha—1.
Это трансцендентное уравнение и служит для определения 

значений параметра а. Значения корней этого уравнения обозначим:

ai> $з> • • • (i = 1,2,... оо). (2.10>
В соответствии с 31 ими корнями будем иметь следующую си­

стему фундаментальных функций

. a, X , «i X . . «I X . . «յ X /л 1 1 \Xi (x)s=Cnsin-j—j-cacos-y—hc3,sh y—-f-c^ch • (2. II)

При этом из (2.4) следует

V. -”(н֊Гс<‘-5)
Т, (?) Vе d;+Ti (0). (2.12)

V=J,3...

Функции (l.l l) и (2.12) являются решениями уравнения (1.3) 
при произвольных значениях постоянных Си, с-д, Сзь и oq . Сумма 
таких решений также будет решением уравнения (1.3). Поэтому, 
как уже было указано, общий интеграл уравнения (1.3) можно напи­
сать в виде:

q(x,t)=V Х,(х)Т|(1). (2.13)

8Elk։.at‘
T'(t)=w
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Покажем ортогональность функций (2.11) при различных ком­
бинациях условий закрепления концов балки. Как известно, при 
этом должно иметь место соотношение:

է

( Xi (x)Xj (x)dx = 0 при «т- J. (2-Н)

Функции Xi (х) и Xj (х) удовлетворяют уравнению (2.3), т. е.

хГ'(х) -^֊ X«(x)=0. (k = i,J).

Внеся эти значения в интеграл (2.14), получим:
I

[4 ~ т} J Xl (x)Xi fx)llx = 
u

Xl(x)-Xj։v(x)-Xj(x)Xi‘v(x) dx.
(2.15)

Интегрируя по частям первый член подинтегрального выраже­
ния, получим:

xSv(x)-Xj (х)Х!՝(х) (lx = X, (x)XHx)--Xi(x)X;(x)4-

i

+ X|(x)Xj (x)-Xi'toXj (x) - (2.16)
о

Как при вышеуказанном, так и при других возможных услови­
ях закрепления концов балки, все члены правой части (2.16) обра­
щаются в нуль.

Таким образом, фундаментальные функции (2.6), удовлетворяю­
щие возможным граничным условиям, являются ортогональными.

При 1 = 0, т. е. при мгновенном действии нагрузки, решение 
уравнения (1.3) должно совпасть с известным решением упруго-мгно­
венной задачи. Из этого следует, что значение функции

q(x.O)
нам задано или может быть получено в результате упругого 
расчета. Согласно (2.6), имеем:

ОО 
ко(х,0)=- У Xi (xJTt (0). (2.17)

1-1

.Умножая обе части этого равенства на X, (х) и интегрируя в 
£1ределах от 0 до /, в силу соотношений (2.14), получим:
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I '
к j S(x,O)Xi (x)dx = Ti (0) ( Xf(x)dx,

0 Ա
откуда

l
к ]’ 5(x.0)Xi (x)dx

Ն (0) = ——t-------------------- . (2.18).

( X?(x)dx
*0

Непосредственное вычисление интеграла, входящего в знаме­
натель (2.18), в некоторых случаях требует громоздких выкладок: 
и этих случаях, как известно [5], удобнее пользоваться следующей 
формулой:

(2.19)

Теперь соотношение (2,18) окончательно запишется в виде:
/

к 6(х.0)Х, (x)dx
Т, (0) =

<1 (х) 2Х1\х)Х1(х)-г
(2.20)

Таким образом, определяя величину Т, (0) и подставляя в (2.12), 
можно получить решение интегрального уравнения Вольтерра (2.12).

Обозначая постоянный коэффициент этого уравнения через

получим:

SEIkfrtxf 
yhb0Z4

‘ ст. _Vj(= j:c||-^) 
Т|(։)=Т|(О) + Д \Ti (?) уе

; v-

(2.21)

(2.22)

Как известно [G], решение этого интегрального уравнения Воль­
терра есть:

ст. з ’2!
few_Т1 (0) [֊^ +լՏ (՛ - Wbd * *հ:՜ ՚ (2 23)
Լ bi = 4^- ■ c=} ■ (2-24)ос fa

Հ,—корни трансцендентного уравнения
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Общий интеграл интегро-дифференциального уравнения < 1.3) 
запишется в виде:

VTi(0) 
i-l

- х . «I х , , а,х ,
Си Տ1Ո у- ֊; CjiCOS ------ J- C.hSll (

+ У] [-^L- + 3 Ճ ( 1 ֊ ֊Б, ) 6 1Р ] •

Здесь произвольные постоянные определяются в соответствии 
с граничными условиями изгибаемой балки. При этом, как не труд­
но заметить, влияние внешней нагрузки выражается через функцию 
о(х,0), входящую в соотношение (2.20).

3. Определение произвольных постоянных. Рассмотрим прак­
тически возможные граничные условия закрепления концов балки. 
Начало координат совместим с каким-либо концом балки так, что­
бы абсциссы начала и конца балки были х = 0 и х = /, где / — дли­
на балки.

1 случай—балка на сплошном грунтовом основании с шарнирно 
закрепленными концами на жестких опорах. При этом перемещения 
в опорных сечениях н изгибающие моменты на опорах равны нулю, 
что накладывает на фундаментальную функцию следующие условия: 

Xi(0) = 0, Х"(0) = 0,
w՛1) 

X. (/) = О, X» (/) = 0.

Внеся эти условия в (2.5), найдем:

С| փ 0 примем сг — 1

С. = С, = с4«0, (3.2)

Sinai =» 0.

Корни последнего уравнения будут

«ւ =»-Խ, (i = 1,2,... оз). (3.3)

В соответствии с (3.2) и (3.3) в этом случае фундаментальные 
•функции будут:

Xi(/) = sin (3.4)

(i = 1,2,... со).
11 случай—балка на сплошном грунтовом основании с защем­

ленными концами на жестких опорах. Перемещения и поворот кон­
цевых сечений равняются пулю, что приводит к условиям
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Х։(0) = 0. х!(0) = 0, 
Xi(/l«O. Х((/) = 0.

На основании этого находим:

с, = -Գ = 1,

Sina; — sha, 
cosa; — cha.

(3.5)

(3.6)

2i+ 1

Тогда
v > 4 . a։ x , a.; xXj (x)==$in . — sh — sina; — sha, 

co$a, chai
/ a.;X , iiX \
(cos i -ch~r)- (3./)

Ill случай- балка co сводными концами лежит на сплошном 
грунтовом основании; это означает отсутствие перерезывающей си 
лы и изгибающего момента на концах балки. Фундаментальные функ­
ции должны удовлетворить условиям

Xi'rO) = O, Xi(0)=(), 

Х.(/)=0, Х-(/) = 0.

В силу этого будем иметь:

с, *с,= 1,

= с Sina, — shaj
Cosa( — Cha,

(3.8)

(3.9)

а. -г I
9

v v . a( x a, x sinat — sha։ / a, x , . at x\ ... ,Л.X։ (x) = sin- sh-y-------------- ։------- cos֊. -4-ch-֊֊ • (3.10I I cosat —cha( \ I I ) v

IV случай—балка лежит на сплошном грунтовом основании; 
один конец шарнирно закреплен на жесткой опоре, а другой—за­
щемлен также на жесткой опоре. Отсутствуют: перемещения и из­
гибающий момент на одной опоре, перемещения и поворотсечения- 
на другой. Эти граничные условия приводят к следующим соотно­
шениям

X, (0) = 0, Xi (0) = 0,
(3.11)

Xi (/) = 0, Х,(7) = 0.

При этом для произвольных постоянных и параметра а, полу­
чаются следующие значения

с։ = I,
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с2 = с, = 0, 

sina, 
Сз sh«i * (3.12)

a-, — 4i 4֊ 1
4

Фундаментальные функции будут:

v , , .ax sina; «1 хXt (x) = s։n7 --ih^sh—• (5.13)

V случай —балка лежит па сплошном грунтовом основании с 
одним свободным в другим защемленным концами на жесткой опоре. 
Поместим начало координат на защемленном конце. Граничные ус­
ловия для фундаментальной функции дают

X, (0) = 0, х; (0) = о,
(3.14) 

Х| (/) = (), Xi(/)=0.

Для произвольных постоянных и параметра а>. получим:

с, = ֊с:;=1,

2i - 1
ՀՀ-. —------- ~

1 2
Фундаментальные функции в этом случае будут:

v / \ . ai х .а. х shaj — sinai / сц х .a, х\Xi(x) = sin sh-֊------- т— ------------ cos —----- ch-,— -I I chaj — cosa, Լ I I )

VI случай- балка с одним свободным и другим шарнирно-за­
крепленным концом на жесткой опоре.

Поместим начало координат на шарнирном конце. Граничные 
условия приводят к уравнениям

X| (0) = О, Xi (()) = 0, 
(3.17)

Xi(/) = 0, Xi (/)=-().

Произвольные постоянные и параметр получаются

с, = с4 = 0, (3.18)
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Фундаментальные функции будут

* .. . . . а. х , sina- . а, х ...X, (х) = sin - - 4- -г֊- sh . • (3.19)i- sijc&i i

Таким образом, в любом случае граничных условий для опре­
деления независимых произвольных постоянных получаем систему 
однородных уравнений. Приравнивая нулю детерминант этой систе­
мы получаем трансцендентное характеристическое уравнение для оп­
ределения параметра а. , корнями которого в каждом случае опре­
деляются фундаментальные функции.

Примененные здесь фундаментальные функции поперечных ко­
лебаний балок впервые были использованы для расчета призмати­
ческих оболочек произвольного очертания В. 3. Власовым [7|.

Шарнирно-опертая балка под действием треугольной на­
грузки. Балка на сплошном грунтовом основании с шарнирно-за- 
крепленными концами на жестких опорах нагружена сплошной тре­
угольной нагрузкой (фиг. 2).

Чх>())=ц * , 
k I / V?(a0/)—V5(a0/)

где k-коэффициент постели упругого основания при мгновенном 
действии нагрузки, V—функции Пузыревского, имеющие следующие 
•значения

V։(au0 = —— I cha0/ sina.,/ r shaj-cosa»/ | >
1' 2 Լ / (4.3)

V:,(«.,/) = - ' - ( clia0/-sina0/ —sha07-cosa0/j •

Известия VI, № 2—5
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V։(a..x) :ох • sinaox ֊՞ shaox • Cosa0x
(4.3)I 2

;ox-sinaox sha,x -cosa^x

Здесь «о =
к

4EI ’

Внеся (4.3) в (4.2), после преобразований получим:

о(х,0) = 9^ х
Z ՜

2(chg0/-sin«0Z-chaox տiina0x-f-sh«0/՝cosx0l-sh«ox• cos«0x)
Sh2a ,Z-sin2a„Z (4.4)

Фундаментальные функции в этом случае будут (3.4):

V ( ч . irxХ| (х) — SH1 у.

Согласно (2.17), для Т; (0) имеем:
/

1кх .n y-dx

т, (0) =----- -------------
f sin’ ~ dx

(4.5)

Вычислив входящие сюда интегралы, для знаменателя будем иметь:
/

_ inx . /տյո2 { dx =у
I

1 inx J . _ inx
2 I 4 Տ1Ո- Z (4.6)

<»

Для числителя получим:
t

i '>(х,0) sin dx = -y
' К /

о

2(cha0Z sina, Z-cha|X-Sin^x-b sha0Z-cosa,Z-sha1)x-cosa.>X) . inx , 
-----------------------—----------------------------- sin -Tdx

Введем обозначения 
i 

Լ = xsin dx, 
J a
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I I
Հ Г . • , ir’x . 1 С °0' i"X
li = | Ch«ax-$inaex-sin — dx = ՜շ՜ | e sina^x-sin — dx-f֊ 

O и

I
I f -֊«•* , inx I

-r — J e s։nadx-sin — dx =T7 (Լ + U). (4.7)

О /
h= I sha0x-cosa,x-s։n ֊X-dx =-i- ( e cosa0x-sindx —

Kia o’

I
1 C inx 1—9՜ I e cosa0x sin-y—dx = (1; —Լ).

Находим:
I

dx =•— !-y------—5—7—^-5—7- [ (b 4* bkha^/ sina,,/ —
/ к I I sh2a0/-s։n'2a0/ |

-Hlj l4)sina0Zcosa0/ (4.8)

Далее имеем:



Диалогичным образом получим:

• 2i: ֊ -4aj у j sin^.Z-t^a cosa,/ Г* (4.12)

Из (4.11) н (4.12) находим:

—. (4.13)

Зная, что
<ir;z. xsin у- = -i- sin (z —; 7 | x-Sin | z — i 7 j x j . (4 |)

для днух остальных интегралов получим:
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Внеся (4.6), (4.9), (Հ13) и (4.16) в (4.8) после некоторых преоб­
разований окончательно получим:

■г. (0)=; I)1 ir.q, [р- + ‘г -2stS)cth«of-tg</ +

I /1
4- l-j’ ctga. 1—2Հ,շthxj4֊2хй I — Ay j- (4.18)

Таким образом, в рассматриваемом случае окончательное вы­
ражение интенсивности реакции основания, согласно (Չ.24), будет:

(-l)'i |(^ + -2« )ctha0/.(fiV +

]7J-
/2- cta0/ — 2%?,ctha0/ /

b, 
bi COSJAjh

h3 . -ix 
Sin ֊շ ֊ (4.19)

где Elkoh«i c = M l-t-s) 
z’ycbj4 ya

Հ -- корни трансцендентного уравнения

Исходя из полученного значения q(x,t) легко определить 
остальные элементы изгиба балки.

Опорные реакции левой и правой опоры

A(t) = + I У —֊ (sinri֊-Ki)T, (1), (4.20)
!'• 1

/ Х 1
---- _Sj. (Sin-i—7:icos~i)T, (է), (4.21)

1-1
перечная сила

Q(x,t)= Յք ֊ - I V J- [siniti-zisin T, (է), (4.22)

է- I

гибающий момент

M(x,l) =—■ .X —х’+/У —jp ( xsiiizi—/sin у֊) I՜, (է). (4.23)
1-1
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/' \ i“X_ SII17C1__ COs֊r

Используя граничные условия
5(0,է) =0 и 6(/,է) = 0 получаем угол наклона

= ”ЕГ իձճՕ ~ 12 Чо!х' ՜՜շ4՜4°՜7 Հ։ Լ՜յշ ՜ 
։-ւ

т (է) I . (4.24)

Перемещения балки

։ | 7 . । . . , 1 X՛ 6/ vi ։ /
о(хД) _ ‘ зб 4 -х ’ 12(.։ч" / S? -j Г Iх ՜

1-1 • ՝
-Гх } sinr.i - 2-’.։. sin ֊֊ Т| (է)} • (4.25)

Примеры, подобно приведенному։ можно разнообразить, при 
условии, чтобы для них существовали решения упруго-мгновенной 
задачи.
Ереванский политехнический Поступило 18 VI 1952
институт им. К. Маркса ЛИТЕРАТУРА
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քժ*. X. IJ.it uipiqtiuG

ԳՐՈհՆՏԱՅՒՆ ՃԱՄԱՏԱՐԱԾ ZbHWSUUb ՎՐԱ ԴՐՎԱԾ 
ճեԾԱՆՆեՐՒ ՃԱՇՎԱՐԿԸ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ
զոդված rn_U տրված Լ դրւււնտային համատարած հ իմն ւաո ակ ի վր ա 

դրված հեծանների հաշվարկր։
Գիտարկելով հադե/յած ե նստվածրի են ի1 ակա հ ի1էե ատ ակի

րքրունաի վրա ամրէէդ^ ե ր կ ա րո ւ թ յս/մ ր հենված պրիզմատիկ տււաձղական 
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հեծանի ծոա մը, էեգինակր ա ա ր րե րո ւմ կ հեծանի ե գրունտի աե՜ղաւիո- 
խ ո լւքե ե ր ր րեոի ակն ի! ա ր թ ային ու in հական ու yy ե у ո ւ // յ ան դեպքում г

Փո րձեր ր դույր են տվել որ աոաջին դեպքում գր ոՀերո ա յ ին
tf ասսան կարելի կ դիտել որպես /у Л ա /նորեն գեֆրրմШу վալ մ իջավայր:

ք՚հդոՀհվոէ մ կ, որ ևրկէիաղ հ իէքեատակի գրունտի դե !ի ո ր մ ա у ի ա աարո 
հաւոկությոՀհր իրականա թյսւնն ւււոսւվել մոտ կարելի կ րնաթագրել րեո- 
նուվււ րված առաձգական -ւեծսւնի տղդեւյււէ թյուն ւոակ նրա ուղղագծային 
կոնսոլիդ шу իա յով :

է՚նդանելով վերոհիշյալ են թ աղ րու թ / ո Հհն ե ր ր , հի Uli инпՈէկի հակազդ­
ման ինտենս իվ ու թ յունը որոշելու համար ո in ա у վ ո ւ մ կ ^7.3^ ինւոերգո- 7 /' ՝Ւ 1“I' *Г| I աո ար ու. մ ր :

Անջատելով վւուիոիւականնե րր, այո հավասարման լուծ ում ր վերած- 
վոււ) կ tl ի }'1րրէ>[՚դ 1ամասևո սովորական դիէիե րեն у ի ա լ հավասար­
ման (2.3 ; ե մի ինտեգրալ Տ ա վ ա и ա ր մ ան (2,4} լ ո ւ ծ ո i.tlii ե ր ին г

Ունենtn1"վ (2.3) ՛հավասարման լՀհ у հ ան ու ր ին աե у ր ու լր . հեծանի սահ­
մանային ոլ այմ աննե ր ի у որոշվ ում էՀւ րէւծմա՝հ կամայական հաստատուն- 
ները։ Ւսկ СС щ ար ամե արր ւլտնվոլմ /, (2.3) հավաոարման լուծումր 'ներ- 
կ այ արն it у (2.3) ֆ ունդա մ են in ալ ֆունկր իանե ր ի у tliltniytlny իւա րակւոե՜ - 
րիոաիկ հ ա վ ասա րու մ fty ւ 11.յն ո ւ հե ա և որոշվում I; ՝հաե (2.4) ինտեգրալ հա- 
վասարման | (Q) անդտմր ե արվում Է նրա (2.20 J ընգհտնու ր ին ա եւլ ր in յ ր>

Այսէգիւււէվ, հետ ագստվny (1,3) ին աե գրո֊ у իֆերենу իսւլ հ ուվաnար tf ա՛հ 
րնգհանու ր ինտեւլրալր ներկա յարվում I, (2.25) էոեսքով:

Հո էրված ում րերվւսծ են նսւե հեծանի у ուն ա զան U ահւք ա’ե ա յ ին պայ­
մանների ւլեպրՈէ մ կում ւսյակտ՚հ հա սա ա աո ւննե ր ի ե У. ււլարամեարի ար- 
էէերներր։ ’Լերջում արված Լ I, ո ա՛հ կ / ւոն ի րեոով ր ե ւՀհ ա վո ր ւ( ած , կէքշտ հե­
նարանների 'll1"' հոգ ւււկապե րո>/ ամրարլվսւծ, դրունաույին համաաարած 
հ ի ifit աա ակ ունեէլորլ հեծ ան ի հաշվա րկր t

Ա>յդ օրինակիր պարգվում կ, որ արտաքին րեոի նե րդործ ութ յոլ*1ւն 
արտահայտվում /. ‘հույն իւն у ր ի աոաձդակոՀհ ակն թ ա րթ ա յին լհւծման it ի- 
Հու/ովք ք(նգ որում հեծանի ծ ո մ ւոն հաշվարկային it եծ ութ յուններր սւոաչլ- 
վոլմ են՝ կախված J ամ անակիր ե հեծանի հ իւէե ատակի գրունտի !իի դիկ"~
մ ե խ ա ն ի կ ա կ ա ն հատկու թ յ ttt ններ ի у •
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-Juip., pG. I, inLjuG, <j|iu>n»p. \zj ֊\ч, о, ]953 Физ.-мат.. естеств. и техн, науки

ОРГАНИЧЕСКАЯ ХИМИЯ

А. Т. Бабаян. Нина П. Гамбарян

Синтез 4,7-диметилхинолина

В работах А. Т. Бабаян и Н. II. Гамбарян [1, 2| был предложен 
новый путь синтеза соединений хинолинового ряда по схеме:

Н Н
N N

С1С 
I 

сп3 
и 

I
N z N

■СН; ZnCL

՜*1 I 1СН ^՜-l IJ
o=c ' Y

I CH,
CH,

Наряду с другими производными хинолинового ряда этим пу­
тем, исходя соответственно из .\’-(у-хлоркротил)-о-п -п-толуидина, 
были получены 4,8- и 4,6-диметилхинолины. Причем, как и следо­
вало ожидать, циклизация пара-изомера, для которого возможны 
два направления циклизации, идет с большим выходом (выход 4,6- 
диметилхинолина 820/в теории, а 4,8-диметилхинолина—72°/0). Каза­
лось, что в случае мета-изомера, где замыкание кольца должно об­
легчаться направляющим влиянием метильной группы, циклизация 
произойдет еще легче. С целью проверки этого предположения и 
была начата настоящая работа.

Оказалось, что в результате сернокислотного гидролиза N-(y- 
хдоркротил)-м-толудина получается не ожидаемый 4-(м-толиламино)- 

|бутанон-2, а непосредственно димегилхинолин (выход 16,9%,). По­
водимому, ход реакции остается таким же, как и в случае о- и 

I
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п-изомеров, т е, промежуточно образуется 4-(м-толиламино)-бутанон- 
2, который не удастся обнаружить из-за его быстрой циклизации 
уже в условиях сернокислотного гидролиза.

Промежуточное образование кетона подтверждается тем, что п 
условиях, способствующих именно циклизации, а не гидролизу, N'- 
(Т-хлоркротил)-м-толуидин дает только следы диметилхинолина.

В результате циклизации в условиях сернокислотного гидроли­
за, наряду с щметилхинолином, ввиду отсутствия окислителя, дол­
жен образоваться примерно в таком же количестве также и тетра- 
гидродиметилхинолин. Однако его выделение было затруднено тем. 
что он не дает в наших условиях пикрата (выход диметилхиполииз 
определялся по пикрату). Наличие в реакционной смеси также и' 
тстрагидродиметилхинолина подтверждается тем, что после окисле­
ния смеси содержание в ней диметилхинолина (ли пикрату) почти 
удвоилось (выход 27,5%).

Выход диметилхинолина в случае М-(у-хлоркротил)-м-толундннз. 
когда ход реакции оказался необычным, низок: основная часть X- 
(у-хлоркротил)-м-толуидина осталась неизменной. .Авторы надеялись 
получить диметил хинол ин с лучшим выходом, воспользовавшись 
другим, также указанным в работе (!) путем, а именно, дегидро- 
хлорировать исходный П-(у-хлоркротил)-м-толуилин, а затем гидра­
тацией ацетиленового амина получить 4-(м-толиламиио)-бутанон-.‘. 
или же, как это и имело место в случае N-бутиниланилина

непосредственно продукт его циклизации—диметилхинолин.
Гидратация N-бутинил-м-толуидина дала диметилхинолин с вы­

ходом 44,8% теории.
Относительно направления замыкания кольца у м-замещенных 

анилинов в литературе имеются разноречивые указания: Rist |3| ут­
верждал, что всегда получается 7-производное, a Decker и Remfry pl] 
считали, что циклизация идет двумя возможными путями, причем 
преобладает 5-производное.

В нашем случае замыкание кольца как в условиях сернокислот­
ного гидролиза, так и в условиях гидратации, происходит в пара- 
положение к имеющейся в ядре метильной группе, что было подтверж­
дено определением температуры плавления стифната получен­
ного диметилхинолина. Было выбрано именно это производное 
потому, что температуры плавления стифнатов обоих возмож- 
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вых изомеров днметияхинояина резко разнятся между собой (стиф- 
нат 4,7-днметилхинолнна плавится при 272°, а 4,5-диметил хино­
лина при 227е). Впрочем, возможно наличие следов и другого изо­
мера, так как температуры плавления стифната (267 ) и пикрата 
(227:) у нас несколько ниже указанных в литературе [5].

Исходный м-толуидин был получен не обычным многостадийным 
путем, а недавно предложенным методом .Minion'а (6|

N()2 NH,

с некоторым изменением его прописи. Было взято вдвое меньшее 
количество гидразина, причем в виде его сернокислой соли, а не 
гидрата. Это изменение прописи нс снизило выхода.

Экспериментальная часть
Получение ^-('(•хлоркротил)-м-толуидина. а. Смесь 77,6г (0,3 

моля) хлористого диметил-ди-(-'-хлоркротнл -аммония и 64,2 г (0.6 моля) 
м-толунднна нагревалась в течение 1<> ч. при 130—140'. Затем до­
бавлен раствор 25 г едкого кали. Верхний слой отделен, высушен, 
дважды перегнан.

Получено 30,4 г (75.9%) днметил-р'-хлоркротил)-амина, 38,5 г 
м-толуидина и 42,3 г маслянистой жидкости, кипящей при 128—128,5 
(6,5 мм)

df 1,0807, ոռ 1,5662. Найдено: MRD 58,612.
CUH:«NC1 i֊,. Вычислено: MRn 58,487.

0,1046 г вещ: 6.8 мл N.(674 .и и, 19՝)
Найдено %: \ 6.71.

CuH14NCI. Вычислено °,.: N7J6.
Выход \'-(у-хлоркротил)-м-толуидина, считая на соль четырех- 

ымешенного основания,—72 с, считая на израсходованный м-толуи­
дин -90%.

б. К смеси 60,6 г м-толуидина и 34,У г 1,3-дихлорбутена-2 при- 
I Сделен раствор 25 г едкого кали. На следующий день верхний слой 
отделен, высушен, перегнан. Получено 36.2 г не вошедшего в ре­
акцию м-толуидина и 36.0 г (66%) N (у-хлоркротнл)-м-толуидине 
с. т. кип. 128 — 129° (6.5 мм).

Сернокислотный гидролиз ^-(‘'-хлоркротил}-м-толуидина. К 
12,1 г М-(у-хлоркротил)-м-толуидина добавлено, при охлаждении и 
перемешивании, 40 мл кони, серной кислоты. Выделение хлористо­
го водорода слабое. После 12 дневного перемешивания реакционная 
смесь нейтрализована содой и экстрагирована эфиром. После отгон­
ки эфира осталось 11 г жидкости, нс дающей осадка е семикарба- 
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зидо.м и содержащий 15% (по пикрату) диметнлхинолииа. Выход 
диметнлхинолииа 16,9% теоретического.

Пикрат, дважды перекристаллизованный из ацетона, плавится 
при 227° (по литературным данным |5|, для пикрата 4,7-диметнлхино- 
л и на—230'՜', а 4,5-д и м ет и л х ииол и н а —233е).

0,1022 ? вещ.: 0,1984 г СОе 0,0360 г И,О 
Найдено %: С 52,94 II 3.91

Ci;H|։N։O7. Вычислено %: С 52,85 Н 3,63

Температура плавления стифната, перекристаллизованного из 
нитробензола,—267°, (по литературным данным [5]. для стифната 4,7- 
лиметилхинолина—272\ а 4,5-диметилхинолина—227е).

0,98 г жидкости, получившейся при сернокислотном гидролизе 
14-(у’хлоркротил)-м-толуидина, подвергли окислению, для чего 10 ч. 
нагревали на водяной бане в смеси с 0,15 г хлористого цинка, 1.25? 
хлорного железа, 0,5 мл конц. соляной кислоты и 11 мл спирта. 
Затем реакционную смесь охладили, подщелачили и перегнали с 
водяным паром. Перегон экстрагировали эфиром. После отгонки 
эфира осталась жидкость, давшая с пикриновой кислотой 0,59 ? 
пикрата ст. пл. 227 . Общий выход диметил хинол ина- 27,5° о теории.

Н еп осредствен н а я ц и к л изация N - (у- хл орк рот пл) -м-т олуиди на. 
Смесь 0,98 г 1Ч-(у-хлоркротил)-м-толудина, 0,15 г хлористого цинка. 
1.25 г хлорного железа, 0.5 мл конц. соляной кислоты и И мл 
спирта 10 ч. нагревали на водяной бане. Затем реакционную смесь 
охладили, подщелачили и перегнали с водяным паром. Перегон экс­
трагировали эфиром. После отгонки эфира оставшаяся жидкость да­
ла с пикриновой кислотой 0,02 г пикрата с т. пл. 227 '. Общий выход 
диметнлхинолииа —1% теории.

Получение Ы-бутинил-м-толуидина. Смесь 13,3 г \-(у-хлор- 
кротил)-м-толуидипа, И г едкого кали и 15 мл абсолютного спир­
та в течение 16 ч. нагревалась на водяной бане. Затем, разбавив ре­
акционную смесь водой, экстрагировали ее эфиром. После отгонки 
эфира продукт перегнан в вакууме. Получено 7,25 г (67° й) жидко­
сти, кипящей при 134՞ (4.5 мм).

elf 1,0025, пв 1,5620. Найдено: MRd 51,434 
CnllJ3N |~я |֊,. Вычислено: MRd 52,100.

0.1017 г вещ.: 9,2 мл N2(681 мм, 20,5 е.).
Найдено %: N 9,44.

C։JH13N. Вычислено %: N 8,81.
Гидратация Х-бутиния-м-толуидина. Смесь 1,4 г N-бутинил-м- 

толуидииа, 0,54 г нитробензола, 0,64 мл конц. серной кислоты, 0,2 г 
окиси ртути и 8 мл метилового спирта 14 ч. нагревали на водяной 
бане. Отогнав метиловый спирт, смесь промыли эфиром. Остаток 
после отгонки эфира дал с пикриновой кислотой 1,52 г осадка. Вы­
ход диметнлхинолииа по пикрату 44.8% теории.
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Пикрат, перекристаллизованный из ацетона, плавится при 227՜'. 
В смеси с пикратом диметилхинолина, полученного сернокислотным 
гидролизом .\:-С'-хлоркротил)-м-толуидипа, нс дает депрессии.

Выводы

1. .\'-(у-хлоркротил)-м-толуидив, в отличие от других изомеров,, 
образует продукт циклизации уже в условиях сернокислотного гид­
ролиза.

2. Гидратацией N-бутиннл-м-толуидина получен 4,7-диметилхи- 
нолин с выходом 44,8й/® теории.

3. Замыкание кольца, как в условиях сернокислотного гидро­
лиза, так и в условиях гидратации, происходит в основном в пара­
положение к имеющейся в ядре метильной группе.

4. Впервые синтезированы Ы-(7-хлоркротил)-м-толуиднн nN-бу- 
тинил-м-тол ундин.
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СТРОИТЕЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ

К. С. Карапетян

Ползучесть бетона при высоких напряжениях

Известно, что если напряжения бетона не превышают опреде­
ленного предела—0,3—0.4 R (R—предел прочности бетона,) то де­
формации ползучести при сжатии изменяются пропорционально на­
пряжениям. С увеличением напряжения между напряжением и дефор­
мациями ползучести наблюдается более сложная зависимость [5, 6, 
7]. В существующих .методах расчета бетонных и железобетонных 
конструкций с учетом ползучести бетона в пределах напряжений 
0,5 R принимается линейная зависимость между деформации ползу­
чести и соответствующими напряжениями [1, 5, 7].

В настоящее время Н. X. Арутюняном развита ранее предло­
женная им теория ползучести бетона для более широкого диапа­
зона изменений напряжений, при котором линейная зависимость меж­
ду величиной напряжения и деформацией ползучести нарушается 12].

Нами были поставлены опыты по исследованию ползучести тяжело­
го бетона при сжатии, причем исследовалась ползучесть бетона при от­
носительно высоких напряжениях (до 0,7 R) для трех возрастов бе­
тона к моменту нагружения. Как известно, получить деформации пол­
зучести бетона опытным путем в чистом виде не удается. В нагру­
женных образцах замеряются деформации, которые представляют 
сумму деформаций усадки и ползучести. Чтобы определить дефор­
мации ползучести, параллельно, на непагруженных образцах из то- 
। > же бетона определяют усадочные деформации, что дает возмож­
ность путем исключения их из суммарных деформаций получить де­
формации ползучести.

Для исследования ползучести бетона под длительно։՛!, постоян­
но сжимающей нагрузкой, были использованы специальные приспо­
собления, показанные на фиг. I и 2.

Измерение деформаций цилиндирических бетонных образцов, как 
нагруженных, так и предназначенных для определения усадочных 
деформации, проводилось с помощью индикаторов часового типа с 
удлиненной базой. Указанные приборы устанавливались на образцах 

। стационарно с начала опытов на весь период длительного испытания.
Каждый образец был снабжен двумя такими приборами.

Характеристика бетона приводится в таблиц- I.
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Фиг. 2.Фиг. 1.

1'аблица f
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1:2,51:3,53 272 Г>92| 965 211 2,17 2,075 3 146 130000

В качестве заполнителей для бетона были применены базаль­
товый щебень и кварцевый песок. В качестве вяжущего был при­
менен портландцемент активностью 340 кг,см'-.

Бетонирование цилиндрических образцов, а также кубиков 
20Х20Х--0с.«. производилось в металлических формах. Образны осво­
бождались о; форм на третий день. Приготовление? бетона произ­
водилось вручную, уплотнение—путем вибрирования. Образные мо­
мента освобождения от форм и в период последующего испытания 
хранились в помещении с 1=21 ±7 С, Р—ՅՉ 10%.

Образцы были нагружены в возрасте 7, 14 и 32 дней. При этом 
в каждом возрасте образцы были установлены под длительную
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нагрузку при относительных напряжениях1 * -֊-= 0,25, 0,5 и 0,7 (Ru— 
к ц

1 Относительным напряжением — нами условно названо отношение факта- 
Кц

ческого сжимающего напряжения в бетоне а к пределу прочности бетона Иц па 
сжатие к моменту нагружения образца.
Известия VI, № 2—6

. цилиндрическая прочность бетона в соответствующем возрасте).
Таким образом, относительное напряжение в момент нагружения 

. было одинаковым для всех возрастов.
В ваблицс 2 приведены данные о количестве загруженных об­

разцов в различных возрастах и при различных напряжениях.
Таблица 2

Возраст бе­
тона в днях

Цилиндри­
ческая проч 
нисть бето­
на в кг c.w֊i-

Фактиче- 1 
скоенапря- Отиоситель-

Количество 
зат ружей­
ных образ­

цов
жен не 
в

ное напря­
жение

10 0,25 1
7 40 20 0,50 շ

28 0,70 2

11,5 0,25 1
14 46 23 0,50 9

32 0,70 2

18 0,25 1
32 72 36 0,50 2

-50 0,70 2
После шестимесячного наблюдения за деформациями образцов, 

исключением усадочных деформаций были получены кривые ползу­
чести бетона.

Опыты различных исследователей 14, 5, С>] показывают, что с 
увеличением возраста бетона к моменту нагружения деформации 
ползучести уменьшаются. В этих опытах, обычно, бетон нагружался 
при одном и том же напряжении, независимо от его возраста. В си­
лу этого относительное напряжение в момент нагружения было не 
одинаково для всех возрастов, а па 1<:ло с увеличением возраста 
бетона к моменту нагружения. Поскольку в наших опытах исследо­
валась ползучесть бетона при различных возрастах, при напряжении 
до 0,7 , которое для возраста 32 дня составляло о=50 кг 1см3, то,
естественно, нельзя было загружать бетон в возрасте 7 и 14 дней 
тем же напряжением, так как указанное напряжение для возрастов 
7 и 14 дней составляло больше их предела прочтвости на сжатие. 
Исходя из этого было принято одинаковое относительное напря­
жение для всех возрастов бетона к моменту нагружения.

На фиг. 3 и 4 приведены полученные нами кривые ползучести 
бетона, загруженного в различных возрастах при напряжении 0,25 и 
0,5 Rm откуда видно, что чем моложе бетон к моменту нагружения, 
тем больше интенсивность нарастания деформации ползучести в на­
чальный период загружения. С увеличением длительности нагру­
жения интенсивность нарастания ползучести падает. При этом, чем 
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моложе бетон к моменту нагружения, тем быстрее налает интенсив* 
ность нарастания деформации ползучести благодаря последующему 
интенсивному нарастанию прочности бетона и. в связи с этим, па­
дению относительного напряжения во времени. По этой причине 
кривая ползучести бетона, нагруженного в возрасте 7 дней, дости­
гает своего предельного значения раньше остальных.

Ярен# с нонента изготовления (&д/ш)

с нонемпа г/ЗеотоЯленщ} ( & днях)

Фиг. 4

На фиг. 5 нанесены кривые ползучести бетонных образцов, за­
груженных в тех же возрастах при напряжении 0.7 RK . Здесь также, 
чем моложе бетон, тем интенсивнее развиваются .'^формации ползу­
чести в начальный период нагружения и тем быстрее достигают они 
своего предельного значения. В начальный период нагружения эти 
кривые почти параллельны, но далее, постепенно приближаясь, пере­
секают друг друга. В итоге, после определенной длительности на­
гружения. кривая ползучести бетона, нагруженного в возрасте 32 
дней, располагается выше остальных, кривая ползучести в возрасте 
7 дней ниже всех, кривая ползучести в возрасте II шей занимает 
промежуточное положение.

Существуют различные мнения о механизме ползучести бетона. 
Одни авторы ползучесть бетона в основном объясняют вязкостью
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Фиг. 5

гелевой структурной составляющей цементного камня [7, 10], другие 
капиллярными явлениями (9). Некоторые исследователи считают, что 
ползучесть бетона является следствием обоих этих факторов. Кроме 
этого, при высоких напряжениях—выше 0,55 -0,6 от предела проч­
ности бетона,- в бетоне появляются разрывы, микротрещины, раз­
витие которых также приводит к ползучести [3, 8]. О. Я.'Берг на 
основании своих опытов пришел к выводу, что основной причиной 
ползучести бетона при высоких ступенях нагрузки является появление 
и развитие микрощелей [3]. Конечно, это положение верно при крат­
ковременных испытаниях бетона, так как развитие деформаций 
ползучести за счет вязкости геля и капиллярных явлений в боль­
шей мере зависит от длительности нагружения и возраста бетона к 
моменту приложения нагрузки. При этом следует полагать, что чем 
больше возраст бетона к моменту длительного нагружения, тем боль­
ше будет деформация ползучести за счет появления и развития 
микротрещин и меньше за счет вязкости геля и капиллярных яв­
лений. Хотя наши опыты и не сопровождались соответствующими 
наблюдениями за развитием микротрещин на поверхности загружен­
ных бетонных образцов, однако результаты этих опытов приводят 
нас к этому выводу. Дело в том, что деформации ползучести бето­
на, нагруженного в старом возрасте напряжением более 0,55—0,6 Ru . 
в основном обусловлены появлением и развитием микротрещин 
благодаря незначительному росту прочности батона, и, в связи с этим, 
незначительного падения относительного напряжения в процессе 
длительного нагружения. По этой же причине, при напряжениях, близ­
ких к пределу прочности бетона, развитие микротрещин может 
привести к разрушению бетона.

Совсем иначе обстоит дело при нагружении бетона длитель­
ной нагрузкой в молодом возрасте, напряжением выше 0,55—0,6 К« .
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В этом случае деформации бетона гораздо в большей мере зависят 
от вязкости геля и капиллярных явления. А такой фактор, как раз­
витие макротрещщ։ имеет существенное значение лишь в начальный 
период загружения, так как благодаря интенсивному нарастанию проч­
ности бетона после нагружения, относительное напряжение в бетоне 
быстро падает. Это наглядно видно из фиг. 6, на которой приведе-

Фиг. (>

ны две кривые, из коих верхняя—кривая нарастания кубиковой 
прочности бетона во времени, а нижняя—кривая нарастания цилин­
дрической прочности бетона. Когда бетон с 7-дневного возраста 
достигает месячного возраста, прочность его почти удваивается, в то 
время как после месячного возроста нарастание прочности незна­
чительно. Таким образом, благодаря нарастанию прочности бетона, 
нагруженного в молодом возрасте, относительное напряжения соот­
ветственно быстро падает и тем самым образование новых трещин и 
развитие старых должно прекратиться. Появление новых трещин, 
невидимому, прекратится в тот момент, когда относительное напря­
жение, благодаря росту прочности бетона, станет меньше 0,55—0,6 Ru, 
так как при этом обычно начинают появляться трещины ввиду до­
стижения в бетоне предельной деформации при растяжении, которое 
сопровождается соответствующими поперечными деформациями [3]. С 
наступлением этого момента дальнейшие деформации ползучести бе­
тона будут в основном обусловлены вязкостью гелевой струк­
турной составляющей цементного камня, а также капиллярными 
явлениями. На фиг. 7, 8, 9 приведены кривые ползучести бетона 
при напряжениях 0,25, 0,5 и 0,7 от предела прочности бетона в каж­
дом возрасте. В таблице 3 приведены деформации ползучести при 
различных возрастах бетона к йоменту нагружения и различных зна­
чениях длительности нагружения и напряжения. Как видно из таб-
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7?релея сммента изготовления £ днях

^oopffom о стона с леояентд нагружения Հдиен

Фиг. 7

£р?#Я с м о мент а изготовления ( £ днях)
изроет оетонсхн моменту нагруженир 14 дней

Фиг. 8

I ; .

лнцы, для бетона в возрасте 7 и 14 дней при 0Հ-֊֊- < 0,5 имеется ли- 
Кц

иейная зависимость между деформациями и соответствующими на­
пряжениями. Линейная зависимость при 0,7 R1։ нарушается, в особен­
ности, в начальный период нагружения. В дальнейшем, по мере уве­
личения длительности нагружения, эта нелинейность постепенно умень­
шается. В результате этого, для бетона, нагруженного в возрасте 7 
дней, наступает момент (при длительности нагружения примерно 3 
месяца), после которого наблюдается линейная зависимость даже
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tye*# с момента изы/поДлени# (Ժ днрл) 
разроет оетона * мнгщту "ягруз-сени# 32дм#

Фиг. У

Таблица ■/

Возраст бетона с 
момента изготовле­
ния образцов в днях

, 1

Длительность на-’ 
гружения в днят 1

1

Ползучесть в .им на। 
м ио кривым ползу- 
тести при напряже­

ниях

Ползучест ։а н .«.и 
нд м в предполо­
жении линейного 
изменения дефор­
мации лонапря-

Ձ 

"в 
ММ 
на м0.2.5 Ru 0.5 Ru 0.7 Ru 

ն ЖСННHU./ Кц

Возраст бетона к моменту нагружения 7 дней

20
t

13 0,20 0,40 0,62 0,57 0,05
30 23 0,25 0.50 0,75 0,71 0,04
40 33 0,29 0,53 0,83 0,80 0,03
60 53 С, 33 0,66 0,93 0,92 0.01

100 93 0,36 0,72 1,02 0
220 213 0,38 0,76 1,06 1,08 0,02

Возраст бетона к моменту нагружения 14 дней

30 16 0,17 0,34 0,61 0,46 0,15
40 26 0,21 0,42 0,72 0,59 0,13
60 46 0,26 0.5-2 0,84 0,72 0,12

100 Кб 0,31 0,62 0,98 0,87 0,11
220 2Ս6 0,33 О»бб 1,08 0,93 0,15

Возраст бетона к монету нагружении 32 дня

40 8 0,0» 0,08 0,43 0,11 0,33
60 28 0,11 0,22 0,67 0,29 0,38

100 68 0,18 0,36 0,89 0,49 0,40
220 188 0,22 0,44 1,10 0,62 0,48

при напряжении 0,7Rn . Уменьшение степени нелинейности с увеличе­
нием времени нахождения бетона под нагрузкой н основном является 
следствием уменьшения но времени относительного напряжения бла­
годаря росту прочности бетона и, в связи с этим, уменьшения де 
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формаций от образования и развития микротрещин. Иная картина 
получается при нагружении бетона в месячном возрасте (см. табли­
цу 3). Здесь также в пределах напряжений 0,5 Rn наблюдается ли­
нейная зависимость между деформациями и напряжениями. Однако 
при напряжении 0,7 Rn линейность сильно нарушается. При этом с 
увеличением длительности нагружения степень нелинейности возра­
стает. Эго вполне закономерно, так как ввиду незначительного роста 
прочности бетона после месячного возраста, относительное напря­
жение падает незначительно, а поэтому деформации ползучести, обу­
словленные образованием и развитием микротрешнн, во времейи не 
затухают, а наоборот, продолжают расти. Таким образом, чем старее 
бетон к моменту нагружения, тем существеннее влияние указан­
ного фактора на его ползучесть. На фиг. 10 нанесены кривые из-

/7олзу честд & мм метр
Фнг. ю

меления ползучести бетона в зависимости от напряжения при длитель­
ности нагружения 190 дней. Кривые соответствуют возрасту бетона в 
момент нагружения 7, 14 и 32 дня. Из рассмотрения этих кривых 
видно, что линейная зависимость между деформациями и напряжения­
ми, независимо от возраста бетона, имеет место при напряжении, 
нс превышающем 0.5 R,,. Далее, с увеличением напряжения, линей­
ность нарушается тем сильнее, чем больше возраст бетона к мо­
менту нагружения. Степень нелинейности отчетливо видна на фи­
гуре, где условно, пунктирными линиями, линейность распростра­
нена до предела напряжений 0,7 Ru.
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На фиг. 11 приведены кривые ползучести бетона с соответ­
ствующими мгновенно упругими деформациями при <з= ’ кг/см.- исходя 
из линейной зависимости между деформациями и напряжениями в 
пределах до 0,5 R„. Рассматривая кривые ползучести бетона от 
единичного напряжения, т. е. кривые меры ползучести, мы заме­
чаем, что после достижения бетоном возроста 2 месяцев, эти кри­
вые разных возрастов загружен»։» параллельны друг другу. Дефор-

Яреня с момента изгото^еная (6'дня*)

Фиг. 11

нации ползучести на много превосходят соответствующие упругие 
деформации при нагружении бетона. Отношение деформиций пол­
зучести при длительности нагружения 190 дней к соответствующим 
упругим деформациям для возраста бетона к моменту нагружения 
7 дней составляет 3,1, для возраста 14 дней 3,0 и для возраста 32 
дня—1,5. Таким образом, с увеличением возраста бетона к моменту 
нагружения отношение деформаций ползучести к соответствующим 
упругим дефо р м а ц и я м у ме н ь ш ается.

На основании проведенных экспериментальных исследований мо­
гут быть сделаны следующие выводы:

I. При относительном напряжении менее 0,5:
а) опытами подтверждается линейная зависимость между дефор­

мациями ползучести и соответствующими сжимающими напряже­
ниями:

б) отношение деформаций ползучести к мгновенным деформа­
циям, при одинаковой длительности загружен»։», уменьшается с уве­
личением возраста бетона к моменту нагружения.

2. При относительном напряжении 0,7:
а) деформации ползучести бетона, нагруженного в молодом 

возрасте (7 дней), по сравнению с деформациями бетона, нагруженного 
в более позднем возрасте (32 дня) скорее достигают своего предель­
ного значения;
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б) между деформациями и напряжениями имеется нелинейная 
зависимость; отклонение от линейного закона увеличивается с уве­
личением возраста бетона к моменту нагружения.

Институт строительных материалов и 
сооружений АН Армянской ССР Поступило IS XII 1952
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ե 0,7 •) ասերր կագւ1 ալ լարու մների դեպքчւ մ։

'I/ ա րւլվ ած է, tip
1. 0,5֊ իу գւսծր հա րւս րև րական լարման դեպքում՝

ա) փորձերով ч ա ո ա ա tit ւ/ it ւ il Լ գծային կա [u it ւ.մ ր Ifnijpfi դեֆււ րմ lit у ի ա- 
ների h ււեգմմ ան •' ամ ա պ աա աս իւ ա՛հ լարւււմնե ր ի միջև.

բ) րեոնսւվորման միևնույն աքէողա fl յան դ եպքու մ սողքի և ակնք/ար- 
fl ա յ fAt դեֆււրմսւց իաների հարարերութ յունն այնքան ավելքւ փոքր Լ , որ­
քան մեծ է բետոնի հասակր րե ոն ա վււ րմ ան մււմենտինէ

2. 0,7 հարարերււէկան լարւքան ւլևւււքրււ.մ
mJ 'Լաւ/ հասակում (1 օր) րեււնաւքորված րեաոնքւ սւպքքէ էլ եֆորմաւ/քւտ֊ 

ներր, աւքել/ւ աշ հ“ա и ակւււ tl‘ (32 օր) րե ոնաւք ո րւք ած րեւաւնքւ սււղքքւ ւլե- 
ֆււրմաւյիանե րքւ համհմաաու fJյամր ավևլքէ չու ա են հաււնսւ մ իրենք/ սահ- 
մ ան ա յ ի ն ա ր 3 ե ,ր ի ն .

ր) ւլեֆորմաւյիաների ա լարումների միջև գոյության ունի ոշ-դ/է- 
ծայքւն կաիւումւ Օեգումր գծային օրենքիէք այնքան աւքեյի մեծ I;, որքան 
մեծ Լ րեաոնի հասակր ր I. ււն ա if ո ր ւ1՚ ան մււմենտինւ
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