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О ВЕРОЯТНОСТНОМ РАСЧЕТЕ СТАТИЧЕСКИ-НЕОПРЕДЕЛИ­
МЫХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ ИЗ НЕЛИНЕЙНО-

ДЕФОРМИРУЕМОГО МАТЕРИАЛА

Как известно, напряжения, возникающие в стержнях статнческн- 
недпееделнмых систем, зависят от д формативных характеристик этих 
стержней. Как правило. параметры, определяющие связь между деформа­
циями и напряжениями, принимаются достоверными и приравниваются 
усредненным из достаточно большого количества соответствующих экспе­
риментов. Однако, у элементов реальных конструкций параметры, опреде­
ляющие деформационные свойства. не будут тождественно равны их 
усредненным экспериментальным значениям, причем расхождения эти бу­
дут тем больше, чем больше разброс экспериментальных данных, несмотря 
на то. что эти усредненные данные являются наиболее вероятными значе­
ниями рассматриваемых параметров. Этот вопрос приобретает особое зна­
чение в условиях ползучести, когда разброс деформационных кривых зна­
чителен.

В настоящей работе рассматривается вероятностный расчет стати- 
чески-неопределимых стержневых систем, целью которого является опре- 
дслеяие вероятности того, что напряжения в стержнях систем заключены 
в произвольно заданных пределах. В терминологии | I] задача сведена к 
определению вероятностных свойств выходных параметров на основе ве­
роятностных свойств стохастической системы. Определяются аналитиче­
ские выражения для функция распределения выходных параметров без 
каких-либо ограничений в отнрщенни изменчивости случайных величин, 
определяющих деформационные свойства материала.

I. Постановка задачи. Задаются функции распределений параметров. 
Определяющих деформационные свойства стержней некоторой статиче- 
ски-неочр® делимой системы, и ищутся функции плотностей распределений 
напряжений, возникающих в этих стержнях.

В качестве плотностей распределения основного параметра ползучести 
здесь рассматриваются исследованные в работе [2] нормальный закон

/(*) = !. ) 2п/3 ехр[(х-т)=ДО] (1.1)

где т—коэффициент при функционале ползучести, гп — среднее арифме- 
•

тнческое его значение, .9 — выборочная дисперсия.
И1 тип распределения Пирсона
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= I а:х:'ехр(- ах )/Г (7). 0<х<ос, 7 > 1
I 0, х < О

т пг _где а = ~՛ у — 1 — гамма-функиия,
£) й

(1-2)

а также распределение

__ / (^х" + сх<) ехР ( о2*2)» 0<'х<сю, 6>О. с>0, п > О,

(О, х<0
(1.3) 

где

(/г — п) т 
а = ~~---------------
4 (X) ֊Ь т2) п)

к н п — коэффициенты, подлежащие подбору при удовлетворен и и ряду 
условий |2}. Положим, что соотношения между деформациями и напря­
жениями и элементе / системы могут быть записаны согласно какой-либо 
из нижеприведенных теорий:

£/ = х. ^;/(0 (теория старения [3])

—- = (/) (теория течения |3|)

&;•՛₽= х‘‘? =,(О + |К(6 

О
(теория наследственности [4])
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дг.
= х} 5]՜'' (гипотеза уравнения состояния [4|)

ег= а$՜2’(•) (') <*с с/՜ (вариант теории разупрочнения [5]).
доУ о

(1.4)

2. Двухстсржневыс сгагически-неопределимыс системы. Рассмотрим 
задачи а—д, показанные на фиг. 1. Уравнения совместности и статики за­
пишутся так:

Фиг. 1.

з2 = Р-у<01 (2.2)

где значения ?, 1| и Г, соответственно рассмотренным задачам, можно 
взять из табл. 1 (индексы приняты соответственно номерам стержней).

Таблица 1

Задачи а б 1 Л

1 1
81п Й, СО5 3э

а,/: 51п /а

р ֊Р/Р, -р/л дг/г։ М Р
5Ш Г2СО8 й

ггт3 №
Руах $ш Рь

Л Ла, $т со-5 5
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Решая уравнения (2.1) и (2.2), согласно любой и? теорий (1.4), по­
лучим

», = ГТ1'’ [(*։/*»)՛" + V՜'1" I՜1 (2.3)

Здесь и впоследствии для отрицательных значений аргумента степен­
ная функция продолжается нечетно; х՛՜1 |х՝Л sign л.

Рассмотрим распределение у, определяемого равенством

</ = [(х1/х2)1,, + 0]-1 (2.4)

в зависимости от распределения х, и Для этого достаточно зафиксиро­
вать некоторое значение.։/ и определить область изменения х, и л... в кото­
рой значения у, согласно (2.4). меньше фиксированного, а затем я этой 
области осуществить интегрирование плотности распределения / (л,, х-.). 
При этом для функции распределения 6՝(у) согласно [6]. (с. 146). по­
лучим

О /.(•«.) Л *
I /(х։, х>)Ле» 4֊

(2-5)

п /.<*•> 
а - У(х.) -«*»)

с/х1։ (2.6)

Р
где (х։) = х/Л у (х2) = х։ — — О

Для плотности 
и (2.6)

У 
распределения g(:/l = dG(y)jdy получим из (2.5)

$(</) = 
У

(2.7)

Отметим, что. вследствие независимости деформационных свойств стерж­
ней друг от друга.

/(•V։» *г) =/М/(хй) (2.8)

Принимая, что для распределения параметров х։ и х имеет место нормаль­
ный закон (1.1). после ряда выкладок получим

'1 _ ,П2 |
5 ЗД| ч/

p|j֊C[ exp | к (у) 

^y֊VD.D. _L ± 01 
2/)։ у

X ехр[—2 (։/)] {- V (.у) erf J- ^(։/)j, — 4 у < <х (2.9)

L՛



где 2 cv)=4՜ 
4

1

2Р։Г Ъ AI
а индексы при т и й соответствуют номеру стержня. 

Плотности распределения о։ и а. соответственно

?.(’,) -;г,г(;՛"=./>')/!'

?,(->)= 4-'М-Чт {1") 
1?Р \ /

запишутся так:

(2.Ю)

(2.Ц)

Для определения вероятности р нахождения в произвольно задан­
ных пределах, напри.мер достаточно проинтегрировать
(2.10) или (2.11) в этих пределах

р(1.<с.<0-.)= (2.12)

«г

При использовании более точного для описания ползучести [2] рас­
пределения (1.3) после ряда выкладок получим

?(») = ֊(֊ ֊4'4 (— -’YVCff. п,)Ь,+с,Т(у. п„ к,)]+ 
У՝ У / ։ X У /

+С։(‘7~(1)! А1) + <!’7(^ tj՛Л։>1}' 0<v<V (213)
£(!/) = 0, у<°и </>-֊

где

T(!h п, к) ֊- : а’ + «?(֊֊ О?
2x2 / \ у /

Менее громоздким оказывается выражение £(у) при использовании для 
л։ и л'; распределений Пирсона III типа (1.2)

i ~ ?У * а‘‘ а?’ ~ ' ‘ | а’ ( ~ ~ т аа
I (71)1 (Ъ) I \ «/ 7

(2-14)

Я (у) у <0 и у> —
9

Отметим, что использование нормального закона распределения (1.1) 
для параметра ползучести х вряд ли приемлемо, так как для х имеют смысл 
лишь положительные значения, с другой стороны, в этом случае выраже­

ние (у) (формула (2.9)) менее удобно для применения, чем формулы 
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(2.13) и (2.14). Это усложнение усугубляется при рассмотрении более 
сложных задач, вследствие чего ниже будут рассматриваться лишь рас­
пределения (1.2) и (1.3)

3. Т рехстержнсвъи стагически-нсопрсделимые системы. Рассматривая 
задачи а—с. показанные на фиг. 2. разделим их на три группы. Для за­
дач а. 6 и п, входяших в первую группу, решение уравнении статики и 
совместности деформаций дает

Фмг. 2.

где li. = rh 1, = 0։ — >.j 1, /, = 9։).։ причем для задачи а

°i = SA. 4 = V5p pi = <r''\. рз = <7^'4. Р, = ф-/Й, 

для задачи б

t) f?u,sin ?8 ; /xo«sin За \։ * ։ f sin / ^Qjsin S, \1
FjOjSinpj \ /։a։s։n?j / 1 /'xaxsin^։ \ i3at sin 3։ /

Р,= —. 1 = 1, 2,3
F/ ai sin

для задачи п
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11оложйм

У = [1 + \ (х./х,)1» + >, (х։/х,)’'₽ ]֊’ (3.2)

Аналогично процедурам п. 2. а также учитывая х, > 0, что соответ­
ствует (1,2) и ( 1.3). получим

со со г,(у) со

£(«/) = | £։а(*)<^ 0<«/<1 (3.3)

с։(у) о 0 г,(у)

где г! (у) = (1/у — 1)г О,՜’, г„ (у ) = (1.,/ — 1 01х '₽) а через (х;/)
обозначена плотность распределения /-г;-= х./х , которая определяется 
так:

(*„)

*'։>
_<1_

«• х } Ч/
\Цх{)<1Х; /(х(.)</х,.

о о

(3.4)

Для распределения Пирсона III рода (1.2) из соотношения (3.4) по­
лучим

(3.5)

Отсюда для Д (у) находим выражение

Г(7/+7 ֊1) 7,7/ 7,֊1
(*/? “ ~ П7.)Г(Ъ) а> хо (а/ ~ а-7о)

(3.6)Х(1֊֊е1/РГ‘՜’ ;Т։՜’^. 0<։/<1 

я (/;) = о. у <о, у > 1

Аналогично и. 2 здесь имеем

?lW^V։>gW1>)
<3-7)

р «;) = ?։(з,)^։

Для вероятностного расчета п. достаточно в формулах (3.6) и (3.7) поме­
нять местами индексы 1 и 2. для расчета же оа — индексы I и 3.

Если распределение (1.2) для основного параметра ползучести х не­
удовлетворительно для описания разброса экспериментальных данных,
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представляется целесообразным использование распределения (1.3). в ко­
тором путем выбора показателей к и п возможно приближение к экспери­
ментальным данным. Для нижеследующих аналитических выражений рас­
пределение (1.3) в применении к г'-му стержню удобнее записать в виде

/,(*,) = ‘Е Ь^х '' ехр / = 0 < х < оо (3.8)
/-1.2

После ряда выкладок получим

4^1 {У?у֊

х Г Г^4 * 6"*4-1) г (п'/ + п/41) (Му - п51՞1'4х

Ч :(у) 7.<у)
= ( 521(у)^(

6 о

где

1 "ь- ~ь Л2* ~՜ 1

X у |аН »?(։/»-։>” ^”5’] 2 х

»1? 4 Л2?~Г 1

?Лы4 р — ]
X; (1-0 <£, 0<.у<1 (3.9)

8 О/) = 0» у < 0, у > 1

где суммирование производится по всем комбинациям /. А, !, принимаю­
щим значения 1 и 2, то есть в данном случае складываются из 16 членов. 
Использование (3.9) для вероятностного расчета о,. п. к пЛ совершенно 
аналогично вышеописанному использованию (3.6).

Рассмотрим теперь задачу I (фиг. 2). Напряжения в стержнях опре­
деляются формулами

где у7/ =. х.1х..
Функция распределения 6’ (у) для (3.11) в предположении х. > 0. что 
соответствует ( 1.2) и (3.8), запишется так:

0<У< 1 (3.12)
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a £։։(''•) и gji(*) — плотности распределения и хз։. После ряда 
выкладок для плотности распределения # (»/) — dG (y)ldy соответ­
ственно 111 типу распределения Пирсона (1.2) получим следующее 
выражение:

^(у)=рш;։ :։ а* 'д1Т։

I У
П ,Г(7, I Ъ- п Г (Т14-та-у у(^ъН1 

Г2(71)Г(7г)Г(73)Г
X

Г । ֊/ МУ \p]l~J*-Ti ц • ц)у у ։-т.-Т>X а, + а։-.( .֊^ «1 + ~ {֊֊ ) (1 ֊ Q X
J L ՝1 — У/ J а \1 —у/

(I-О’՛-1 Л. о<«,<1 (3.13)

я (у) - °. У < °, У > 1

соответственно же распределению (3.8) или. что то же, ( 1.3) будем иметь

. х Р nhi / / / у, 4K«n+«t/)—1 р(л?л4-л3/4-2)—Ig(y) = — У « У6п61?.61ч6Л/(1 - у) у X
4 /.i. i

r / nn : rl2k + 1 \ ( nir nsi i' 1 \ >'[nu +֊ n:u ՛ 2> .
X Г ---------5--------) I --------- J-------- J »

ni« n2k + 1
X f[a; (1 ֊ y),f + a- «^"1 X

0

л։;4՜ лз/4-։ _
-------- 9--------  Л2* nai

X[a?a2(l f/Г 4֊a|«>V41 02J « (l֊c0 d-f (3.14)

0 < у < 1

S (у) = 0, у <0, ,y>l

Принимая a = ш 2/'г А (cos *)’ 11' ('2IJG)1 при сравнении
(3.10) и (3.11) получим

(’։) = g (1 4֊ ֊֊ Гл cos р) (3.15)

f . 2F,cos? /. 2 п(=з) = -----------g ( 1 4֊ у />j cos И

Рассмотрим теперь задачи g и в (фиг. 2). Для определения напряжения 
а, получим уравнение
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Л (5Х) з — $։ (1— Ь:х): х^/хг ~ $2(1 — х3/хх = 0 (3,16)

где для задачи д

для задачи е

(«,— а,) а?/а / Р\т
51 " («, ’

6 = (1 al|a3)FJP,

(а, - а^аТ/, 
х։ =----------------------------------- --

(«з~ «1) (а։ —«1) /х

с = (1 - ах/а2) Р,/Р

Функция распределения <7 (о,), согласно (3.16), при условии х. 0 опре­
делится так:

(3.17>

где

1 — Ьх
■«*-2,(1 -ЬхГу 

22(1 — сх)р

В применении к распределению Пирсона (1.2) отсюда получим 
дующие выражения для (|,(сг։) -плотности распределения а։

« , ч _ Г (Ь }- 7а — 1) Г ( Ь 73 — 1) ‘

нижесле-

Г»(71) г (ь) 1՝(ъ)(1 - бз,)”’ (1- <згГ+1

X 1
0°

«1 I- «։
22(1-с31)”

X (3.18)

51 /,
Ь
Г

V

*»(«•. Х>

о

л о

1

X р“։(1 - ;)'։՜’

о
ь

1
ь

X

с ■1+(6_с)
I —

1_ 
ь

^<л ‘о?<1:?Г(71-На ֊ 1) Г 4֊ 7з — О ' ь՜1'՜
2?21'Т:(11)Г(7։)Г(-;,)(1 С3>)"",(6=1 -])”•

X

Д1г

X
а2=!Л I ■

2։(6з1-1)р
л „ 4-г)

։ °3 2։(1 -с=)?
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(3.19)

«з-i

?ւ(ն) 0 при < о, ?t>— 
с

3 применении же к распределению (1.3). получим

, . ? V , , , , t~(nU Ь + 1 V/՜ Պ/ + «3/ + ^?յ(ն)~ ՜4՜, Ճ 6u6?a/ji,6:uI Լ-----------------Jf Լ------- —------)x

n\i n\; 'zni/~1 P"։,- lp(«2i-rn։» ri)
X2| 2շ '(1-€Պ) (1֊6ն) պ

(![1 - ձ^, + 5 (Ä-c)o,]l"a(l-■)'%; 1
ւ----------------------- —----------------------- и ՀԼ Յյ <_ — (3.20)

пм 1 "2i~H
Qi = Г«։^։ (l“^3i)? 1՜ «*՝ ։‘3Î J 2 (օ?Զշ(1 — сах)2? +

M Язг-М
i - • ■ \Л1 ՜-ra:f3| (։ - ;)-]

= 4 S МАМр^-)г("’- ^Ь)х 4 Հ /. к. I \ շ / \ 2 /

_L<31<_L (3.21)
J ()■> be
о 

ni/ 4՜ - 1
Q' = [oîeî (4=, - 1)*+ al =>?] 2 [Օ,՚2’։(1 - сз,)5'+

Պ - — n3t + 1 շ 
+ebr(l 4- о2]

? (а։) = 0 при з։ <о, =1 > 1/с
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Плотности распределения п_ и <։. определяются по формулам

֊2 (-2) ^2?։ ( “Г

(3.22)

где для задачи %

^(<*3—ДИ . Л3 (од — а .)
/Иа3 — «!> “ Д1)

а для задачи с

4. Расчет ни прочность. Положим, что прочностные характеристики 
стержней являются достоверными. В этом случае задача сводится к Опре­
делению вероятности р/ выполнения условия

;=1,2,... (4.1)

где [а,] —значение допускаемого напряжения для стержня I. Принимая 
~(СЯ и 3г = [3;]’ искомую вероятность можно определить соот­

ветственно по формуле (2.12). Если прочностные характеристики рас­
сматривать не как достоверные, а с учетом разброса их эксперименталь­
ных данных, то. обозначая функцию распределения [\| через /,([з։.|), 
запишем формулу определения вероятности р(, с которой удовлетворяется 
условие прочности (4.1):

/((3,])^[3,]^ (4.2)

5. Численный пример. Рассмотрим двухслойную трубу под действием 
внутреннего давления (фиг. 1. задача в), принимая, что оба слоя трубы 
имеют одну и ту же толщину (6, = 5. = 6) и изготовлены из материала, 
разброс механических свойств которого можно описать распределением 
Пирсона. Плотности распределения напряжений в слоях 1 и 2 можно опре­
делить согласно формулам (2.10), (2.11) и (2.14).

В зависимости от разброса О^'т2. показателя Х( механических свойств, 
определяемых уравнениями (1.4), в табл. 2 даны вероятности того, что на­
пряжения о, и а. не превосходят п, для которого слева таблицы даны зна­
чения -зо/дг.

14



Значения вероятности р (г;. Հ з)
Таблица 2

ib/qr -U
? =-Д=ол

/П3
= -2?-0.2 

ո։ շ ՜1
«1

= -^=о.з 
՞՛շ

ճձ _Լ. 
ո։ ֊ 3 ՚

0.2 
տ շ

для з. ЛАЯ Ժյ
0.1 0 0.0009 0.0086 0.0015 0.0071
0.2 0.0007 0.0197 0.0579 0.0264 0.0517
0.3 0.0285 0.0988 0.1631 0.1024 0.1559

0.4 0Л4‘>7 0.2665 0.3174 0.2720 0.3208

0.5 0.5 0.5 0.5 0.4753 0.5247
0.6 0.8503 0.7335 0.6826 0.6792 0.7280
0.7 0.9715 0.9012 0.8369 0.8441 0.8976
0.8 0.9993 0.9803 0.9421 0.9483 0.9736
0.9 1.0000 0.9991 0.9914 0.9929 0.99Տ5

Отметим, что согласно достоверным значениям параметров .\г, как это 
делается в обычных расчетах без вероятностей, мы имели бы

p(Sf<0.5-£j«° « р( =/>0-5~) = 1, /=1.2.

СКТБ Института механики
АН Армянской ССР Поступил.։ -1 XI 1980

Ա, Մ. 11|՚1ր(1ՆՅԱՆ 
linV’b ՊԱՅՄԱՆՆեՐՈԻՄ ՍՏԱՏԻԿՈՐԱՆ-ԱՆՈՐՈՇ ՍՈՂԱՅԻՆ ՍԻՍՏԵՄՆԵՐԻ ՀԱՎԱՆԱԿԱՆՍԻԹՅԱՆ ՃԱՏՎԱՐԿԻ ՄԱՍԻՆ

IJ. մ փ ո փ ո ։ մ
Ինչպես հայտնի Լ նյութերի սււղբի վերաբերյալ փորձարարական տվյալ­

ները ունեն բավականին մեծ ցրված ut թչուն և սովորական հաշվարկները, 
որոնը հիմնված են տվյալ մ իշինացված, արմ ե բների վրա հուսալի շեն հանդի­
սանում։ Այս աշխատանքում որոշվում են տարրեր տեսակի երկու և երեր սաւս- 
տիկորեն֊անորո չ Հողային սիստեմներում /արումների բաշխմ ան խ tri ո ւթ յուն - 
ներս' Հիմնված Հողերի մ ե խ ան ի կա կան բնութագրերի ստատիստիկական ցու֊ 
ցանիչների վրա» կիրաոված ձեր հնարավորություն Լ տայիս որոշել լարումները 
դսւնեյու հավանականությունը ձողերում ցանկացած տված սահմա՛ններում' 

ինտեղրեչով լարումների բաշխման խաոէթ յոլնր Ա՛յգ սահմաններում ։
Որպես ֆ/ոնկցիաներ գեֆորմ ացիսն բնութաղբերի բաշխման համար ղի֊ 

ասէրկված են նորմալ բաշխմ ան օրենրր, Պիրսոնի բաշխման 3՝րգ ււ'իս1բ> ինչ­
պես նաե բաշխման մի նոր տեսակ, որը փորձարարական հիմնավորում / 
ատացել մի շարը նյութերի համար։

է/րպեււ օրինակ Լ քննարկված սւպրի վիճակում ղտնվող երկշերտ իւււղո֊ 
'[ակի ամրության հավանականային- հաշվարկը ներրեն ճնշման պայմաննե­
րում}
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ON PROBABILITY CALCULATION OF PIVOTED 
STATICALLY-INDEF1NITE SYSTEMS TAKING ACCOUNT CREEP

A. M. SIMONIAN

Summary

Experimental properties of creep of materials have considerable 
distribution and therefore the usual calculation based on the overage 
data of these properties are not hopefull. The distribution densities of 
stresses in different double and triple-pivoted statically-indefinite sy­
stems on the basis of statistical data of mechanical properties of 
pivots are defined in this work. It becomes possible to determine 
the probability of finding the stresses in any pivot in the arbitrary 
given limits by the integration of the stress distribution densities 
in these limits. As a distribution function of strain properties the 
normal distribution, Pearson type III distribution and a new type of 
distribution are considered each having experimental confirmation for 
some materials.

As an example the probability calculation of two-layer cylinders 
under internal pressure is considered.
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А. В. БЕЛОКОНЬ. Е. Г1 МАЛИКОВ

МЕТОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧАХ 
ОСЕСИММЕТРИЧ1 ЮИ ДЕФОРМАЦИИ ТРАНСВЕРСАЛЬНО- 

ИЗОТРОПНОГО ЦИЛИНДРА

Осесимметричная деформация трансверсально-изотропного цилиндру 
конечной длины при заданных на всей поверхности напряжениях изуча­
лась в работе [1]. где поставленная краевая задача известным способом 
[2] сводилась к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений. 
В настоящей статье метод интегральных уравнений, предложенный в ра­
боте [3] для изотропного тела, обобщен на краевые задачи для трансвер­
сально-изотропного цилиндра с произвольными граничными условиями. 
Получающиеся здесь системы интегральных уравнений решаются методом 
Бубнова-Галеркина с учетом особенности решения рассматриваемой крае­
вой задачи. Излагается способ определения этой особенности из систем 
интегральных уравнений. Приведенные численные результаты для кон­
кретной краевой задачи об изгибе жестко заделанного по боковой поверх­
ности цилиндра иллюстрируют эффективность предлагаемого метода.

§ I. Рассмотрим прямой круговой цилиндр высотой 2й я радиусом а из 
трансверсально-изотропного материала. 11римем ось симметрии цилиндра 
за ось X цилиндрической системы координат, а начало координат поместим 
‘в центре цилиндра. Уравнения обобщенного закона Гука имеют вид:

сп = спгп 4* с։2՝22 4՜ с1згзз» си = ^с-и;։з

Згз = с։2еп 4- Спе52 ֊Г с։зем (1.1)

гзз = с։з£11 + сп£22 4* сзг3гз

где индексы 1. 2, 3 соответствуют цилиндрическим координатам г, Н, X.
В дальнейшем будем использовать следующие безразмерные вели­

чины:

Р г/а, £ — а, = Л/а

% = с;,1сп, — гф, - \.1си

Используя формулы (1.1) и уравнения равновесия сплошного тела, 
обычным образом получим систему дифференциальных уравнений в пере­
мещениях. Ес общее решение будем отыскивать через две функции /, (р, £) 
и I. (р. ъ). которые введем так:

г։ = V, = О/г/Р՛» (1.2)

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 2
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В этом случае / (р, и) определяются из системы дифференциальных 
уравнений

[Ло/1 + atfFf-Jfc -4- (а„ + аи) = О
д'д\ [au^fn + (а„ an) Aq/։ ф- а3у)։/г/д;2] О

где До = d’/др2 4- 1/рд/др.
Здесь нужно отметить» что при решении задачи .можно было бы 

воспользоваться известными представлениями общего решения системы 
дифференциальных уравнений статики либо через одну функцию, удовле­
творяющую уравнению четвертого порядка [71, либо через две функции, 
удовлетворяющие уравнениям второго порядка [10]. Авторами использо­
вались представления ( 1.2) лишь по той причине, что они оказались удоб­
ными и при решении динамических задач 15].

По существу, подход к построению общего решения, используемый в 
данной работе, тесно смыкается с методом суперпозиции, берущим свое 
начало с идеи, высказанной еще Ламе в лекциях по теории упругости, и 
получившим свое дальнейшее развитие в работах Б. Л. Абрамяна [2]. 
А А. Баблояиа ] 1], Г М. Валова [8]. В. Т. Гринченко [9J и др.

Здесь дадим несколько иную трактовку этого подхода. Оснойби для 
дальнейших рассуждений служит следующая лемма:

Пусть функция 9 (р, С) такова, что в области W =
— она может быть разложена в двойной ряд по полным
ортогональным системам функций /5л(р) и Лн (Q. Тогда в этой об­
ласти функция <?(?, ') представима, и причем единственным образом, 
в виде

С) - V /гНР)^(С) (1-4)
й-0 fc-Q

где произвольно заданы либо функции Л* (С), либо /ц (?).
На доказательстве леммы, вследствие его простоты, останавливаться 

не будем.
Сформулированная лемма позволяет искать решение системы (1.3) 

в виде

/։(?» •) S /н. (С) ./о (v*(') + У lik (?) cos а* (С ^) -} /։0(С)֊{ /а(р) 
к - ։

- ” , (Е5>
А (?» ՝) = X Jo + У nvik fp) cos 34 ('. :0) -* mlf> (Z) - m# (?)

*»l ui

где функции la, та пока произвольные: таковы, ».то /։ (ч) = 0:
для случая антисимметричного деформирования цилиндра имеют 

вид: я* - т.('2к — 1)/(2*о)»
Подставляя теперь функции А (?, С) и Д (у, Z) в виде (1.5) в урав­

нения системы (1.3), получим
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- V |ам/и(С)֊- *1/14 (С) ! (а։э -I а«) лли(С)] *&У, (чр)4

4 У [Д0/2а (?) — а44а1/2* ([■) — (а„ 4 а<4) а^/пд (?)] со§ а* (» — ч0) — (1.6)

4 д<Ло (?) “ О

У д/а' [а„т։* (С) — а44'?тц ('.) — (аи }- в44) **/н (<)]/0 (Ч?)— 
к«]

— У. [а«Д0/п2* (?) (?) (1.7)

4 (аи 4 а«) До^2* (?)] ’* •<5>п 3* (’ — ’о) 4 а,.,лио (') — <)

Равенства (1.6). (1.7) можно рассматривать как разложения нуля в 
ряды вида (1.4).

Воспользовавшись имеющимся произволом, выберем функции 
/?*('<) и т\1; (') так, чтобы они удовлетворяли дифференциальным урав­
нениям

△оМ?) - а«4»г2* (?) — (а։3 4 п-и) «*^2* (?) = О

до'м(?) = О (1.8)

ам/пи (С) — а44'1 ти (? — (а„ 4 о«) ’**/։* С) - О

ЛП1О (') = о
Тогда, по доказанной лемме 

л . 2 •
О-мбк (ч) *к6* (՝) 4 («и 4 ао) (*) = (1

2 (1.9)
а44Л0т2д (?) ~ а33а*/Л2к (?) 4 (а։3 4 Мм (?) = О

Кроме того, такой выбор функций /?*(?) и /ии(ч) однозначно оп­
ределяет функции /и (С) и пш(р) в представлении (1.5) по заданным 
А (?> ’) и /2 (о, которые уже нс являются произвольными, а должны 
удовлетворять уравнениям системы (1-3).

Решая полученные системы (1.8)—(1.9). нетрудно найти Д (?, ч) и 
/։(?» ՝). а по ним. используя формулы (1.2). следующие представления 
для компонент вектора смещений:

«։(?»^): * Е У Л Л 5Ь(3/^)*к/1(-/*?) 4

4 У £ (Р/*р) сова* (С ֊ 4)
{ -1

Ё 2 (а«՜ «И?ЖЛ;^*сЬ (О>)/0(пр) - 
А 1 }- I

(1.10)

- Ё Е ($/ ~ а") (М) «* «5п «к ('. — :0) |! (аи 4 а«) 4 с
I/

где Л;*, В,к> С— произвольные постоянные.
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Ч.г-| (—а’з —2а։3Ои 1՜ аз5) ± /( а}3—2а։5а«4 |- ам)г — Аа3,а7ц {^2аи
(1.П)

?цк •= ’'*/ч> - уА/.:1։ 3;к =

Отметим, что построенное таким образом общее решение ( 1.10) систе­
мы дифференциальных уравнений равновесия обладает необходимым 
функциональным произволом для удовлетворения любых граничных усло­
вий как в смещениях, так и в наряжениях на граничных поверхностях ци­
линдра.

§ 2. 1Имея ввиду то обстоятельство, что в дальнейшем при решении 
задачи будит использоваться метод, предложенный в работе [3]. введем 
в рассмотрение вспомогательную задачу

“13 (?> -о) ?»(?) (2 1)
мз(1. :) = <?3сл с) = ?4'Л)

где. в* силу свойств симметрии решаемой задачи (антисимметричная де­
формация). функции <р (£) и «[.. (£) должны удовлетворять соотношениям:

<рз(- *) -=<?з(՝Ь <) = — ?■։(£)

Решение задачи (2.1) нетрудно получить в замкнутой форме, при 
этом произвольные постоянные из (1.10) будут иметь вид:

■А /к — (֊1)
5։)'>асЬ (Мо)/<>(**)

7՜ а« « 1_ Г3 \ -
--------- ?!*+(•• I- а։з)?2* 
и и'к

(— 1У (д13 4՜ а«) 
«и (Й— <?) (рй)

(2.2)1 азз — °п ? и ’ С =

где

2
/о(^) Л

о

?и>֊2 <рм =
о

2

о

?։(С)«55па*(: '.о)

Подставляя теперь найденные значения постоянных в выражения для 
перемещений и напряжений, получим следующие, необходимые для даль­
нейшего решения задачи, формулы: 

«з(?» ^)-Л/п(;ъ <рг({.)) ЬЛ/։а(р, ?2(г■)) + Л/и (?, <рз£)Н АА։(Р. ?<(')) (2-3)

г-3(1,0 м21(:. <р։((0) + л/22с, ?й(р)) Л4,с, ?ао) . <?.(՛:)) (2.4)
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чх(1. C)=^3l(^?i(?)) l֊A/s2C, <M?)) L MO) MhG, ?4G)) (2.5)

*»»(?» 'o) = M.n(p, Mf)) HWM?. M?)» H MQ) -i- MQ) (2.6)

где, в частности, оператор Л/п (р, ...) имеет вид:

“ —7T-7T-S 71J? Т' [;-- °«1th 
«>i(.'2 ч)*-։

1
is (4 - ö«) th (Wo)] Р ••• 7i (v*?)

остальные операторы в силу громоздкости не приведены, но могут быть 
легко получены из формул (1.1). (1.10) и (2.2).

Соотношения (2.3)—(2.6) позволяю! свести любую краевую задачу 
для цилиндра в случае антисимметричного деформирования к системе ин­
тегральных уравнении.

Проиллюстрируем это утверждение на примере следующих задач
Задача 1. На всей поверхности цилиндра заданы напряжения:

~J3 (v*f ՝о) -- ?1 (?), "13 (Ъ •) — ?з С)

3u(i, Q = 3i(Q. М?» U = M?)
(2.7)

Решение задачи в этом случае сводится к определению двух неизвест­
ных функции ч _. (р) и ф4 (ц) из системы интегральных уравнений вида 
(2.5);(2.6).

Задача 2. На торцах цилиндра заданы напряжения, на боковой по­
верхности — перемещения:

'13 (Ь '(? (?)• МЬ -)=М-)

"»(?. -о) = 3 (?). ML -) = w(-)
(2.8)

Аналогично предыдущей, эта задача сводится к отысканию функции 
Я: (р) И (£) кз системы вида (2.4), (2.6).

Задача 3. Боковая поверхность цилиндра жестко защемлена, а на гор­
цах заданы условия контактного типа:

«1(1, ') = «з(1. '.) — 0. 0<с<ч
'» (?» ՝о) — "13 (?» ՝ü) — Г'о <2 Р 1 (2-9)

М?» 'Л ’M?)« М?» ч>)^Ы?)> 0^р<?0
Задача может быть сведена к системе теперь уже трех интегральных 

уравнений вида (2.3), (2.4), (2.6), где неизвестными будут являться

М?). о<?<?о; М?)» ?о<?<1; MQ,
Очевидно, что список задач может быть продолжен. Однако, и при­

веденных здесь достаточно для понимания существа предлагаемого ме­
тода.
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§ 3. Доказательства теорем существования и единственности решения 
получающихся систем интегральных уравнении можно провести так же, 
как это сделано, например, в работах [3, 4. 6|. Здесь они нс приводятся.

Основное внимание в настоящей работе уделяется методам построе­
ния приближенного решения систем интегральных уравнений. Хорошо из­
вестно, что эффективность приближенных методов существенно зависит 
от того, насколько выбранное приближение правильно описывает свой­
ства искомого решения задачи. Поэтому, в первую очередь, займемся вы­
яснением характера поведения решения вблизи ребра цилиндра, а также 
на линии смены граничных условий и контактном задаче.

Поведение решения в окрестности особых линий можно выяснить дву­
мя способами. Первый способ связан с изучением ядер интегральных опе­
раторов, второй способ, изложением которого мы займемся, основан на 
предположения о поведении решения я окрестности этих лини.։։.

Пусть з задаче 1 искомые функции в окрестности ребра цилиндра ве­
дут себя следующим образом:

Д(1֊р։А ол
Подставляя формулы (3.1) в систему интегральных уравнений, соот­

ветствующую рассматриваемой задаче, без учета поведения заданных гра­
ничных функции, получим, что Р ~ у определяется из уравнения

ей՛'՜՛ ՛ 5|р'2՜^՜’ (ЭД

а постоянные А и В связаны соотношением

(гг֊5,)։!п-^-л + с1֊фсг+1в = о (3.3)
Проводя аналогичное исследование системы интегральных уравнений 

в задаче 2, получим, что искомые функции в окрестности ребра цилиндра 
ведут себя следующим образом:

?2(р) = С(1 - г)’, ?3О - £>(й- ;2Г 1 (3.4)

где постоянные Си О связаны между собой

(^ + ав)^-<Ьа„)сГ ։С + .а, 4-М» ։1П г- = 0 (3.5) 

;2 Ч ^’«44:1’2 “

а а является корнем уравнения | 5, 6]:

где

ей (5а) = 4- С^соз-՛ ֊—- (3.6)

«?з + 4- адд : ;

2«« («и + а«)

(«44’1’2 ՛ «эз) 1 :1 <г)2

~азз («13 4՜ «։:)
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В задаче 3 поведение решения в окрестности ребра такое же, как и в 
задаче 2. а ла границе контактной области характер особенности опреде­
ляется из уравнения

СО5 2՜՛! = —
2а и (V аГ| — а10) 4 (| д33 4- д,.,] ;д .| —] аи) (3.7)

(V аЛЛЧ- а։։)(ан | ам)

Перейдем теперь к изложению методов решения получающихся си­
стем интегральных уравнений. 11ричем. нее дальнейшие рассуждения бу­
дем иллюстрировать, изучая рассмотренную выше задачу 2.

Очевидно, что полученная в этой задаче система интегральных урав­
нении (2.4), (2.6) может быть сведена к бесконечной системе линейных 
алгебраических уравнений. Такой подход к этим задачам естественен и. 
как показали исследования Б. Л. Абрамяна и В. Т. Гринченко, достаточ­
но эффективен. Особо здесь следует отмстить метод В. Т. Гринченко [9]. 
который позволяет учитывать в решении характер напряженного состоя­
ния цилиндра вблизи ребра, что. в конечном итоге, в отличие от метода 
простой редукции, позволяет найти весь набор неизвестных бесконечном 
системы по решению всего лишь конечной.

Вместе с тем, как показали численные расчеты [5, 6], весьма эффек­
тивным при решении подобных задач является метод Бубнова-Галерки- 
па, к описанию которого мы переходим.

Будем отыскивать функции <( - (р) и <| а (£.) в виде

л-։ Уо(7*) *—л՛
у См+ . С’л ■ х , 

а,4-1 ' 3--IV • /1 '.<•*•
/и (7к)

л/
?з(՝) = £ £>дя1пах.(: — V

А--1 *-АЬ
(3.8)

Л Лм-А-; 81П 2ь (С

где С], — неизвестные постоянные, 7Х вещественный корень,
х((у = 2, 3,..., Ь) комплексные корпи уравнения (3.6).

Если сравнить формулы (3.8) с соответствующими разложениями 
функций <| (р) и <гд (О в ряды Фурье-Дини, то станет очевидной идея 
предлагаемого метода, основанного, в конечном счете, на аппроксимации 
ис самих функций, а коэффициентов их разложений. Числа Л'' и Л/ есть 
•оответственно номера выхода на асимптотику этих коэффициентов, а вы- 
>ажсния, записанные в квадратных скобках в (3.4), являются их асимпто- 
гнческими формулами. 11ричем. первые слагаемые в квадратных скобках 
»тветствеины за учет Особенности решения вблизи ребра цилиндра, вторые 
слагаемые— за учет поведения правых частей рассматриваемой системы 
штс! ральных уравнений.

Подставляя теперь функции ч. (р) и '| , (X) в виде (3.8) в эту систо­
лу и используя ортогональность координатных функций /о(7*р) 11
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§։па*(С —Со), получим конечную систему линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных С, и Э,.

Здесь нужно также отметить, что если в формулах (3.8) устремить 
■V н М к бесконечности, то предлагаемый подход совпадет с методом ре­
шения подобных задач, берущим начало в работах Б, Л. Абрамяна. Если 
же в формулах (3.8) положить 8’ I, Т = 0. то мы придем к методу, раз­
витому В. Т. Гринченко.

Другой подход к решению рассматриваемой системы основан на ее 
сведении к одному интегральному уравнению относительно функции 
Ф, (О:

Д(м ?3(С)) = Г(С) (3.9)

где 

\ V 1 сЬ('4*С) сЬ«.;.3 I
а=1 ;,1А СП (Ч'аЧ0) сЬ (?*։а'о) I

г У
1՛ с1։(о?кС) [՝ сЬ(о։Х) IX ... -----------<Л ֊г п, ...----------с/, г-.1 сЬ(&-*С0) сН(^1Хо) |

О лс=-֊՜ О

••
* V -’о) |

‘ б ՛

а13 — с 
п։4 = “ТТл—ТУТ [ч (г>Л>) — -1 ‘Ь (ЗД>)1

^(?2~ ?1)

”з = (•։ + а։а)/(>2 — ч)» пз = Й Е ««)/(:։ — <г) 

п _ _______ “______  *4 а Н А0 (?2к) _ 11 — с-и 4, (Ен) 1
" а«(;-2֊;?)^ Ь /։(М Ч Л(8и) |

а /’(') выражается через известные функции и (С), <։ (р), ^Ар). '-֊Не­
полученное уравнение (3.9) решалось методом Бубнова-Галеркина, 

в котором неизвестная функция ф., (и) отыскивалась в виде

?,К)= (з.ю)
где А, — неизвестные постоянные, а, — вещественный корень уравне­
ния (3.6).

При таком подходе к решению задачи также получаем конечную си­
стему линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных 
А/,порядок которой намного меньше порядка систем, решаемых в пре­
дыдущем случае. Однако, здесь приходится суммировать ряды с коэффи­
циентами, содержащими бесселевы функции с нецелым индексом, что свя­
зано с определенными вычислительными трудностями.
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§ 4. Предложенные выше методы решения были реализованы на ЭВМ 
БЭСМ-6 для конкретной краевой задачи изгиба жестко заделанного по 
боковой поверхности цилиндра равномерно распределенной но торцам на­
грузкой. Граничные условия задачи имеют вид (2.8). где

?»(?) -Т4С) = п(') ֊ 0.

Расчеты проводились для трансверсально-изотропного материала со 
следующими значениями упругих постоянных:

си = 1.1-10” н/м2, си- 0.675-10” н/м2, см = 0.7-10” н/м2

сэз = 1.5 • 10” н/м", с.։։ 0.22 10” н/м2

При таком наборе числа и с из (1.11) вещественны

= 1.756, = 0.665

а корни характеристического уравнения (3.6) имеют вид:

з. = 0.682

= 1.636 /0.270, а3 = 3.548 ! 71.369

остальные а* = ± г.к (к = 4, 5,... ) находятся с точностью до 0.1 ’ а
по асимптотической формуле [5].

Численные результаты показали, что оба метода являются эффектив­
ными для расчета напряженно-деформированного состояния цилиндра г՝ 
области изменения параметра £ от 0,1 до 5,0. О качестве получаемых ре­
шений можно судить по точности удовлетворения граничных условий. Так. 
в обоих подходах граничные условия для осевого смещения удовлетворя­
ются с точностью до 0,2% от его значения в центре цилиндра. При этом, 
в первом случае (3.8) принималось Лг 5. М 5. 5 2. 7' 1 и ре­
шались системы до 16 порядка, а в случае (3.10) Л' СЗи решались си­
стемы 2—3 порядка.

Таблица !

Со-0.1 с0=о.з :о=1.0 :0=2.о ^=5.0

80.781 7.212 1.273 0.400 0.019
чг/Р -22.176 -2.429 -0.026 0.261 0.223
-13/р - 1.272 -0.677 -0.506 -0.420 -0.285
•МР 0.992 0.906 С.70) 0.542 0.316

В таблице приведены значения осевого смещения. вычисленные в
центре цилиндра, и значения компонент тензора напряжений, вычислен­
ные при р = 0.9 и - — 0,9 для различных и,-,.

Ростоискнв । осударс гневный
университет Поступила 25 XI 1980
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Ա. Վ. ՈեԼՕԿՈՆ. b. *. Մ11Ա’««ՈՎԻՆՏԵԳՐԱԼ ^ԱՎԱՍԱՐՈԻ1քՆԵՐ1» ՄԵԹՈԴԸ ՏՐԱՆՍՎԵՐՍԱ1. ԻՆՈՏՐՈՊ ԴԼԱՆ!» ԱՌԱՆ8₽ԱՍԻՄԵՏՐ1»։ւ ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱ31» հՆԴ1»ՐՆԵՐՈ1’1ր
I) . մ փ ո փ ո I մ

֊ս/լվածու tf մun կված Լ մեք^ոգ, ր-ut որի վերջավոր լափեր ունեցող մար­
մինների Համար աոաձզականոէք! յան տեսության եզրային իւնղիրներր հ ան - 
կերվում են ինտեգրալ հավասարումների Համտկարղերի րսծմսւնրէ Ստւոջ/ված 
ինաեղրալ հավասարումների համակարգերի ուսումնսրոիրու ի յրսնր flntjjin- 
արում Լ կառուցել նրանց լուծերս արղյուՆավետ ալգորիթմներ, որոնր հիմ- 
նրվում 1ւ)ւ Բարնով -Գալյորկինի մեթոգի իրագործման վրա ու ՛տլվի են աո- 
նամ դիտարկվող եզրային խնդրի լուծման եզակիությունրւ

THE METHOD OF INTEGRAL EQUATIONS IN AXISYMMETRIC DEFORMATION OF TRANSVERSELY ISOTROPICCYLINDER PROBLEMS
A. W. BELOKON. E. P. MALIKOV

Summary

The method of solving problems of theory of elasticity for bodies 
of finite dimensions which take into account the description of boun­
dary problems with the help of systems of integral equations is pre­
sented in this paper. The investigation of the systems of integral 
equations helps to build effectiv ■ algorithmes to solve these equations: 
the algorithmes are founded on the Bubnov-Galerkin method while pe­
culiarities of the boundary problem are taken into account.
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Ю А АНТИНОВ. А Ф. ДАЩЕНКО. Г. Я ПОПОВ

О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ КРУЧЕНИЯ СТЕРЖНЕЙ 
ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕЩИН И ТОНКИХ ПОДКРЕПЛЕНИИ

Обобщенным методом интегральных преобразований [7) решаются 
следующие задачи кручения упругих изотропных стержней (зало»)

1. Стержень с модулем сдвига С|։ имеющий сечение И в виде полукру­
га ,(0 г R. О 0 .< •՛։). с тонким подкреплением толщиной 60 и мо­
дулем сдвига <7,. расположенным:

а) на криволинейном участке 0 6 <֊ ։■: я (фиг. 1а);
6) на прямолинейном участке 0 аг < Ь( R (։ = 0. I) (фиг. 1б). 

скручивается моментами, приложенными к горцам. Необходимо найти за­
висимость жесткости скручиваемого стержня от положения подкрепления 
на боковой поверхности.

а) Й) (у
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2. Круглый цилиндрический вал (0 г /?) с несколькими кольце 
вы.ми поперечными трещинами скручивается моментами Л/ (фиг. 3).

1 ребуется определить коэффициент интенсивности напряжен«։ 
(ЛГщ) на краях трещин.

§ I. Согласно известном теории кручения подкрепленных стержне! 
[1| задачи 1а и 1б сводятся к нахождению функции напряжений ф (г. 0), 
удовлетворяющей в области & уравнению

? = ^ + 1±+±_£\? = _2
\ Ог- г дг г‘ дЬ՝)

а на контуре сечения условиям:
в случае задачи 1а

?(Л 0) -֊ <?(г,к) = 0> /-его» *]; 6) = 0, ОСР, г] (1.1

=0, 0€['\4(Л> ^С06'Г՛) (1.2
Г- я

в случае задачи 16

? (/?, 0) = о, с е [0, “]; ? (г, 0) = о. г [а0. М; * (г. ~) - о, г (аи м

?А 
г дЬ

= о, Г € [а0. 60]; 1*о
г <*

(1-3)

= 0. гС[«1. 61]

Займемся решением задачи ’а. Введем функцию •՛>(()) ։р (/?, 0). 
Тогда из (1.1) следует, что о1(0) =0 при 0 ^0<.б и £<С0^.т.

11рименяя конечное синус-преобразование

р о со
?/г(г); 1 ?(г, 0) 8։п Л0</0, ^(г,0) = — V ?А(г)51п<'0 (1.4)

к—1 о
приходим к одномерной краевой задаче

('■։3“ +г4- 2*-։[(-1)‘-1]гг
X. </г* с/г /

(1.5)

(/') “ «Ч

I кпользуя функцию Грина

б\(г, /)= — -|-
՝2к(

ке * I •" г'/1

решение краевой задачи (1.5.) найдем в виде

. , . / г\‘ , 2[1-(-1)‘|
т- (г) — --- Юл - ----------------------- -

А \/г / &(Г“-4) Л - К
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Возвращаясь к оригиналу <р (г. 0) с помощью второй формулы из 
( 1.4) и суммируя получающиеся при этом ряды, имеем

2 Г / г \к?(г. Ь) — | •՛՛ (') sin к՜ sin k(J | — j </'-4֊ g(r, 5) =

4

1 Г . /-) I_____ sh In R/r_____ _________ sh In R!r____
2՜,՝ I ch In Rjr — cos(' -6) chln^/r cos (--{- &) 0)

(1.6)
0) \֊Тз,... 4)

Реализуя условие ( 1.2), приходим к следующему интегро-дифферен­
циальному уравнению:

р(՜) рх = /(б)
л~лх л) <L Z J

(3<9 <е)

(1.7)

” 4-М...Л (к 4- 2)
Решение уравнения (1.7) ищем в классе функции, имеющих интегри­

руемую особенность. Анализируя поведение функции о/(х) при т—б -О 

и>г — 0, получаем, что ш' (") — О (['--5]՜' ՝), о 4՜ О и ’»'(") — 
= О([֊—"J՜1;), '-’5 — 0. Тогда ясно, что «>(■) = О([՛ — <*]՛ *), - - о 4՜ 
4-0 и и>(х) = О([з 2), "—*5—0. Кроме того, ю(о—0)= ш (в-|-0)=0. 
Таким образом, функция w(t) непрерывна к точках ' = о и ' — s и 

равна в них нулю. Учитывая это, для решения уравнения (1.7) rho 
дим функцию

и после несложных преобразований запишем уравнение (1.7) в виде

kQ<yt х) =/о(х)/?”

(У» *) = ֊
v.R
----  Sgn(у

Но

( I | < 1)

Р U) =
Ctg х — 1/х

оэ <)2'> п2 Ьп 2п-1 
X ----------- г£i(2n)! I л-1 < «о

/о(х) - — '/pc-/(vx 4- JL). О<?0< Н, В„ — числа Бернулли.
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Разыскивая функцию ф(у) в виде ряда по многочленам Чебышева 
1-го рода

Ш = V 'Г.тЖл’ (1.9)
л-О | 1— у՝

(так как <о(е) = 0, то Чг„ = 0) н следуя методу ортогональных многочле­
нов. приходим к бесконечной алгебраической системе относительно коэф­
фициентов ՝1г.

Чгт11-Ь У ОтД-п = Лт (1.10)
л — 1

» 1

sin .с, sin (ли 1) x.k0 (cos у cos х;)

1 о • л____
Am 1 x2U‘m(x)dx

- ։
(/'">. (л) — многочлены Чебышева 2-го рода).

Коэффициенты amn, Л» легко вычисляются, если воспользоваться 
квадратурными формулами типа Гаусса

2 1 1

2 ՛ (1Л1)
Л„----------  V sin х. sin (tn -г- 1) xr-/0 (cos х,1

г(/ 4- 1)

где yt~ {2/ х. — /'-/(/1), / — число узлов квадратурной
формулы.

Квазирегулярность системы (1.10) можно показать, используя приемы 
работ [4. 81.

Для нахождения жесткости при кручении по формуле
W Л

C = 2Gj 9)гЛч/9 (1.12)

0 У
определим функцию tc. используя ( 1.9) и (1.8):

сл «<•_____
«•('** i р) = V У —֊pl хШп-l (х)

п — 1 П
подставляя которую в первое выражение из (1.6), по формуле (1.12) (ин­
тегралы по г и П вычисляются точно, а для вычисления интеграла по г 
используются квадратурные формулы типа Гаусса) получаем для жестко­
сти следующее выражение:

<ю ЦТ /V п. V ЧV ? sin х sin пх 
п '֊’
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Перейдем к решению задачи 16. Вводим фукции /-о (г) = (г, 0) и 
■^(г) — ? (г, ")• Из (1.3) имеем 7о(г) — О, г£[а0. 6Э] и (г) —- 0, 
г£[ар />։]. Следуя схеме, изложенной при решении задачи 1а. полу­
чаем для определения введенных функций 70, 7։ систему двух инте֊ 
гро-дифферснпиальпых уравнений

+ ( 7\-.^ 

п1֊1

1 А^
I !- г г (г/ : А'3)

«7 п (г) («,. -^ г < 6,, ։ — 0. 1)

Л(,) = -М/' 5] 7ГТ<Г/Л>‘՜’
I из.... к-—4

Как и при рассмотрении задачи 1а, получаем, что функции X/ (г) 
(7—0, 1) в точках г — а, и г — Ь, непрерывны и ^/(а։.) —Х/(6*) = 0. 
В частных случаях, когда а0 = й3 0, Ьо = или аг = = 0 (либо 
«о = Ьо = 0), получаем относительно функции / (г) — 7.0(г) - */։ (г) 
одно интегро-дифференциальное уравнение, которое решается так же, 
как в в случае задачи 1а. Если же а0 =а1 = 0, Ьо = Ь, то для 
определения ’/.(г) имеем уравнение

2/А3
/Зг= - А»

<Н - Л (г) (0<г<6)

(1.13)

которое в -силу того, что ядро имеет в нуле неподвижную особенность, ре­
шается иначе.

Учитывая, что X (А) = 0 и обозначая X (0) = .4, вводим функцию

г к

f/ 4'1 \ Д 1 Г• / гг \*(4)" 4 + 4 (1+4)
\ Р“ / д ֊ V՛ х к" /о о

После замены переменных г֊ - /?-р, /- = Ь‘-х из (1.13) приходим к 
следующему интегральному уравнению:
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• ֊2
Анализ интегралов типа Кон.и показывает, что 'у (т) = О {х ), 

т — ... о и <,(-) _ о ([1 _ -:]՜1՜), - — 1—0. Поэтому ищем функцию 
1» (-) в виде разложения

•?(•> = А У (Ы5)
Л «

<•4--) ---’(1 ~ (1 ֊ 2’.) (1.16)

Р'п*''' (.г) — много «лепы Якоби.
Полагая '!\ = 1Г,- Ь 2|М*’1՜,*. (л — О, 1,...), для определения коэф­

фициентов '1‘Г,1, получаем бесконечные системы

П • V ($«,, | а™) 4'^/4 (/71 = 0.1,...: / = 0.1) (1.17)
П о

I I

» 4֊ (’ «°(и^
О 0

^т.и --Р-С2 0 О

(1.18

л^=4֊ 1Л»(Р)<7^г'։Дф^. :,т = ±|''.(п?±.!/-2>
"Рт л “ 2 I т'

о
Из условия Х(6)-0 находим Д*

СО

* ________ 2_2_______

1 2;> V л.'Г՛
П. -й

Интегралы в (1.18) 
в [3|

вычисляются с помощью метода, изложенного

2^.Л Г________________ (~1)"Л,п,1(2л^ 1) •________________ , ;
~ [~>л։(п-1-т-|-3/2)(л-|-/п4-1/2) (л ~~т 4-1/2) (л — т —1/2) <’։0

(֊1)Л1т4‘։(2л -г 1)>л 
Ото = ---------------- --------------

“СА/л

у Г(/ - 3/2)Г(/4-1/2)(/)3е-2/
/ твх{/п,п} (/“ л)!(; —т)!(; + л-+-1)1 (/-гт 4-1)!

до = у Г (у -1/2)/1с-/
л։ Д (2/— 3) (у — л։) ! (/4՜ Л1 1)!
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Устанавливая, что для т = 1. 2,...
со
5 I 5«я | <>- 

п—О

Н- 
=.<Оо<— [16 4-^1 

п2
И______

*Пя։(/и,-1/4)5’

= 31 хГ(п»4-3/2)
8ту? (т 4֊ 1)! са

получаем квазирегулярность систем (1.17), а при выполнении условия

их регулярность.
Используя спектральное соотношение

[ 5?п е. - Р> = -2ЦН. л֊ — < 1 - 2р > ֊ 2>,

(0<Р<1)

при подстановке разложения (1.15) в (1.14), получаем выражение для 
функции х

©о О/ _______
Х(б/р ) = - РЬ 2 —у—/։ -Р А’п-’’(1 -2р) 

п-о 2д 4՜ 1

с помощью которого находим жесткость при кручении

С = г__1.2? (-1)Т (1/2+п)
2 п к А> п!

х Чг 5 т-ЩИс--' 
" А (։ — п)! (/'+ л + 1)! (2։ + 3)

В результате численной реализации (значения величин, для которых 
проведена численная реализация, вынесены на фигурах) показано, что 
жесткость стержня достигает максимума, если подкрепление расположить 
в месте, где максимальны касательные напряжения в основном материале, 
то есть в центре прямолинейной грани (фиг. 2). Менее эффективно под­
крепление дугового участка боковой поверхности, причем для длины под­
крепления ! > /< подкрепление боковой поверхности вообще неэффектив­
но (фиг. 2). Также установлено, что в случае подкрепления стержней как 
прямолинейной грани, так и боковой поверхности подкреплениями неболь­
ших длин I /?/3 изменения жесткости стержней находятся в пределах 
10% (фиг. 1).

§ 2. Рассмотрим задачу 2 в предположении, что на участках 
Ьу, г= с;, А) имеется А — кольцевых трещин
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(фиг. 3). Задача эквивалентна определению функций и и (г, г) (пере­
мещение в тангенциальном направлении), удовлетворяющей уравнению

+ = 0 (04г<К, -»<։<«>) (2.1)
дг2 г дг г1 дх2

краевому условию

(2.2)

и 21-: условиям на трещинах

<7ы , .—(г. С/} =
()х

2Мг 
֊в/?

(а, < г < Ь))

и (г, с,— 0) — и (г, с/ — 0) — Х/(г) (0 г X) 

7.Дг)=0, г£(а/։ 6>) (; - 1, 2, ...Д')

0г1 = в(ди1дг и/г), = вда'дх, в — модуль сдвига).

(2.3)

(2.4)

34



Применяя к (2.1). (2.2) по схеме работы 17] преобразование Фурье

ОС
ил (г) = \ и (г, г)е"^г, и (г, г) — । ц. (г)е ' (2.5)

— » — ОО

учитывая условия (2.4). приходим к одномерной краевой задаче

сГш (г) 1 (г) 1 \2 ( \ •> V 7 / \ 1>՝е”---- ----------------------------------и. (г) _ ,2Цл (г) = д у /л (г) е
аг г аг г՜ “1

=и'И.| (0<г</?)
(1г |>=я г |,-я

решая которую с помощью функции Грина
ОО

С‘(г. в - \_-А_Л(/г)Л(й)Л . М§,Е4(м)А(лг)

г а’+г 4 (>•/?)

(Д(?) функции Бесселя, 1п (г) и Кп(г) модифицированные функции 
Бесселя), переходя к функции и (г, г) и реализуя условия (2.3), полу­
чаем окончательно следующую систему ин­
тегральных уравнений:

= /(г) (а, <г<6., / - 1.2.....  1с)

2 &»(,./?)
4 О А’) 

о

Фиг. 3,

4 (' •) 4 ('г),:՜со§ л (с-» <■՛/)

/(г)=х -4Мг(г6’А4)՜'

В случае одной монетообра зков трещины (А — 1, ах = О, Ьх — Ь, 
с1 - 0, ՛/., -= X) имеем интегральное уравнение

ь

;) + /?(г, ;))*;=/(,-) (0<г<6) (2.6)
(1г .1 О:

О

Л” (г. ?) — разрывный интеграл Вебера-Сонина
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В случае двух трещин радиуса Ь, расположенных на расстояни։ 
2с друг от друга (1с = 2, а։ = а.> О, Ьх — 62 -- Ь, с։ = с, с2 = с, 
7-։ — /3 = X) получаем уравнение 

к
-^-Г։7-(0 — ') + /?*(г, 5)]<Г։-/(г) (ОС г < А)
с/г 4 

о

(г, ։) = (ф/» (Ц)Л(Хг) е՜*' Л- (2.7
Ог<К 2

о 
со

֊ — Г / ().;) /, (>., ) ,2СО։! >сА

о

Согласно спектральному соотношению

г,=/1^?Л?-1,2(1 -2т՞) —и^’ (я. ч) = 
д-ч

г. (П 4-1) (2п + 3) ^֊֊4, ” (I - 2а=) (2.«
(2п • 2)!!

реннине уравнений (2.6). (2.7) ищем в виде

/ (=) = у х. 4 г1՞ Л - 2 ~) (2ч
Л֊ о « ՝ " /

Соотношение (2.8) устанавливается следующим образам. Интегрируй 
по частям левую часть равенства

[՛ ^Чу. =4 (2"~1)1! г лд 1 г=?)
.) Г 1—V 4 (2п)!!

(Рп (?) — многочлены Лежандра), учитывая значение интеграла

.՝ 2п

получаем соотношение



1
л) VI ь=7РП’(1-2».‘) </'<■-

О

дифференцируя обе части которого с учетом

-^֊Рг.(|/Г=7) --(2п + 1)^-_'(։(1-2у։)
<*У 

приходим к (2.8).
Подставляя (2.9) последовательно в уравнения (2.6) и (2.7), следуя 

методу ортогональных многочленов, приходим к бесконечной алгебраиче­
ской системе, имеющей вид в первом случае

А4- ?Ж=/И 1*-)
И—О

и во втором

'Л. 1 у (а<։п> 6,„)Х„(т-0,1,...)
И -՝0

_ и2 • ПН 1֊ ( _ 8Ма%9
4т 4 5 (2т-Ь 2)!!]’ '* 15-/?*С

(п а тп
&п -1) (2т 4-1) (2л 1)!!(?т - 1)!!

(—■ 1)՞**"՜ ։т!л!2тт/| X

Г Лл+5 (''6>Л'т 5 2 Р-6' К.>(/R)1--------------------------------- -------- со$; !С(1г.
.) >■ /-('■*) 
о

I -\1п - 1)!!(2т- 1 Н!(2т 4- 1)(2п - 1)

. £ ( 1)*(т4-п -- 44 2)!<*и,*^г 
к\ Г (2п 4- к г 7/2) Г (1/2 - п т - 4)

. V Г-1 п • к +/ х 5/2) Г (Ь'2 ֊ И 4- /П —Л 4- /)
“А ;!Г(2/п4-/4-7/2)р"/

1
1 + 4(с/6)2

Для этих систем можно доказать квазирегулярность ,‘4. 8].
Наибольший интерес представляет коэффициент интенсивности на­

пряжений

Ли, = ) 2 Гпп | г— Ь'< (г, 0) 
г-^тО

(2.10)
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который определим для случая одной трещины (он вычисляется аналогич­
но, когда имеется Л^2 трещин). Запишем выражение для ■%, при г= О

ь
4. = v|-7-f5Z^4-[tr'“’('՜- *) + *(<-. Bl4—/(г)) (2 ”>

2 I dr J Uz J
о

которое при г - b | 0 можно представить в виде

6
-■>, = — — (՝ ։•/■(«4֊^” (г, •;) d\ 4- 2„(r)

2 dr J Ui 
о

(2.12)

где ։2/(г) (7 — 0, 1,..., 4) ограничены при г -* Ь + 0. Учитывая, что для 
1₽со°(г» ;) при ; —г=/=0 справедливо следующее представление:

iri0|(r, —2=- 1п|5-г| + Ф0(г, с)
Г. И г;

(Ф0(г> *) ограничена при ; -г /-0), из (2.12) имеем при г -- b i 0 

= G d
2г. dr

о
4- 2i(Н

откуда с учетом (2.9) получаем при Г — & + 0

/• оо ։ 1
„ -֊֊S X.^--Ls.(,) + 2,(r) (2.13)

2г „„о dr г

где

(<?;,՛ 4՜) определяются формулой (1.16)).
Принимая но внимание представление, получающееся из формулы 

15.3 (9) из [2] при 1+0

Р о0՛ (х) d" - ,г"՞ , =— Т Г(^֊1)>:-3(1 -ад + Фд/) .J X — t sin -р 
v

(Ф։(/) ограничена при / — 1+0), имеем при г — b + 0

4±Мг) = ,Л/2^ + 2,(г) 
dr г | г — b п\

Подставляя последнее выражение в (2.13). получаем, что при 
г — Ь + 0 при "й. (г, 0) имеет место представление
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Г1/ (֊1)ЛГ(п 4-3/2)
•’ I 2г. л! Хя-Д=4-2<(г) 

г г — ь
откуда, учитывая (2.10), находим

Аш (—1)Т(л 4-3/2) 
л!

Для одной трещины при Ь 0,6 R получаем следующее приближен­
ное выражение для коэффициента интенсивности напряжений %а. кото­
рое согласуется < результатом работы [9]

*,,, ~ 1 п֊:ма*’л֊’
В случае двух трещин радиуса Ь. расположенных на расстоянии 2с 

друг от друга, обнаружено, что при — 6/с = 10, /ч։1/Кн1 = 1.32 
(7чн\ Аш’ коэффициенты интенсивности напряжений для одной иэ 
двух трещин соответственно), то есть наблюдается эффект понижения 
коэффициента интенсивности напряжений при сближении трещин. Этот 
факт для трещин продольного сдвига был впервые отмечен Смитом [101. 
а затем для трещин нормального разрыва в работе [5].

§ 3. Задача 2 при ~ R (у = 1, 2,..., к), когда кольцевые тре­
щины неглубокие (а,7Я 0.85), эквивалентна антинлоской задаче тео­
рии упругости для ослабленной ^-полосовыми трещинами (О-^х < а/, 
у с։, у I, 2,..., Л) полуплоскости (0-^х<^оо, — сс- < у .о), к 
берегам трещин которой приложена сдвигающая нагрузка, равномерно 
распределенная вдоль осн г (фиг. 4). В такой постановке для случая 
одной трещины задача рассмотрена в [6]. Здесь же иным способом 
решается более общая (для 4-трещин)< задача, которая сводится к 
следующей краевой задаче:

(Т--+-г՜-) 0 (31>
\ <*.Х- а у-/

(О <- Л- IX, — -х> у ос)

— = 0 (—Оо<1/<0©) (3.2)

(*дж — С (д И^/О'х), \ . С^^/ду), С модуль сдвига) с выполнением
условий на трещинах

2М
<)у у С) г. в R3

(0 <^х < «/)

1₽-(х, с, ֊ 0) - Г(х, с} -Г 0) - 7.} (х) 

(ХДх) 0, х > а,, у - 1, 2,..., к)

(3.3)

(3.4)

Применяя интегральное преобразование (2.5) по схеме [71 к (3.1), 
(3.2) и учитывая условия (3.4), обозначая при этом
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НМх)== 1՜ 1Г(х, у}е'я<1у

приходим к краевой задач։՛

<лн'.'.(х) - Х'-Г, (х) А V /„ (х) е'1" 
с/х՛ ..֊л

=о. 1Г.(х)|,_. -0
с/х Г-0

решая которую с помощью функции Грина

СА(х.
2|>.|

так же. как и в задаче 2. получаем следующую систему интегральных урав­
нений:

«Л
£ ( /; (’.) / (’1 - *) 4- /../(’! + «)] ={. (0 <х < а,)
?|-1 иО

1! 4.М
Ы - ֊7—7---------Г (1 " < *>֊ /» =

у՝ - (сп — С;У

(производные функций (1]) появились за счет интегрирования по 
частям).

В случае двух одинаковых трещин (в а: ~ а). расположенных на 
расстоянии 2с друг от друга (с, = с. с- = — с), имеем уравнение (՝/., = 
= X« = X)

1 7

х}2 ■ 4 с
(3.5)

Здесь функция X (’|) нечетным образом продолжена на отрицатель­
ные значения аргумента. Вводя функцию ф (ч>՛«) = '// (ч)- получаем 
уравнение (р ~ с!а)

- — I1
- — /

решение которого с учетом того, что ф(т) — ф ( т)՛ ищется в виде

Для определения Т, приходим к квазнрегулярной бесконечной систе­
ме (аналогичной (1.10))
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Ч*ЯЧ- V ш-=0, 1,...
•х-.а

■—Шт#՛1=7 — 1—1
/и =

Для получаются формулы, аналогичные (1.11).
Коэффициент интенсивности напряжений 'у> определяется по схеме, 

изложенной при решении ыдачи 2. только вместо формулы (2. II) следует 
воспользоваться выражением

•у,(х, с) 1_ 4 Ո֊ -г___
X * (Հ- х)’-*-4с։

и окончательно имеем

С’ °°
А'п, ֊ ■֊•։ о У >Г.

2 п-0

Таблица I

л - а-'с 0.50 1.0 2.0 3.0

^ու՚՚^ւս՛ ։ .оз >.10 1.24 1.35

Как и для внутренних трещин, рассмотрен случаи сближения двух 
трещин (с—0). Результаты вычислений сведены в таблицу, из которой 
видно, что при сближении трещин коэффициент интенсивности напряже­
ний также уменьшается, причем взаимное влияние трещин друг на друга 
проявляется в большей степени, когда трещины выходят на границу, по 
сравнению с внутренними дискообразными трещинами.

В заключение авторы приносят глубокую благодарность Н. X. Ару­
тюн чму за постановку задач.

Одесский государственный уннг.ергнтгг
нм. И. И. Мечникова

Одесский полнгехнкчесжмй институт Поступила 10 X 1980

По«. 1Լ ԱՆՏԻՈՎ. ԱԼ 1. ԴԱՇՏնԱւՈ. Գ. Տա ՊՈՊՈՎ 

лШ’ЬРЬ |յՎ ՔԱՐԱԿ ԱՄՐԱՅՈԻՄՆԷՐԻ Ա^ւԱՅՈԻԹՅԱՆ ԴԱՊԼՈՒՄ 
ՍՈՂԵՐԻ 111.ՈՐՄԱՆ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո ։ մ

11.շքււււււոանրր նվիրված / րարակ Ժ ածկու յթՆհրււվ ո>հ1 Լղարված կիսակլոր 
լայնական կարվածրով աս ածխական ծողերր և լա լնական օղակաձև ճարևր 
ւրւնքւէքող ղրււնային ւխւեոնևր1է պորման խնղիրնևրինւ
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11ւմեղայյված ձողերի ոլորման խնդրի համար ստացվել են ոլորման կոշ- 
էոություն համար աարա կցությոլններ' կախված ամրացման երկարութ յունից 
և >1իրրից> Ւ“կ ճարերով զլանային լիսեռների ոլորման խնդրի համար որոշ­
վել են լարումների ինտենււիվոէթլան դ ործակիցն երր կախված հարերի րանա- 
հՒօ 1> ԴՒր^Ւեք1

!!երված խնդիրների Համար տրվում են թվային օրինակնե/լ։

ON SOME PROBLEMS OF ROD TWISTING AT THE 
PRESENCE OF CRACKS AND THIN PROPS

J. A ANTIPOV, A. F. DASCHENKO. G. J. POPOV

S u tn rn a г у

This paper deals with the problems of Iwisting elastic rods with 
semi-circular cross-sections strengthened with thin reinforced coverings 
and circular cylindrical shafts with transversal annular cracks, bor 
problems with reinforcement, rigidity relationships are given; twisting 
depending on the position and length of reinforcement and problems 
concerning crack relationships of tension coefficients at the edges of 
cracks depending on the position and quantity of cracks are indicated.

A numerical solution is given for all problems discussed in the 
paper.
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А. 11. ЕЛЬЦОВ. А. Л. ЛИВШИЦ. Э. А. МОЛДАВСКИЙ

КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ В ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧКАХ

В различных отраслях техники широко используются конструкции, 
представляющие собой пересечение цилиндрических оболочек (оболочеч­
ные тройники). Определение напряженно-деформированного состояния 
(НДС) таких конструкций в зоне пересечения оболочек является весьма 
с ложной проблемой, особенно если отношение диаметров патрубка (г՜/) и 
основной оболочки (/9) близко к единице. Случаи внутреннего давления 
был рассмотрен в работах [Ц — [3]. случай поперечно։՜! силы, действую­
щей на патрубок — п работе [4|. Отдельные численные результаты полу­
чены в СИ!А группой профессора Корума [5], 16] для более широкого 
диапазона нагрузок. Однако, отсутствие алгоритма расчета не даст возмож­
ности использовать эти результаты в расчетной практике.

Е настоящей работе экспериментально исследуется влияние вида на­
гружения на напряженное состояние оболочек-тройников в случае защем­
ления горца основной оболочки. Основные размеры моделей и варианты 
нагружения представлены на фиг. I. В работе излагаются лишь результа­
ты испытаний моделей № 4. изготовленных из стали и эпоксидной смолы.
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Приняты обозначения: первый индекс обозначает направление дей­
ствия нагрузки, второй — объект приложения Например, — сила, на­
правленная вдоль осн Ах и приложенная к оболочке: М, пара сил. 
скручивающая патрубок, момент которой параллелен оси -4 у.

Обе модели испытывались методом тензометрировання. а эпоксидный 
тройник испытывался также методом фотоупругоств с «замораживанием» 
деформаций.

Для экспериментов применялись деформационные тензорезисторы 
ПКБ-5-100 с коэффициентом тензочувствительиости 2.1. Количество тен­
зорезисторов на оболочках колебалось от 368 до 480 штук. 11одготопка 
тензорезисторов производилась по обычной методике (проверка коэффи­
циента тензочувствительности, нанесение подслоя, сушка, вторичное нане­
сение подслоя), приклеивание тензорезисторов на металлические модели 
осуществлялось клеем БФ-2. Термообработка: нагрев до 70'С, выдержка 
в течение часа, нагрев до 140 С и выдержка в течение двух часов, нагрев 
до 180* С и выдержка два часа, затем — охлаждение вместе с термостатом.

Для приклеивания тензорезисторов на эпоксидную оболочку приме­
нялся клей того же состава, что и сама оболочка. Гак как процесс полиме­
ризации длится около трех часов, теязорезисторы при приклейке прижи­
мались специальными пружинными поджимами.

Тензо.метрнрованне проводилось с использованием измерительно- 
вычислительного комплекса «Харьков» (измеритель деформаций ИД-40, 
ЭВМ «Днепр-21»), разработанного R Харьковском авиационном институ­
те, который позволяет производить как регистрацию относительных де­
формаций тснзореЗ.Исторов в двух режимах (ручном и автоматическом), 
так и дальнейшую обработку результатов измерений.

При проведении экспериментов на эпоксидной модели тройника ре­
гистрация показаний тензорезисторов проводилась в ручном режиме, так 
как па каждом этапе нагружения приходилось делать выдержку ։ 
1,5—2 мин. для ликвидации явления последействия (из-за нагрева тензо­
резисторов).

Испытание эпоксидной модели методом фотоупругости проводилось 
на кафедре теории упругост.։ Киевского государственного университета 
на стандартном аппаратуре. Срезы делались с помощью алмазных дисков, 
применение которых не требует дальнейшей полировки срезов.

Использование четырехдатчиковых розеток, наклеенных снаружи и 
внутри моделей, позволяло получить достаточно полную картину НДС 
тройников при каждом виде нагружения. Розетки устанавливались на лу­
чах. сходящихся (в плане) в одном центре-1 очке пересечения оси патрубка 
и поверхности основной оболочки. Первый луч (0 ) \ежит в поперечной 
плоскости симметрии и совпадает с образующей основной оболочки, осталь­
ные лучи образуют между собой углы в 30՜'.

Необходимость сравнения опытных данных для различных вариантов 
нагружения потребовала введения номинальных напряжений, которые 
определялись следующих: образом .

осевая нагрузка э„=-Р;Р, поперечная сила -- Ра (г։ /), изги­
бающий момент = М։1 (г^У), крутящий момент з„ = Л/М1 (г,'УД где 
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Р—величина действующей осевой (поперечной) силы; .V,—величина 
изгибающего момента; М., величина крутящего момента; гх - на­
ружный радиус оболочки (патрубка); / осевой момент инерции обо­
лочки (патрубка); полярный момент нперции оболочки (патрубка); 
« наименьшее расстояние от точки приложения поперечной силы до 
образующей оболочки (и случае нагружения патрубка) или расстояние 
от точки приложения силы до поперечной плоскости симметрии (в 
случае нагружения оболочки,; Г площадь сечения оболочки (па­
трубка).

Относя максимальные значения нормальных напряжений, получен­
ные в эксперименте, к номинальным напряжениям, яычислягг. коэффи­
циент концентрации напряженки

к~-±-
а„

где зя напряжения. найденные и эксперименте; *» номинальные 
напряжения, вычисляемые ио пышепрниеденным формулам.

На фиг. 2 11 представлены графики, показывающие зависимость 
нормальных напряжении от расстояния до линия пересечения основ­
ной оболочки и патрубка (случаи а. б) на наиболее нагруженном луче при 
каждом виде нагружения. Левые вертикальные шкалы напряжений дли 
металлической “одели, правые для эпоксидной. На тех же фигурах (слу­
чаи в. г) показаны зависимости коэффициентов концентрации от располо­
жения лучен на модели.

Таблица 7

Нагрузка Коэффициент 
концентрации

Зона максимальных 
напряжений

Рул — осевая сила па патрубок. 15.2 Наружная поверхность оболоч­
ки. луч 180՜

Ргп — поперечная сила па патрубок, 
плоскость Ays

13.6 Внутренняя поверхность па­
трубка, луч ISO’

Муп— крутящий момент на патрубок 21.6 Внутренняя поверхность па­
трубка. луч 210°

М:п- изгибающий момент на патру­
бок. плоскость Аху

7.8 Внутренняя поверхность па­
трубка. луч 1801

Мгп изгибающий момент на патру­
бок, плоскость /1уг

7.7 Внутренняя поверхность обо­
лочки. луч 0°

P,Q — ОССМПЯ силл на оболочку 17.8 Внутренняя поверхность па­
трубка. луч 180'

7’уО— поперечная сил՜, на оболочку, 
плоскость Аху

11.3 Внутренняя поиерхность па­
трубка, луч 180՛

М»9— крутящий момент на оболочку 22 Внутренняя поверхность па­
трубка. луч 30’

Mtlr~ МЭГМбпЖШПЙ момент на оболоч­
ку, плоскость /1ду

10.3 Внутренняя поверхность па­
трубка. луч 0"

Рлм • поперечная сила на патрубок, 
плоскость Аху

11.5 Внутренняя поиерхность па­
трубка. луч 180*
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Фиг. 2. Картина напряженного состояния при действии на патрубок 
о семо А силы Руп-.
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Фиг. 3. Картина напряженного состояния при действии иа патрубок 
поперечной силы, плоскость Аг>
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Фиг. 5. Картина напряженного состояния при действии на патрубок 
изгибающего момента, плоскость А ку

Фиг. *)• Картина напряжен него состоянии при 
крутящего момента Л/у«

действии на патрубок
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Фжг. 6. Картина напряженного состоянии при дсйстнин на патрубок 
ИЗГ«бшОШ«ГО миммта, плоскость /1«։
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фиг 7. Каргина напряженного состояния при леиствнн на основную 
оболочку осевой силы /,»и
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фиг. 8. Картина напряженного состояния при действии мп основную 
оболочку поперечной силы, плоскость /1։.у
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Фнг. 10. Картина напряженного состояния при действии на основную 
оболочку изгибающего момента, плоскость Алу



В таблицу внесены наибольшие для каждого вида нагружения коэф­
фициенты концентрации напряжений и указаны местоположения розеток 
в которых обнаружены наибольшие коэффициенты концентрации.

Из таблицы видно, что при действии на тройники большинства нагру­
зок коэффициенты концентрации имеют величины порядка 10—15. самые 
низкие коэффициенты концентрация (7.7 7.8) наблюдаются при действии 
моментов М-„, Млп, максимальные коэффициенты концентрации напря­
жений (порядка 22)—при действии крутящих моментов на патрубок и 
основную трубу.

В таблице не приведены результаты испытаний тройников при дей­
ствии на оболочку поперечной силы в плоскости /Լ.- и изгибающего мо­
мента в той же плоскости из-за нестабильности показаний приборов при 
этих нагрузках, которую можно объяснить резкими градиентами напря­
жений в зоне пересечения, что подтвердил дальнейший расчет методом ко­
нечных элементов. Это отмечается и в работах [5] и (6|.

Наиболее нагруженные участки (для большинства нагрузок) распо­
лагаются п зонах 0—30° и 180—210°, то есть в плоскости поперечной 
симметрии, где и следует производить усиление конструкции в случае не­
обходимости.

111III Харьковского завода
«Элехтротяжмаш» Поступила 17 IX 1980
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II. if փ ո փ ո ։ մ

Հողվածում բերվում են փորձարարական արղյունթներր լարումը ււորշերււ 
Համար, միատեսակ կորություններ ունեցող գլանային թաղանթների Հատման 
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STRESS CONCENTRATION NEAR CYLINDER-ТО-CYLINDER 
INTERSECTION

A. I. FI.CHOV. A. L. LIVSHITS, E. A. MOLDAVSKY

S u m m a г у

The paper gives the results of the experimental determination of 
stress near cylinder-to-cylinder intersections of equal diameters.
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гивпичил. II1Ц «М^ПЬН-бОМ.Ш'Ь 1иПСЬЬ1ГЬизЬ КЬЧ.Ь1«11*1!‘Г 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
1ГЬ|ип|Г.р{ш XXXV. № 2. 1932 Механика

Н. МАРТИРОСЯ11

НИКОТОРЫЕ НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УПРУГОЙ СРЕДЫ. ГРАНИЧАЩЕЙ С ЖИДКОСТЬЮ

Рассматриваются задачи о соударении упругих плоских и осесиммет­
ричных г с л, граничащих с жидкостью и дпижущнхеч н протнносголожных 
направлениях со скоростью V. Метод решения динамических ։адач тео­
рии упругости для изотропной среды предложен Смирновым и Соболевым 

I 1|. Решение ряда задач динамической теории упругости методом Смцр. 
нова Соболева и методом интегральных преобразований получено в 
(1—6). РешсНИС динамических задач при наличии ТрСЩПН Да НО и [7. 4]. 
а I применением метода Каньяра |8| —в работе [9]. Близкий по идее 
к |8| метод обращения интегральных преобразований с приведением ре­
шения к форме Смирнова—Соболева развит в [10. И. 12. 13]. Примене­
ние указанного метода к задачам с трещинами дано и ] 14. 15]. Задача 
соударения плоских тел (стержней) со свободными поверхнетями мето­
дом [ 3] решена я (16. 171 Задача соударения цилиндрических стержней 
со свободными поверхностями решена в | 18].

11лоская и осесимметричная задачи о соударении тел при наличии 
смешанных граничных условий методом [И. 14] решены я [ 19].

В настоящей работе дано решение плоских и осесимметричных задач 
соударения упругих тел, граничащих с жидкостью. Определена асимпто­
тика задачи соударения тонких стержней. Для задач со смешанными гра­
ничными условиями определены коэффициенты интенсивности напря­
жений.

$ 1. Рассмотрим формулировку граничной задачи соударения полу- 
бесконечных упругих тел, ограниченных поверхностями прямых двугран­
ных углов, которые по терминологии 
работы | 16. 17] называем стержня­
ми, и граничащих с сжимаемой жид­
костью, (фиг. 1).

Если бы стержни были беско­
нечными в обе стороны, то задача 
была бы одномерной по х, где ось 
х направлена вдоль поверхности 
стержней параллельно скоростям их 
движения, и для проекций переме­
щений и, V на оси л, у имело бы 
место |14] в условиях неупругого

Фиг. I. 

соударения стержней
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— = ֊ иоз(л -а/)4֊иоо(- x—at)

Uo= О
Ox a

Вводя двумерные возмущения Ь1 = и и*, 
ния движения для упругих сред при у > О

V = U, можно записать уравне

д-U ^)ZU
—— Q՜------------ г-
01֊ дхг

.^U , . 2 ....Ь- - 4- (а՜ /г)
<>У

д-У
Оу Ох

d՝V ...о֊ У
ТТ ~ ь ot~ Ох-

.о2 У < ’ а՜------г (с — b՝)
<>У

<PU 
дхду

(1.2)

Уравнения движения жидкости в полуплоскости у <С О имеют вид:

°։d = WA
0(- \ Ox֊ dyz /

±1д = с֊7^1^ <**Н\
Ot" \ Ох- ду: /

(1.3)

где а и b — скорости продольных и поперечных волн соответственно, и (л)
есть единичная функция, с. — скорость волн в жидкости. ГI ре д положим
что на границе у = 0, — оэ . < х < оо удовлетворяются следующие гра

■

нкчныс условии:

к^- + с^ + к^.
Ох Оу дх р \ Оу Ох /

— + — -;0, И= И„ А-«а=-26։
Ох Оу

Переходя к преобразованиям Лапласа и. V, и„ 1| от с. V’, С'„ и, по 
граничные условия можно записать в виде

л- 2k А , ои.)
<)у as р \ ду 1 Ох /

(1.-oV OU
Ох Оу |/= I/,

где 5 = - {(о есть параметр преобразования Лапласа, а р, р, плотность 
соответствующих сред. Ищем решение уравнений (1.2). (1.3), записанны:
для U, V, Ul։ V,. в виде

lz(n՝e d'J.

(1.
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*pOO = o;fti — ~g p
(a2֊6>£ ’ 1 F, 1

?-=( ^T՜*2՛ Fj=- ]/ ֊^֊ . cx = a, c՝-b

Подставляя (1.5) в (1.4) и проводя обратное преобразование Фурье 
по х, получим алгебраические системы уравнений относительно б/1'’« 

и , решение которых дается в виде

gt1) _ zXV06-a ft; '/՜,
Л и К (?) ~а'՛ 3? R {а)

р- =  /АГУ>а33 - _
63

(1.6)

/?<а) №ЧШ]-Ц֊‘ t'
где R (а) —(рункпия Рэлея, которая имеет только два корня, находящих­
ся на вещественной оси [20].

Подставляя (1.6) в (1.5), получим решение поставленной задачи, пе­
риодическое во времени. Обратное преобразование по !, соответствующее 
решению нестационарной задачи, имеет вид

я+/-
U; V- И։ А_ С 7/. (7: 1/ ^' ds

•2-, JО— I
(1.7)

При применении обратного преобразования Лапласа по / введем вместо
•з переменную (« — $ — з — г, р — где □ > 0 и мало).

Существенными окатываются окрестности точек а = аП| для которых 
выражения в экспонентах обращаются в нуль

Л(«м)=0, /д(а) — ах ֊ Ъп(*)у, п = 1. 2, 3 (1.8)

причем сопряженные значения ая также удовлетворяют (1.8). Как 
показано и [11], можно контур интегрирования — <^а<^со заменить
контуром Г„. проходящим через указанные точки ия, ап в направле­
нии 1т («х- гЛпу) — 0. Вычисляя интеграл по 5, окончательно получим 

^^2 Ref 
h fn <a„)

o-^ 
dl֊ (1-9)

= 2 Re Klb)

и такое же выражение для V с заменой '0 на 1^՝ ', где г т 
+ У' I (' г'с՜ 2 , г~1^ — 1х—у1 Г /2— г-’/с՜՜’, г~ = х2 4- у". Здесь С/՝г:' , 

И, дается (1.5), где положено <« = 1-
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Из (1.9) можно получить значение напряжений я перемещении при у = О

<7 2zAl/0cRo(/ — | х| 1ся) n 2zAV0- ( |х i - cf) = (| х ] — ai)
—----- -- ~ --------!_____ —-------------  — КС ------------------------------  ----------
di p a \ a2 — R'(\!cr) ra՝xR (?) 3, (a)

di2 («) R {')

. де Л (х) — дельта-функция, о (х) единичная функция, а при х ֊ 0, то 
есть на поверхности соударения стержней имеем

. ՝ _ . ;'fu _ A2j>_ f't ( Q 
а ■

T.d'ijR :.'J..)3։(Zcr2) ^(Zaa)

2А64И0/л (/*,)% (Za,) ...
*trg'R (/\) ЗЦ/aJßj (z։։)

/ 1~
зл= I — • n = 1, 2

I y' Cn

Для выделения особой части решения вблизи точечных воли полагаем

ь {п> Ü“՝ (aj) t Ütn>‘ (aO)(an - а'Д

и поскольку %, 3„(aJi) действительны, а U ' ՝ 
мнимые, то можно из (1.9) получить

— =2У — (t - — )
()t у г֊ г Сг. У Сп /

dt

и такое же выражение для oVjdl с заменой Ü՝''} на И|л).
Можно получить решение для соударения слоев конечной высоты 

Zh и получить асимптотику для больших I так, как сделано в [19]. при­
чем öUjdx имеет тот же вид, что и для осесимметричной задачи, решенной 
в § 2.

§ 2. Получим решение задачи соударения упругих цилиндрических 
стержней радиуса £, причем при > 2> г среда заполнена жидкостью. Урав­
нения движения в цилиндрических координатах при наличия осевой сим­
метрии для возмущений U* = кх — uQ, Ur — иг имеют вид (для r>«) 
(фиг. 2)

где

56

(R Uг
------- — а~----- -г 20՜-------»

0t'2 дг дх
ö֊Ur п ДА------- = а՜----------

Öt2 Ох
-----֊7— (Г«»,)
г От

(2.1)



Д = — — 
Г иг Ох

ди, дЦл 
дх дг )

лается (1.1). а для г > ? уравнения движения имеют вид

d֊Uyr _ 2 d'U՝x _ t-------  — с > _ — с
<fl‘ Ör 01“ öx

r ar Ox

(2.2)

Фиг. 2.

Граничные ус ховия на поверхности соударяющихся стержней берем 
в виде (г = р.)

Г.ХА „.„W, KV0 ! |л|\5,, = (, 4֊ 26’----------------- о f — ----- ) = 3j,r
дг а \ а /

г, ,՛ (2.3)I/ а и t г\ .. ff fj si„ n.
— = ZH-------k —):;0, Ur^Uir, -----= с‘Д։

p \ ar dx / Pi
Решение задачи (2.1), (2.2), (2.3) ищем в виде

г» ОО
и. -- У f «'“/.('■W Э1”^՜ y. = f f е“'Л 

— Ои - ОО
сс ОО

5|.= ( e'"J, (J,) Ü.X j՜
—ОЛ  ОО

где
г//՛՝ =. ,n՜^ ֊ = ibü,,

(a‘—b2)i а

ß„ —дается (1.5), а /0, /։ — функции Бесселя.
Подставляя (2.4) я (2.3). получим

ил =  2ЖИЯА(3,)

՛'
F(՜.) = bv- J„ (.?,) 7> W»,) -г 461«?,], л (£) Л(^8։) - 

—Л (3ß,)Ä(=wF. -

(2.4)

(2.5)



Подставляя (2.5) в (2.4), получим решение поставленной задачи, перио­
дическое во времени Г. однако обратное преобразование Лапласа в простом 
виде записать не удается. Определим асимптотику решения для больших 
/, в которой юз — 0, юг -0, тогда

И’)--֊, (30՞—4А’)(а’ -а’)(«։֊4) 
Zcrp.t

, За’-46’-с’ , а’-А’ —с? . (2‘6)
а*-------------------------- а2 • ------------------------  ■= О
1։* с3 (За3- 462) 6гс"(3аг 46г)

Затем подставим (‘2.6) и (2.5) с учетом (2.4) я того, что ։»г ■ О, 
u>j—• 0. Вычисляя и интегралах по а вычеты в точках х — aJ։ ։2, а՜1 
при л- > 0 и а =—ар — а2> д’ при л-< 0, можно получить асимп­
тотику в виде

л | «1Й(^)а0 - »ilxl ) __ аа/?(2а)з(/ -“ai.r ) I

<JL Ix (Г А . . . . . , . , .
"77՜ “ f ~2jX) “ ч՜' ~?՜ ՛л 1 л <r6c(3d՜ 4А՜-՛)

где х-1 ио (2.6) дают скорости волн вдоль поверхности стержней - 
жидкостей. Таким образом, наличие жидкого полупространства влияет 
как на значения скоростей ноли, так и на величину деформации.

При отсутствии жидкости с = 0 и получим я. ! = с0 |19], 1 ~ 0,
и можно решать задачу соударения со смешанными граничными ус­
ловиями.

§ 3. Рассматривается плоская задача соударения при смешанных гра­
ничных условиях на поверхности стержней. Обозначим через х ~ — I 

координату точки соударения А, 
фиг. 3. Вначале рассмотрим зна­
чения / > 0, при которых точка 
А, фиг. 3, находится на жесткой 
опоре. Переходя к преобразова­
ниям Лапласа и, Й, 6’1։ от и, 
И, Ср йх по ?, граничные условия 
можно записать в виде (у = 0)

О и . 2 О И к(7и0
+ ° + КТх =

?։ ../ой; дид
при х>0

V — Kj ври х>0; V = l7t = Ü при х<^0
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dV dU_ 
Ox " Ôy

— co г < о? (3.1)

U, /, t/„ И, - 0(r17), r = I x։ + y- - 0 

(условие на ребре)
где ôujdx — - - 1'0/а$ехр(- x's'a), x' -֊x l, U, V, Üx, Й։ дается (1.5). 
Подставляя (1.5) В (3.1) и проводя обратное преобразование Фурье по л. 
можно получить уравнение Винера- Хопфа

2/6։ . ։ ... | ' у — /"б) И(։)-֊

“ I 7' /?(-) d-
г (а) = — _ ехр —; \ In - z...... -- ----------------

I (ыМ i а) (Ш/Ь x я) • F (”) " — 7-■՛,՛, д w/a

где (a) ; И (я) аналитична соответственно в верхней и нижней 
полуплоскостях ։. Левая часть (3.2) аналитична в нижней полупло­
скости а, а правая часть в верхней полуплоскости, кроме а - '/а, где
имеют простои полюс. Вычитая из обеих частей (3.2)

УвК ехр ( fed la)
2-<jv. (а — œ/o) I u>/û -vi/6/-՛ (œ/а)

- В (т) ехр (л՛-/ а)

н используя условие на ребре, можно показать, что обе части полученного 
уравнения тождественно равны нулю, причем решение уравнения Винс- 
ра-Хопфа получится в виде

у _ id՝В (а) ехр ( //а)

26՜ (6՜— <”/6— a F (?)
И, = id2 (а) ехр (7<В 1/а)

Ux i^=- </5(u)exp (fv» /, а) = idx (а) ехр (vu l/а)
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и™=- !<&.•/В (а) ехр (7<я 11а) 
2(&- а2)^/'"Й

/а1 (а) ехр (7и> //а)

7,(2) 7а8а^։2?(а)ехр(/м 1/а) . .= —---- * .., —--------= ,-\ /о= ИехР <*" //а)
(<г —£•)<•>• | „,/£_*/' (а)

Аналогично (1.9) .можно получить

— = - 2 Ие I V -4^-, ~ _ 2 Ке 7 М-
<№ Т /п(аЛ) <>/2 /э(«з)

Л> (яп) = /---- - ֊ *,.* — 3„ (а„) г/ = О
а

— = - 2Ие 7 V = - 2Ис 7 —:-^3-
дГ- Ч /„(*,.) /3(а3)

(3.3)

Ья («) - (а5Н - Ь‘$) |(а‘‘ 6г)аЗ„] 'а„ (а)
■ _ |

Из (3.3) можно получить значения коэффициента при (| — х) в зук 
то есть коэффициента интенсивности напряжений (у = 0, х — — 0)

»» = 2145 . /" Л _ 2Л
р Г —х > а ՝ а / 

3Ьу ______ а УсЖI а6( — х/‘2 з (/ — //а)________
Р, 3-6< (а= -֊ Ь-) 1 ' а2 4 Ь^՝+ (1/а) (7 1/а^

§ 4. Рассмотрим теперь случай, когда то есть соударение стерж
пей происходит вне жесткой опоры.

Аналогично § 3 можно получить уравнение Винера-Хопфа

?^'(а=_6=) Г-МИ- =
а »' о Г к>/6 -}- а Л * (а)

Ц» ехр (ь^/а) д = 
2ган (ш/а 4՜ '*) । и>/Ь я Г («) ’ а«

/(’)

(я) =

____________Уйк
~а~Х ' (а) I ®/а 4-а (а —ю а)

Г~ (а) I (<о,а 4- а) (<о, 6 4- а)

(4.1)

где И , Г՜, !2<> дается

ш/с/г 4- а

(3.2), ал= ю/с/?.
Для того, чтобы применить метод Винера-Хопфа. необходимо 

представить как сумму двух функций, одна вз которых аналитична в ниж
ней полуилоско« г и. а другая в верхней полуплоскости плоскости а.

Л(а) =Л (’)+/։ (®) (4.2)
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Можно показать, что 5 14]

причем под X (*.) подразумеваются граничные значения X ՛ снер՜ 
ху на участке «ч'с *<•֊•«/«.

Подставляя (4.3). (4.2) и (4.1) и решая уравнение Вннера-Хопфа. 
можно получить

—!ск
Й, = I у ] л, »(֊, ?) е"<Л

и такое же выражение для И‘”՛. где А заменено на В, причем

Л11|_ «’Д(«)Му)
“о'£(’ ) ?1 2 (а1 — 6’) V '"/6—1 Г՜ (1) 3, (։)шг

Я

/ (а)Л?’֊֊=

и՜ '

23,М1”.

/г?, А'.", ° г» ~ о՝/» дО>) 
(а-- Ь՛} з ₽„ 1к(а՛- Ь')^.

Р,=Лх-л',”. 
' 6’1/

Аналогично ( 1.9) можно получить при / <: О
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"'U -2R(.;v ’ Г ЛЙОГ, i)d-
<** 4, +ձ J "7Г(#. и— <**

֊1/Դ
°'IL * * V՝ _ 2 Re / [ । у V 1'Հ * (а4> О d-

IL Ն. ՄԱ|'ՏԻ1'1111֊է11.Ն

1Г1» ՔԱՆԻ (12 ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ ե.9.1։Ա:։.ԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐ ՀեՎՈԻԿԻ 2ԵՏ 
ՍւԱԱԱՆԱնՑՈՂ ԱՌԱԱԴԱհԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՃԱՄԱՐ

Ս. մ փ n փ ււ ։ մ

ե՛ւոսէցված է աՆւսլիւոիկ չոէծռւմ հեղուկի հիս» սահմւսնսէկքյոդ ՛արի h աո- 
անրրաւ/իմ եէւ/րիկ մ արմ ինների էսոէսձդակսւն խնդրի Համար խառր եդրսրյին 
ւււայմանների տոկայուիյամր։ Լէսծոէմր որո՛շված Լ Ամիրնով—Սոբոչևի ձևով, 
դւոնվաձ Լ լարումների ինահնոիվության դււրծակբի արմերր ամրակցման մո- 
4: ակ tu լրում :

1/зМ À1 J Л(«ч)
— »•

//Л) (а(хя>) I - (х 4- /) («։**) = 0 (4.5)

/?' (*П ;) = t - <Г х ֊ ,У1% (а^) - $/ = О 

Л(*з) в (х + /)а3 ֊ у?з(9.л) О 

/ч («4» «)=*<- х’-։ — &Ы ֊ î/ - О 

и такое же выражение для à"V]df, где А заменено на В.
В (4.5) функции /1, 5. О находятся из (4.4). (4.3). где положено 

(ù = 1.
Из (4.5) можно получить значения коэффициента интенсивности на­

пряжений для обеих сред (у - 0, х •֊ — 0)

շ՜Լ'Դ____

I J I —X
-Uc 

—1/ej.
2рог(—Г 14 I՜)
36=(а‘֊64)Л J U-x/)M

֊Լ'ր

где рл(") — (", -) (“ — я), причем решение равно нулю при ■<—1/с.

Педагогический институт 
нм. X. Абовяна Поступила 5 II 1961
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SOME UNSTEADY BOUNDARY PROBLEMS FOR ELASTIC 
MEDIUM BOUNDED BY FLUID

A. N. MARTIROSIAN

Summary

Analytic solution for the elastic problem of impact of plane and 
axial symmetric bodies bounded with fluid in the presence of mixed 
boundary conditions is obtained. The solution in the Smirnov-Sobolev 
form is determined; the value of coefficient of intensity of stress near 
the support is found. For the small value of height or radius respe­
ctively in plane or axial symmetric problems, the simple formulae for 
elastic displacements corresponding to the asymptotic one-dimensional 
solution in the form of core waves are given.
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