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Э. А Даииеляи

Предельные теоремы для времени ожидания 
в одноканальных приоритетных системах

(Представлено члкорр АН Арианском ССР Р. А. Алекса «прямой 16 IV I960»

Г. За последние годы заметно возрос интерес исследователей к 
разделу предельных теорем теории приоритетных систем. Последнее 
вызвано тем, что с усложнением структуры приоритетных систем 
затрудняется точный анализ важнейших характеристик; времени 
ожидания, периода занятости и т. д. Поэтому большое внимание уде­
ляется построению приближений XIя таких характеристик, например, 
диффузионных, степень применимости которых проверяется с помо­
щью предельных теорем.

В одноканальную систему массового обслуживания с ожиданием 
поступают независимые пуассоновские потоки 1-вызовов, .... г вызо­
вов с параметрами а։, <аг соответственно. Длительности обслужи- 
ваняя вызовов независимы в совокупности, нс зависит от процесса 
поступления н для / — вызовов имеют функцию распределения й,(/),
В,[ + 0) « 0.

Рассматриваются дисциплины относительного (схема А) и 
лютного (схемы В : BI—дообслужнванне прерванного вызова;
потеря; ВЗ—обслуживание заново) приоритета, описанные в ('). Чем 
меньше индекс вызова, тем выше его приоритет.

Внутри каждого приоритетного потока приняты дисциплины 
FIFO (первым пришел—первым обслужен) и L/FO (последним при­
шел—первым обслужен).

Обозначим через виртуальное время ожидании /г-вызопа 
в момент / в схемах А н В. Индекс / указывает на дисциплину, 
принятую внутри каждого приоритетного потоки: / = I - / //О, /•»_ 
Z./FO.

Пусть ры — загрузка системы 1-вызовами...... fc-вызовамн. Зна­
чения p*i, а также констант Ри, имеющих смысл второго момента сум-
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парного времени, затрачиваемого на обслуживание поступающих за 
единицу времени 1-вызовов....... А-нызовов, приведены в (•).

В схемах Лий условие «•»։<.! есть необходимое и достаточное 
условие существования стационарного распределения для да^(/), а ус­
ловие р»|^1 —для

Пусть да* представляет собой стационарное время ожидания Л- 
вызова: да* — Ит &{(?)■

Первая задача настоящей работы заключается в получении всех 
возможных предельных распределений для да* в условиях критичес­
кой загрузки р»| I I при следующих предположениях.

1. Функции распределения В,(1) фиксированы (/=1,А) и для

(Re $>0)
и

при s*-0 (Res .?0, s^O) в схемах Л н Я1 справедливо представление

֊ 1-М + «г” *’։/| (1 4֊ o.(D) (1<7<л <2)

с некоторой константой а‘э>. Здесь

₽(/ = <1 B,(t).

О

В схемах В2 и ВЗ представление предполагаем выполненным 
лишь для первого потока.

Положим (i — 1, А)

7, = min (Иц..... Ко),5/= V Д/7/М, В « о,
3(/)-Т|| • И ■ I

Чтобы записать результаты в единой форме для всех схем, в 
схемах В2, ВЗ введены обозначения (<= 1, А)

В, если 7j<2,
2р*з, если 7j=2.7։ = ’. #/ =

2. Пусть при рм։ f 1 р— номер первого из потоков, для которого 
Ppi t 1 и существуют пределы (i =* I, А)

♦
q = llm q 

рм | I
Р/ — 1—p(i,po=l

Тогда существуют пределы (I « 1, А)

р(2= Пт р(?.
?*։ 1 1
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Без ограничения общности можно зафиксировать а, .... ар.. ։, по­
дожни их равными своим предельным при рм | I значениям.

Положим:

2 ргз, если Тр= 2.

V2 /. если 7Р ° 7,-1<2.
г/И

если 7/>֊1<2> 1р<2-
₽р»

Здесь / (л) есть I при л^-0 и есть 0 при л<4).
2 • Теорема I. При выполнении условий I, 2 существует

предел
□) с * О

(?»-։ Р> 
Пт Р)т-------—

₽*| Т 1
R (х) (л>0),

где

1— е~х, если 7Р=2.

R (х) = ։ (а-/’р-։) </(1—е՜'). если 1<т,<2.

Здесь О. (л) (0<х<1) есть положительный устойчивый (окон с
показателем ».
б) Ь>о

I РрПт р > . то1<л == /?.֊» (л). (х>0).
Р*1Н (Д/р֊«

где (()<«)

е"дН, (х)
а (1)

о

а А ($) есть решение уравнения

г + Лд “ (2)

удовлетворяющее условию А (0) «֊0.
В частном случае 7^ = 2 возможно обращение (1)
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где

* и ֊ I
л?и (х) = — а е “;{ V ф (/. и) <//1 ди, 

о о

, . . « Iй*й («, -о) = г---- ехр - —
2г I кг» | 4 г»

Замечание 1. В работе (։) был поставлен следующий вопрос. 
В схемах Л и В в предположении конечности первых двух моментов 
у функций распределения Л/ (/)'(/ = 1.Л) только ли экспоненциаль­
ное распределение может служить в качестве предельного для ш'„ в 
условиях критической загрузки?

Как показывает теорема 1, при с»>0 в указанных выше условиях 
предельные распределения для не являются экспоненциальными.

Теорема 2. При выполнении условий 1, 2 в предположении 
с»>0 существует предел

(х 0),

гое функции /?.(х) (0<^а) задается в теореме /.
Замечание 2. Интересно отметить следующее. В теореме 2 

предполагается, что с^О при рм г 1. Случай с* = 0 не дает возмож­
ности для получения предельной теоремы.

Дело в том, что вклад 1-вызовов. ..., (й— 1 )-вызовов, посту­
пающих после начала отсчета а»{, в нормированное а՛* при ' 1 
.несуществен*. В то же время а»2 не превосходит той же величины 
при р*։ = 1, которая при фиксированных загрузках является величи­
ной собственной. Аналогичное же влияние первых к 1 потоков на 
ф» при существенно, что н приводит при р*( | 1 к неограничен­
ному увеличению

Наличие условий критической зягрузкн для (Л —1)-го потока 
позволяет надеяться на .существенный* вклад а՛’ , в а»- при 1 
и рк-н 11. .

Теорема 3. При выполнении условия I и с заменой к на А—1 
условия 2 при р»1 = 1, р*_ц 1 1 существует преоел

11т Р в;.՞՜'
= Л1(л) (д 0),

где

т (в) = Се—' д М (х) - А (4)
2 «4- 51г,р
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а ± (5) есть решение уравнения (2) с А ((I) 0.
В частном случае — 2 возможно обращение (4)

Ш» «Ж“. V и)е~(г+ Г^и(И\<1у,

где | (и, т>) задается формулой (3).
3°. Вторая задача заключается в получении предельных теорем 

для а՛* (/) при фиксированных загрузках, когда /-♦ 4֊оо' Будут изу­
чены наиболее интересные случаи—случаи „околокрнтических* за­
грузок:

1) рм = 1; 2) р*-н = 1; 3) р*_ц<^1, р*|}>1.

Теорема 4. Если загрузки фиксированы, рм = 1 и выполнено
1, то при ։ ••֊֊)֊ по существует предел

Рс I »» (/) 
(2 в„п1՛^

- ^1* (*) ко).

где
ов

е-”двп(х) = е ՝°*7>

о

I
1-------------- --------- (>-т»

21л‘ г (1/т*) .)

Следствие 1. Если в условиях теоремы 4 ;» = 2. то

ит <х
■ I ) 4 р»2 • (

= 2 Ф(х)-1 (х^О).

где

Ф(д') = _1_
/2^

и՛

ди (—по Х<֊| ею)

Теорема 5. Если загрузки фиксированы, р»_։։=1 и выполне­
но /, то при <-+-|-ою существует преоел

Пт р| 2 (х о).
1(-р» -О1*՜1 I

где

•՛ г/СлЧ1»_|) (х) - ехр |— (25)

Следствие 2. Если в условиях теоремы 5 т», =2. то

!1т иф(/)>х -2{1-Ф(х-’«։» (х>0).
Г-+- I pH* I

Теорема 6. Если загрузки фиксированы, р*_||<1, ри>1 « 
выполнено 1, то при I ►-(-«■ю существует предел
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Нт рЬг* а՛* (О + Р*
Ри-։

- (~°о *<4-*օ),
где (տ—действительное число)

|2/(р*֊1вк—Ркв*-1Х(7*
I

ЯТл<^)= \<”'։</0ս(^) = 6\թ I (-^Р* |
I 2 г

о

а I—мнимая единица.
Следствие 3. Если в условиях теоремы 6 7* 2, то

«Հ(0 + է Р»
Р* I

<Л- Ф(л) ( —©«^«տ+օօ).
, Р»2 р*-։ — р»-1гр»

Ра’-։

Замечание 3. При рм = I для оЩ/) существует при 
невырожденное стационарное распределение. Поэтому попытка полу 
чения аналога теоремы 4 для ы1(1) бессмысленна.

Открытым остается вопрос получения аналогов предельных тео­
рем 5 и 6 для 1

Ереванский государственный 
университет

է. Ա ԴԱՆհնԼՅԱՆԱանմա Լային թեորեմներ սպասման ժամանակի համար միալար նաիոս- սլաւովսւթյամր համակարգերում
Դիտարկվում ( ^1/ Հ(}ր|1|Հ^Ա տ ի պ ի համակարգ հարաբերական ե րացարձակ 

նախապատվությամբ գ ի ս տ ի պ լին ան ե ր ի գեպբումւ Նույն Հոսրի պահանջներր 
սպա սարկվում են • ամաձա յն «է աոաջին ր եկավ—աոաջինր սպաս արկվ ե ց Ա , 
կամ էվերջինր եկաւ/ — աոաջինր սպասարկեց* գի ս տ ի պ լին ան ե րի I

հ — րգ (£=•!, Հ) հոսբի պահանջի հնարավոր սպասման ժամանակի 
րաջիէման համար է պահին ապագա ցվաձ են սահմանին թեորեմներ, երբ 
է -*ԴՍ,
ш) Рй-п<0- я) р*-п=1. у) Р*1“1
ֆիյւսաձ Л անրարեոնվա^ ш թ լանների գեպումւ Ապստեգ | (/Г 1, Г) համակարգ 
գի Л ան բաբերէն ված ա թ յանն Լ աոաջին 1հ հոսյէեբի կոգմիգր

ձևակերպված են նաև թորեմներ к---րգ հոսրի (Л |, Г) պահանջի
ստագիոնար սպաւ/ման »/ ամանակի րաչխման համար կրիաիկական (р>| ք О 
ե միար/որ (0д_|| | Լ рк| «■ | ) ծ անր ա րե ոնվ ած ութ յաննե րի գեպքումէ 
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МАТЕМАТИКА

О. С. Асагрян

О позитивных эквивалентностях

(Представлено սւ-корр АН Армянской ССР Р Р Вартановым 17/15Հ 1980)

В статье доказывается, что всякая позитивная предполнэя экви­
валентность л-уннверсальна. Т. е. всякая предполная эквивалент­
ность является фактором любой позитивной предполной эквивалент­
ности. Замечено также, что в классе всех позитивных эквивалент-
ностей понятия /«-универсальности к предполноты (креативности) 
не совпадают. Но тем не менее /п-уннверсальность влечет 1-уни-
версэльность. И как следствие построен 
эквивалентности ■»> Трофимова (’) в себя.

Обозначения: X'—натуральный ряд;
частично рекурсивных функций (ч. р. ф.);

рекурсивный мономорфизм

{«РдЬелг—нумерация всех
Բ- множество всех обще-

рекурсивных функций (о. р. ф); Л,—множество всех 1 — 1 функций 
из Г; = '>?,—область определения кж=р?ж—область значений
Т»; Л(х)—универсальная в («рж}х€д՛ функция; П = | г/рх | ; Р—класс
всех позитивных эквивалентностей (*); Р', = {т1/т(£Р<&т)—предполная) 
(”). Если для т^, та из Р выполнено условие: <^х, 
/(уЕ>Ети для некоторой «х, у>—постовская нумерация пар), 
то будем говорить, что /«-сводится к т)։, и обозначать это так: 
т» 4тн'« |л|г, —класс ч), содержащий х; |х, у| —нумерация пар Клини.
Для т&Р определим нумерованное множество у, следующим обра­
зом: ¥л(»(х) « |х|,) (2). Если ->Ю^Р тривиальная, т. е. ¥х([х]гю = л), 
то будем обозначать через 75՛. Известные из монографий (*•*•*) 
элементарные понятия вводятся без определений.

Лемма 1. Для любой позитивной эквивалентности л с 
тожоественным вложением в П есть &п-подобьект П.

Доказательство. Пусть 7 — (5. >) подобъект II такой, что 
5^{(х|,.|делг, и пусть Л£Р такая, что Го(х) = т.ц, >.
Определим так: /?(х) = (первый элемент в перечислении «*(.»).

Так как Ух(-Л1^0. то и ¥х(Л(х) = |^(х)|,։), а это озна­
чает, что (7,, /) —главный подобъект П. Номер функции ц эффек- 
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тинно зависит от номера функции Л (’), поэтому и։п -подобъект П.
Замечание 1. Для каждой предполной эквиналентщктн т( су­

ществует о. р. ф. / такая, что

' ?/м>( у)|., 1?«(у)1’.)-
Для удобства будем говорить, что расширяет в ц.

Теорема 1. т,1^Р*<-»([х|,|хел. л-подмножество П.
Доказательство. Пусть такая, что

Ух((кг^0- ?*(<>€= 0-* — нигде не опреде­
ленная функция)) (’).

Рассмотрим ч. р ф. Л(Д(х), у), и пусть ДГ из замечания I 
для ч). Рассмотрим «р/*ил Ясно, что для всех л(А7.

Определим ?(х)£Л’ следующим образом:

“По = |?/*(г><0)|’,-

Проверим теперь, что ¥х(Яу( |у), = пх)->-4(л) =
Действительно: Эу(гх-= |у1,,)-*Кх¥=0&р?.г = = |?/*(ж1(0)|, =

Достаточность очевидна.
Пусть й(х)— одноместная универсальная функция. Можно пос­

троить о. р. ф. а(х) такую, что для любой ч. р. ф- »!?*(*) = 
= *<?.<,.։(*) и о. р. ф.

Теорема 2. Произвольное позитивное преополное номерован­
ное множество п-универсалъно (см. (*), стр. 15).

Доказательство. Пусть 7—позитивное предполное нумеро­
ванное множество и т}—нумерационная эквивалентность 7. Для прос­
тоты предположим, что »(л) — |х|»,.

Как известно, для каждого |х|г,. креативное множество 
((*), замечание к лемме II §3)).

С другой стороны, существует о. р. ф. К такая, что

(I)

Пусть л£А фиксированное число, |а|,—фиксированный класс; 
ф—функция продуктивности продуктивного множества Л [а|. и 
А€Л^[а],,. Определим о. р. ф. / следующим образом:

/(0) = а;

/(О-*.

предположим, что /(О),..., /(л) определены. Для определения /<я+п 
построим р. п. множество

R" « и |/(01ч 1) г/со “
1«<Я 1<<<Я

положим /(л-1-П ♦(?(«)). Легко убедиться, что Цл)-о. р ф. и
Ул^М^(;(л)) определена).

Тогда/(л) о. р. ф. и обладает следующим очевиным своп-
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ством: Ух, у(х у-*|/(х)|т * |Ду)|,.). Поэтому 7 л՛ вкладывается в 
к<Гк подобъект. ■ ]

Покажем, что (?л’, 1/(х)|0 ы'п-подобъект Действительно, 
множество /? = {<х, у>/х£|/(у)|,։| рекурсивно перечислимо и яв­
ляется графиком некоторой ч. р. ф. А такой, что

«Л = и 1/(у)Ь. = и и Ух^(х)([/А(х)1,-[х|,). 
.»6Л' ЛХ

Это и означает, что (тл\ |/(х)],,) адл-подобъект Пусть ц—ч. р. 
ф. Через г1К обозначим эквивалентность, полученную так: <х, у>£ 

ЗлЭ/п[£"(х) = £"•(>՛)], где ^(х) = х, #։(х) = р(х), #։(х) = ££(*)„..
(’). 1.‘ 1

Легко проверить, что ти^Р.
Теорема 3. В классе Р существует {-универсальная не 

предполная эквивалентность.
Доказательство. Построим ч. р. ф. С(х):

՝(•*) Пх1։ч, Ф['И.։(1А1։’»Н-

Покажем, что т,; /п-универсальная в Р. Пусть г&Р. Известно (։), 
что т) = т;г, для некоторой ч. р. ф. £ = <?„. Далее:

<х. У>€^^<1лЯт(=.;(л) ֊ »;(у))ЛЯяЭт(|и, ?;(х)| |и, ?7(у)|)
(в силу свойства однозначности нумерации пар) <->ЭлЭ/п(’,"(|«, х|) 
= ’"'(|и. У1)) (по построению ’,) ^ЭлЯ/и(?(/(х)) = ?"(/(у))) (/(х) = 
= *л|«. х|)^</(х),/(У)>€гк.

Покажем теперь, что эквивалентность V. нс предполная. Для 
этого проверим следующие импликации:

<-*. у>€тс<*ЯлЭт(',»(х) =’."(у)И*ЭлЯт(||х)„։,?''Ж|31(|х]։,։)| =

11у1։.1.<Р"Ь|(1у1>.։)|>֊ ՝И«.1 = |у|1.1&Ял, Т^^уЬ.։)) >

г=’1х1։>1 = 1у1։ч^<^1х1։'։4у)1л =

Пусть теперь <$и нигде не определенная функция и ее 
эквивалентность.

Ясно, что <х, у>€т,։|14**х = у, функция /(х)—>.х|л, х| (-сво­
дит г^а к т<;, и Ух^У(|/(х))ч = /(х)).

Таким образом, мы увидели, что ч: имеет рекурсивный класс. 
Поэтому эквивалентность га не предполная.

Теорема доказана.
Известно, что для универсальной функции А предполная и 

(-универсальная в классе Р.
Теорема показывает, что (-универсальность и предполнота н 

Р не совпадают.
11есмотря на это, остается справедливым следующее замечание: 
т-унивсрсальная -> тю {-универсальная.

Действительно, для универсальной функции А выполнено усло-

138



вне: (А^). С другой стороны, для всех х^Л' |<(х)|,л—беско­
нечен, так как, в противном случае. / '(|Дх)|,10) рекурсивен для не­
которого х, чего не может быть дли >;* [1]. В силу позитивности 
Ъ / можно выбрать из А՜,. Кроме того, т.» 1-универсальна в Р (’). 
Поэтому для произвольного т&Р существует такай, что 
Тогда Ь=/р I-сводит к

Следствие. Существует п-поймножество П, 5=
такое, что \'х\ у(кг(л) « Л и^л-и не пусто.

Ж9
Доказательство. Пусть т^Р из теоремы 3 и -г£Р*. Тогда 

имеют место следующие соотношения для некоторых А,

Заметим, что 0!/(•*)!’*¥■ Л/, так как в противном случае и т(й

изоморфны. Обозначим д = /й и покажем. что семейство

I Ье՝ —1”|г(ж> }«сл

удовлетворяет требованиям следствия (здесь &£Р и легко находится). 
Во-первых, очевидно, что и*лоСи|/<х)|’Л и поэтому ЛГ՝- 

Ж ж
Ч—сводящая функция для ч и т>, поэтому для всех

х, уСЛ/

Наконец, покажем, что 5 есть л-подмножество П. В силу 
предполноты (•[,„ |<?(х)|,Л ) есть л-подобъект так как легко
построить о. р. ф- Л' такую, что для нсех у£Л Л'(у)€ □ ” |У1и€

Ж
£|А'(у)]м = |у]п*- С другой стороны, по теореме 1 /) есть
л-подобъект П с тождественным вложением. Отсюда следует, что 
5 есть л-подмножество П. (В частности, если ц . г^, мы получа­
ем, что 7Л։ изоморфно вкладывается в себя). Следствие доказано.

Вычислительнын ьентр
Академии наук Армянской ССР 
и Ереванского государственного 
университета

II. ЦЩИРЛИЪ

<Пп(]||и1|и| |։1ц||и|ш|Ьйи»п։р|П|ЬГ»Ьг|| ЛиифП

^пг^/шЛп.Л п1ипч1Ъши^р>(п.Л £Ъ пГпг
■иии>дп»Р]пЛЪЬги Ц‘։ииЪшдлрш։чЬы ши^шдтддгчЛ пр рп(пр и)пд/11п11д 

дш/ЬЪштР 1»,ЪЫ.р1> дшип,Л I — пЛ^Ьрииц, рш1а «2 Ц7А-
в(и//ЬЪи9ПЛрI
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МАТЕМАТИКАձ Д Туинея

Обобщение методов исключения и полного исключения

(Представлено чл-корр. АН Армянской ССР Р Р. Влршаыовым 17/1V 19801

В данной работе предлагаются методы решении линейных алге­
браических систем, основанные па идее выбора не одного направ­
ляющего элемента, как это, например, делается н методе исключе­
ния Гаусса, а одновременно нескольких элементов—направляющего 
вектора.

Приведем необходимые обозначения из (’). Вектор л ■= |л/|;€Л- 
будем обозначать х(Лг|. Компоненту вектора, имеющую индекс ։, 
будем обозначать х|/|. Символ ЛГИ, .V] будет обозначать матрицу, 
индексы строк которой пробегают множество Л1, а индексы столб­
цов—Л'. Нулевую матрицу будем обозначать 0|Л1, Л’|. Скалярное 
произведение, умножение строк, столбцов и матриц записывается по 
обычным правилам.

1. Теоретическая основа. Обозначим Л = 1, 2, .... л). 
/И = |1, 2..........л։}. Рассмотрим систему линейных уравнений

<ъ|Л|г[Л'| ծ|/|. 1£М, (1.1)

где <է|.¥| вектор-строка, л[Л/| неизвестный вектор-столбец. 
Пусть /СОУ и .։<оКНО|К|, /0£Л1. Определим

а,|Л/| <б|^|4-з.^и|Л'1,

б'И - ծ|/|-Խ^[/օ|, 1£М.
где

я, ։,(А) “ —
(<>4*1.  <ъ9|*р
(«<О|Л'|. М*1> ’

Теорема 1.1. Если (х|А'|, л|.\’хЛ'|) решение системы (1.1), 
л»о (у[А], л|Л/\А'|)-решение системы

аД*|у|А]4  <։<|ЛГ.Л|х[Лг*̂|  =ծ'ի|. (12)
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где у|А՜] ֊ х[Л'1֊р<71,|А’|, >.£/?’, и наоборот. Если (у|А']։ хр\А'])
решение (1.2), то х|Л'| решение (1.1), где

л|А] у|А1 +
/>|»о|-а,01А|у|К|-7<0[У\К]х|^Л|

<К1- (1.3)
(<Ъ0|К|. ф01К|)

Доказательство теоремы можно провести, например, методом 
подстановки.

Следствие 1.1. Пусть Л10СЛ1. Тогда система (1.1) и систе­
ма

р,0|Л']х|У| Л|/о],
аДЛГИЛ'НА'Ш, /(ЛГ0, 
|Л1|Л']х|Л| А|«1. ЦМ Мо

эквивалентны в смысле множества решений.
2. Обобщение метода исключения. Рассмотрим метод 

решения системы (1.1), основанный на следствии 1.1, при условии, 
что Л/о одноэлементное множество.

В предлагаемом методе каждая итерация состоит из малого 
шага, когда относительно выбранной системы векторов идет процесс 
частичной ортогонализации, и большого шага, когда процесс частич­
ной ортогонализации закончен и преобразованию подлежат остальные 
непреобразованные элементы системы, рассматриваемой на данной 
итерации. *22

Первая итерация. 1 . Пусть А^СЛС Полагаем

а[|Л’| ==а։|У|, А’[1] = А|1|.

2 . На 5-ом (з^2) шаге находим элементы

4-1

й’|х) = А|5]
V՛ „(,>|/|, 

< - ։

где

а< : аДК|)
(п,|А,|.аНК1|)
(аЦЯЛ. аДА,!)' I = 1. 2......

3°. Обозначим = 11. 2 г։}, где г։ ранг системы векторов 
{аДАЛ^и • ^СЛИ то переходим к п. 2°, где вместо 5 берем
($֊Н). Если 5 = г։, то считаем малый шаг законченным.

4°. Определяем

а||Л(1 аДЛ'Ц- V „а‘|ЛГ], ^Л1 /?„ 
а

■ Так как »та система векторов подвергается процессу ортогонализации, то 
ранг се определяется и ходе ортогонализации.
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+ 2 Л1 /?„
II *,

где

в/ (А|) (Д.|*,|.  а/И.р
<а/|А։|. аИЛ.|)’ 

и считаем большой шаг законченным.
Обозначим Л'| = ЛГ Л'|։ М1 — Тогда в результате первой

итерации получим эквивалентную систему

а*|А',|х|Л' 1]-|-а}|Л'։|х|Л'1| = д։]/|, 1£ЯХ, 
аДЛ'։)х|^| = д>|/|, <64.

(2.1)

в которой система векторов |а}|К։|}<с#, ортогональная.
Вторая итерация. Пусть Кг = {''1+\. г։- 2....... г, ,

где (г։—г։) ранг |а,' |К։|}/е»»,. Организовав процесс аналогичным обра­
зом, после второй итерации будем иметь

о.ЧА'։|лг|ЛС.Ц֊а/|Л^։|ж|^| = Л>|/|. <</?,.
а/|Х։1х|^Ц-о?ЬУ։|х|Л',| = ^|«|.

где А', Л’։^А'։, Л1, = при этом система {«/1А'г|}цр, ортого­
нальная.

Продолжая эту процедуру, через •;(-< ш1п (т, п)) итерации 
получим

и*[А,|х|Л',|-|-а |'{/У,]хрУ.| = 6’|г|, $

Здесь А՛,, /?։ и М, имеют тот же смысл, что и при х 1, 2.
Теперь при произвольном х[;У,| = х°|А\| обратным ходом опре­

деляем все .куски*  решения дсв|ЛГ|, где 5-ый .кусок*

^1^1=5
ч-к,

о;г(К,| (5=1.2.

Отметим, что неразрешимость системы (1.1) определяется так 
же, как и в методе исключения.

Замечание 2.1. Пусть в рассматриваемой процедуре А։ V, 
ранг (1.1) равен г,. Тогда после первой итерации вектор

V *4'1  

(.6'1 VI, о?|Л |)
«։г|л'|

не только частное, но и нормальное решение, которое, как известно, 
является единственным (•).

3. Обобщение метода полного исключения. Эта про­
цедура отличается от процедуры 2 тем. что на большом шаге каж­
дой итерации преобразованию подлежат не только элементы, стоящие 
ниже соответствующей строки, по и элементы, стоящие выше нее.
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Более точно, пусть согласно процедуре 2 на первой итерации 
получена система (2.1). Теперь продолжим вторую итерации! по про­
цедуре 2, при этом на большом шаге определим элементы

а;|Л'| v S(o/|.V|. ^.1).

*’И- +
it*.

* Отметим, что система ՛,□/|К։||<(₽, необязательно состоит из нулеиых «сиг- 
ров. однако при любом R, (а/|К,|. а/|К11) О, Это обстоятельство поз­
волит в дальнейшем выявить интересное свойств» полученного решения.
144 _ ' ■' X1, йЖМкяИ I ’1

(3.1)

(3 2)

где

(дИАГ,]. аг|Л,|)
(e/IA'.b д/|Ка|) ’ <€/?»-

В результате второй итерации имеем*:

^|А։]х|А։| а/|А։|х(А։Но;(Л’։|л֊|Л;| = A’U], i&>lt 
в?|К.ИК.]4֊вП^И^| -^U|.

и/ьч|д-|л’։н m w,-

При такой организации вычислительного процесса через t ите­
рации получим эквивалентную систему вида

va;|A-/|xlA-1|-ba;|.v;j.c(A4 = ^(|, «=1. 2.......... --
/- J

Система векторов {а*|К,| ортогональная, допустим, она ор 
тонормирована Обозначим Д|/?։, А/] матрицу, состоящую из систе­
мы векторов Д{А1։ Л'-| из («;|Лг-|и вектор-столбец
*|₽>| из |Л р‘|},е₽1 (/=^5, «4-1,.... т; « 1, 2 -)■ Теперь помно­
жим слева ДГ|А>,. А,| на Д|/?„ А/], Д|/?։, М|, Ь\Д?,|... и пусть Л°|А.,
А/|. Л°|А։, №| и л°|А,| (I — 5, «4-1......... -ч « = 1, 2........ т) соответ­
ственно результаты этого умножения. Тогда окончательно имеем:

v VIA,. A/lxlA/HA’IA,, ЛОДЛГ,| x®|A,J. « 1. 2........т. (3.3)

Теорема 3.1. Обозначим К U Ki, xfJIA'I =х°|А|, <։0|Л1| 
7-1

= Л|А1|. Тогоа произвольный вектор столбец «ж՜}՛|К| (лс/1А'։|, 
а/|А։|,..., */|А'-|)  расширенной матрицы системы (3.3) является 
собственным вектором матрицы

ХЧА։, A^.A’I^.A',!........А°|А։. А']՜
0|А„ А,|. №|А։. А,|........Л°|А„А',|

• • * • • 9 9 9

0|А-, А։), 0|А„ А,|........А'°|К., К..]
с собственным значением Х«1, при этом

Л'°|А, А|



^|A'։|x;|KJ t aJA'3|x;|K,|. ... ! a/|K-|x;|K I r/J/l, (£М. (3.4)

При заданной, системе {A։, Kt....... К՝} подобное разложение
л рассматриваемом смысле является единственным.

Здесь Ui|A,| (/ =« 1, 2,.... -) н аД/|, соответствующие эле­
менты системы (1.1).

Доказательство теоремы, с учетом замечания 2.1, нетрудно про 
вести, используя (3.1) и (3.2).

4. Об о ш н б к а х округлении в обобщенном методе 
и с к л к> ч е и и я. Пусть Л М и ранг системы (1.1) ранец п. Допустим, 
что исходные элементы (1.1) заданы с точностью до t десятичных 
знаков. Используй метол обратного анализа из (д) и рассуждения, 
приведенные в (■),  можно показать, что при решении системы (1.1) 
процедурой 2, после - итераций матрица ошибок будет иметь сле­
дующий вид:

*

10֊'
2

(4.1)

Если Кх, К։....... К- выбрать одноэлементными, то матрица оши­
бок (4.1) совпадает с матрицей ошибок, полученной в (д) для мето­
да исключения. Если же на первой итерации взять Л\ = Л, то мат­
рица (4. 1) совпадает с матрицей ошибок, полученной в (*)  для ме­
тода ортогонализации.

Таким образом с учетом рекомендации в (։) по организации 
вычислительного процесса можно заключить, что для любого К = 
= {Л,*,,  Л'։......... Л’-! процедура 2 по точности вычислений в принципе
.лучше" метола исключения и .хуже" метола ортогонализации, а в 
смысле скорости сходимости .медленнее*  метода исключения, но 
.быстрее" метода ортогонализации. Отсюда следует, что в принципе 
можно поставить задачу определения такого К={К\, Л,. .... К4. 
при котором заданная система линейных уравнений будет решена с 
требуемой точностью и скоростью.

5. Заключение. С учетом (1.3), следствия 1.1, когда 
не одноэлементное множество, можно предложить процедуры, кото­
рые являются модификацией процедур, рассмотренных здесь.
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Как известно, понятие и процесс ортогонализации играют боль­
шую роль при рассмотрении и решении различных задач, поэтому 
естественно возникает вопрос о возможности применения введенного 
здесь понятия и процесса частичной ортогонализации к этим зада­
чам, в смысле обобщения. В частности, с учетом процедуры 3, мож­
но поставить задачу обобщения известных конечных методов реше­
ния задач линейного программирования С՛6՛7), основанных на идее 
особого правила выбора не одного элемента, а нескольких элемен­
тов направляющего вектора.

Научно произволстиенное объединение
ММП Армянской ССР

Ա. Դ. *֊ПМ|Г>ЬЧ

Րւսցաոման և |’՝|<|| բացառման JԼ|>ողներ|ւ բնղք՚ւանրացում
,լ:Ւ ատանրում ա ոա քա ր կ վ ո էմ են դծային հանրահաշվական հավասա­

րումների սիստեմների լուծման մի թանի մեթոդներ, որոնր Հիմնված են ոչ 
թե մեկ ո1,],1ոՐ,յՒւ Հյեմենտի րնտրոէթյան վրա, ինչպես արվում Հէ օրինակ, 
Դաուսի րացաոման մեթոդում, այլ միաժամանակ մի րանի ուղդորդիչ 
մենտների' ուդդորդիչ վեկտորի րնտրոէթ յան վրաւ

՚1իտարկվոէմ են րացաոման րնդՀանրացված մեթոդում կլորացման սր- 
խալների հարցերր, և պահանջվող ճշտութ յամ ր ու արադությամր դծային 
հանրահաշվական հավասարումների սիստեմների լուծմ ան խնդիրը

Л И T է. Р А Т У P A — Դ С II Կ Ա Ն П ► P 3 Ո I*  Ն
1 И В Романовский, Алгоритмы решения экстремальных задач, «Наука», М., 

1977. * Д. К. Фаддеев, В. Н. Фаддеева, в сб. Вычислительные методы линейной ал­
гебры, Фитматтнз, М., 1963. 3 Л Н. Wilkinson. Discuis. 1960 44 53 4 И И Моск՝ 
витина, Доклады на научных конфе рем илях, т. I. вып 3. Ярославль (1962). ь В В. 
Воеводин, в сб. Вычислительные основы линейной алгебры, «Наука». М. 1977. с Д Б. 
Юдин, Е. Г. Гольштейн, Линейное программирование. Фнзматгнз, М, 196.1. ’ С. Гасс. 
Линейное программирование (методы и приложения). Фнлмлтгиз, М- 196!
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
LXXI ՜ ՜ "՜ 1980 ՜ ՜ ” — ,

УДК 517 44

• МАТЕМАТИКА

С. С. Каларян

Об асимптотическом поведении некоторых интегралов 
Фурье с логарифмическими особенностями

(Представлено чл -корр. АП Армянской ССР А А. Талаляном 8/V 1980)

В вопросах математической физики часто возникает необходи­
мость исследовать асимптотическое поведение интегралов Фурье

F(z)« I /('* — 4s) COS' zdl (z —оо). (I)

Асимптотическое представление интегралов Фурье, неосциллнру- 
ющая часть подынтегральной функции которых имеет конечное число 
особых точек типа

ч (/ — <М-Чп(/—Ф) (0<Х< 1)

1 было получено в работах (|>։). Но метод, использованный в этих 
1 работах, применим только тогда, когда подынтегральная функция 
I имеет явный вид в интервале интегрирования. Задача о получении 
| асимптотик интегралов (1), поведение подынтегральных функции ко- 
I торых известно только в окрестности особой точки, для определен- 
■ ного типа несобственных интегралов Фурье была решена в работе (’). 
■ В настоящей заметке получено асимптотическое повеление ин- 
I тетрила (1), подынтегральная функция которого в окрестности точки 
■ >.«. 1г имеет особенность типа
| Фр.’-А») 1п'(>-։֊*։) (/=1,2.3),

где Ф—аналитическая функция.
Эта задача легко сводится к рассмотрению интеграла

I Ф(в>։—Л*) In'iK՛’—Л1) e'*ldu՛,

L 
где w изменяется в комплексной плоскости.

(2)
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Теорема 1. Пусть ’^(и4—£•)— аналитическая функция. Тогда 
для любого натурального Л! имеют место следующие асимпто­
тические разложения при г—о©

| Ф(а»*.-Л»)1п (••-Л5) г'»'</»-֊(—IV V |£^М^У_У2 Ч’.и.т)
Э т±4>| <*У”

I Я I՛- н

(I-1Ф(2|*у-/)1п(2<»-у)| ( I , л/ 1пз \.
+ </У- ”

М֊1.у/л»ф (2/^и — м1) 

иГЧ (/у"

о^|Ф(2/Лу-/)Щ(2(Л-у)| ф .
Т _---------------- м 11 * / Т"

г/у

</^[Ф(2//?у—уП1п>(2/»֊уЧ | 1
4ут )х.о^т + 1

С Ф(«։֊А։)1п։(«г*֊Л։)е---а:г = (-1)^։>/ ՝ V՛ । ^Ф(2/>У У1) ч- (г< „,)+
,) „“о | </у’

3^|Ф(2/Лу-у»)1п(Ш֊у)] ч.։(г тИ 
</у"

[ э</"’|Ф(2/Ау-у*)1п«(2М-у)| да) + 
(1ут

дт |Ф(2/&у—у,)1п,(2/6—у])। I / 1п<г
</у«" (у-о*"1 1 \ги*’

где / «1, 2,
Ч'։(г, /я) = Ч’(т)—1пг;

= ||(т)—1пг|։4-;(2. /л-1);

(•'»

(6)

(7)

Ч'։(2, т) = [ >(/л)—1п г]։ + |2'И/л)—3|пг];(2,/л —1)—2'.(3,/л — 1); (8)

у(т)~логарифмическая производная Г-функции;
',(п,т)—дзета-функция Римана.

Причем 1^,-1.^—-отрезки лучей, выходящие из точки (Л,О) и 
составляющие с действительной осью комплексной плоскости а՛

соответственно углы г—|

Доказательство теоремы I. Возьмем линию /- в качестве контура 
интегрирования, состоящую из отрезка длины а—г, дуг окруж­
ностей радиусов а,г (г<а) с центром в точке (к, 0) и отрезка, соеди­
няющего точки (Аг, г) и (Л, а). Тогда в силу интегральной теоремы 
Коши при г-»0 получаем: -
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Ф(1г* F)|n(w* —k։)e‘*!dw Ф(2/*у—y*)|lny 4-1п(2/Л y)|e-’-dy —

—iaeih*
r-2

Ф(2аЛе'» 4 a*e2/’)ln(2a^«l’4-a։r"’)e4*,r ”е-л-։"՝чН
Ъ

(9)

Для интеграла с интервалом интегрирования ('■>, к/2) имеет мес­
то следующее неравенство: 

9

•fl

Ф(2аЛг/*4-а1е,,*)1п(2а4е/’+<11еш<)е4(4’1в’*’,е-вл1,”4/^

* •

Ф( 2аАс<т -г агеъ ’) I n (2а ke*1 »• а'е11 ’) г/?, (10)

так как Откуда следует, что соответствующий интеграл экс֊
—

понснцнально стремится к нулю при ж—»оо. Чтобы оценить интеграл 
с интервалом интегрирования (0, а), докажем следующую лемму.

Лемма. Пусть /(/) непрерывна при ГХ) и .М —кратно аиф- 
ференцируемая функция в окрестности тонки /=0. Пусть также 
|/(0|<С^г,/. пРи (^>0), гае К и Ь положительные числа. не 
зависящие от (. Тогоа оля любого о>0

| е V՛ Г^-Г-1)ч-дг, т 4-м) ц-

. I I

(ii>

где 4 (z, т) = I, а 4'z(z, /п) (7=1, 2, 3) определяется соотношения­
ми (6) —(8).

Доказательство. Отметим, что при/=0 эта лемма является 
хорошо известной леммой Ватсона (*).

Для произвольного положительного числа Л1 мы можем выбрать 
такую постоянную С>0, при которой выполняется неравенство

fit) ^Се*Ч" (t 0), (12)

где коэффициенты ряда Тейлора функции /(/) в окрестности
т!

точки /=0.
Очевидно, что
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где

I г»/’֊Чп/< • /(П^“ 

о

.М-1

гГ~о т'

ч֊’ / МО) 
/п!

V

е-П(п .֊1|п?/(//_

(13)

р М-1 Л«)/П)Ям= I е "г-։ 1п'/ |у (И -V '— 
. ՛ т-о ш!

.И-1
1т <н.

Известно (&), что

.՛ чг
о

Используя неравенство (12). получим

ЛП

(14)

(15)

Учитывая, что в выражении (13) интегралы с интервалом инте­
грирования (а. -*д) экспоненциально стремятся к нулю при г -оо, и 
подставив (14). (1.5) н (13). получим асимптотическое разложение (11). 
Лемма доказана.

Воспользовавшись этой леммой, из соотношения (9) непосред­
ственно найдем

Ф(й-л_А։)1п(а,։ -Л։)е(’',</®
М-1

= 1?" У I </'"Ф(214?у - у*)
(/у"

4 ,(2. т)+

и

и л

Т и м!

</т|Ф(2։6у— у’)1п(2/^ -у)| | 1 . о/1п г \
(/у” |>_1>2’,+ 1 \г^41 /

Аналогично доказываются асимптотические разложения (4) и (5).
Теорема 1 доказана.

Институт геофизики и 
инженерной сейсмологии 
Академии наук Армянской ССР
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и. II

Լոցարի р մական Լցսւկիու թ|ո։նևեր niGLgnq Ֆուր|Լի որու ինտհցրա|նԼր ի 
ւս и ի մ ii| in ո ս ւ ի կ ա կ ա ն ւ|արքի մասին

Հոդվածում ու и nt մն ասիրվ ած է (1) ւ/ւիսյի Ֆո, րլե ի ինտեդրա լնև րր , որոնւյ 
ենթ աինւոեգրա լալին ֆուն1/1ք/ւան ) =k կետում անի

ф(д> —Д»)|П/(Л*—Л*) (/= Լ 2. 3)

աիղի եդակիու թլուն, Փ ^անալիտիկ ֆունկ^ա (ւ Գտնված Լ ալդ ինտեգրալ­
ների ասիմոլտոտիկական վտրրր, երր Ստաշված տրդլանքներր կիրաո-
վ,ոմ են մաթեմատիկական ֆիգիկ^ւի որոշակի խնդիրների լուծման համար.

Л И I Е р А Т У Р А — Դ Ր Ա Կ Ա Ն Ո М* 5 II Ւ Ն

1 А. Эрдейи, Асимптотические разложения. Фиэматгиэ, М.. 1962 1 Л. Erdelyi. 
J. Soc. Ind appl. Math., vol. 4. 1956. 1 В И Дмитриев. С С. Казарчн. в сб.: 
Численные методы в геофизических исследоваииях. Изд-во МГУ. М. 1979. • Г Н. 
Витсон. Теории бесселевых функции, т. I. ИЛ. М. 1949. 1 И. С. Гра^штейн, И. М. 
Рыжик, Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений, Фнзматгиз. М. 1962.
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МАТЕМАТИКА

Р. А. Багнян

О совпадении двух систем функций, ассоциированных 
с функциями типа Мнттаг-Леффлера

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М Джрбашяном 16/У 1980)

1. Как известно (*). целая функции типа Миттаг-Леффлера опре­
деляется посредством разложения

(0>0, —пс<н< + сх;)
(1)

которое при |»=1 совпадает с самой функцией £, (а). В совместной 
с М. М. Джрбашяном работе автора (։) било установлено следующее 
важное представление этой функции но всей комплексной плоскости:

(КХ^с. —°о<р<+оо), (2)

где л —подробно исследованная функция. С произвольной не­
убывающей последовательностью р.*}?в статье автора (։) ассоцииро­
вана система функций

Г(р) Г1 Ъ ■л)
г»

/-* + 1 2г.1 ?П («+М
<л, (3)

где контур т охватывает все особенности подынтегральной функции. 
Важнейшие свойства этой системы функций, лежащие п основе пос­
троения в (•*) квазиполиномов типа Бернштейна — Хаусдорфа, сле­
дующие:

а) Для значений параметров 1<р<4*оо,_ -Ь «о функции 
Р

[»<**՝(-*)) непрерывны, неотрицательны на замкнутой полуоси |0,-) <к|. 
При >.։ = 0
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Л О
0<х^ + пс, (4>

причем

(х)<1. (5)

б) Система функций (3) связана с системой функций |а>як(л) 
‘“'л.»(•*)) следующими равенствами:

(Г

ЛГж?(-*) = Пн) ( ««.а(х/)Ф,.и(/)<//.
О

(6)

где Фр и (О функция из представлений (2).
и) Для любого л(1ог<ао) и /^(0, 4 «с)справедливо следующее 

тождество:

где

Я
?)= V 

й-1
(7)

П (>֊/->•) /֊• ) _Р_
) 2-1

Г
? (5-Н)П(НЪ)

№*>(х. / ) ==

2. В статье (’) рассматривается базисность системы функций

г„(П ?-(О
Е^г) </*. л=1, 2, (9)

где Сп замкнутый жордановый контур, содержащий внутри себя точ­
ки Ц, К,. .... Х„+1; £,(։)—функция Миттаг-Леффлера, а последова­
тельность (>֊и| такова, что

<>0, (л = I. 2......), Ол Г(0<р< + «о. л -по). (10)

Базисность системы устанавливается в определенной области 
О։СТО, где система функций |'?я(017 регулярна. Доказывается, что 
любая функция Е(1). регулярная н б։, представляется внутри этой 
области, т, е, на любом компакте Л'_О։, равномерно сходящимся 
рядом 

/=•(() - Мя(0.

причем это представление единственно.
В частности, для функции ДЬггтаг-Леффлера получено представ­

ление
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£(.-/)= V вдР4*)= £ в*/п 6- — ')!. 
к-О »-С I /-1 \ л/ / I

(И)

где а» ?цП (1 Л<4-<Х4.
3. В данной заметке показынается полное совпадение системы 

функций (9) с введенными ранее автором в статье (3) агрегатами, 
служащими для построения квазиполиномов типа Бернштейна֊Ха­
усдорфа, ассоциированными с функциями типа Миттаг-Леффлера. и 
приводится ряд следствий в связи с этим фактом. Для решения по­
ставленной задачи прежде всего докажем следующую лемму.

Лемма. Пусть {'„17 — произвольная неубывающая последова­
тельность

• • • • 11։п I „ = по 
я-»оь

Тогда для любого п (1^л<- -ю) в / £ (0.по) имеет место

где >

= г (,.) П */—* 11(13) 
'"՛ (ИХ/)/-՛

а /?*^и>(х, >) определяется посредством (8).
Доказательство. Как легко следует из выражения (8) фун­

кции >), при замене К, через (1^/^л) она не изме­
няется Поэтому из (7) следует также, что

у) = X V I п А------- !------ А ^(л).
Г(ц)»Г? 1У.д.н \ /

где

(*+М П
|-*н

Отсюда заменой л—/4 1 через / получим

где

о» 2֊ 2|лп71-
I <!*)*- I 1/-| \

аИ-Дх),

Г(|1)х^՛ Н)

И окончательно
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£Д-/х, н)-/?' •»(.<,/)= 2_ V 
Г(10 д }-՛

<и,»*)(х)= геол»’1-՝»! Л_ Г______
2'И(։ + х()п(1 + 1)

“ ^ЯиНа г ЯК5՝; /”1՝4 **
откуда следует утверждение (12) леммы.

В статье автора (’) было доказано, что при условии V /-’==4.^ 
ТтиЯЙу " / - ։ *

равномерно по х£|0, 4- ] и ).£((). 4֊ ею)

11л /?’7'(х, >) — 0.

Отсюда из утверждения (12) леммы и тождества (7) следует, что к 
функции типа Миттаг-Леффлера >с. р) сходятся как квазиполи­
номы

И)| = 2֊ п 6֊֊)| <‘Дх), 
Г(|*>I। X >•/ / I

(14)

так и квазиполиномы

Яп(£Д-/.<,р)|=2- у1п71-2)1 ^>(д). (15)
I 1н*֊| I >-|\ *1 > »

где ш' д>(х) и и/*£’(л) определяются соответственно из (3) и (13). 
Отметим, что если здесь положить р = р =1, то получатся известные 
агрегаты Ф. Хаусдорфа, дающие приближение к функции е՜1'.

Теорема. При |* = 1 система функций (13), служащая для 
построения квазиполиномов типа Бернштейна Хаусдфора. ассо­
циированных с функциями типа Миттаг-Леффлера, тождест­
венна с системой функций (9), т. е.

«<м>(х)»Т»(-х), * = 0, 1, 2........х€|0.4-<*И.

Доказательство. Положив в тождестве (12) р = р = 1, бу­
дем иметь

<Ф(Х) Ь /). (16)

где

В (16), изменив индексацию (А- I —«. ֊՝’ “ I..... п֊ 1), получим

®,+|(х) 4 Р";ь(х, О. (16')
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где

։(л') =
(17)

С другой стороны, положки в (9) р •= 1, получим

1 с
2тЛ ] 

■*
(г-/* .)

(18)

Сравнивая (17) с (18), убеждаемся в полной аналогии, т. е.

л) =։ц.+1(л), к — 0, 1, 2......

Для того, чтобы получить утверждение теоремы, достаточно в 
(17) вместо х взять л՜/, умножить ня ф._.л (/)<// к проинтегрировать 
от 0 до оо. с последующим использованием представлений (6) и (2) 
Тогда получим 

՛% :?( ' ) = <•>* .։(ЛГ)ФЬ!, (1)М

* I О
-.) п(։-НдЛ

1
2я/.) («Ч-Ха+О п(1+г

1 /-1Х
что при н = 1 совпадает с функциями -л). Одновременно установ­

лена тождественность приближающих квазиполиномов /?я[£Д—Кх, ц)| 
или, что то же самое, Вя|£р(— /л,>>)), с разложением (II) при п-оо.

Доказанная теорема позволяет дополнить ряд результатов, каса­
ющиеся приближения квазиполиномами типа Бернштейна —Хаусдорфа, 
ассоциированными с функциями Миттаг-Леффлера. Действительно, с
помощью этой теоремы осуществляется переход указанных прибли­
жающих агрегатов, рассмотренных в статье автора (։), с действи 
тельной оси в специальные области комплексной плоскости, рассмо­
тренных в (‘). Далее приближение у иве получено при (случай

1 классический, рассмотренный Хаусдорфом в (5)). При этом ус­
ловии система функций |ш^^'(л)|, как легко следует из (4, 5), сох­
раняет свойства известных агрегатов Бернштейна Хаусдорфа. А вот 
при 0<Ч<Д эти свойства нарушаются, и тем не менее в силу резуль­
тата авторов статьи (•) приближение имеет место и в этом случае.
конечно, если последовательность лишь типа

'л>0. /л—я11՜. 0<р<1, «֊►<».

Таким образом, в этом случае квазиполиномы типа Бернштей­
на Хаусдорфа, ассоциированные с функциями типа Миттаг-Леффлера, 

дают приближение и при условии V > * = в то время как ряд 
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V к■' может сходиться, что не имеет места в случае приближения 

на полуоси (0, |-оо|.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

1>. Ա ՐԱՂէ^ԱՆՄիտտւ։ւ<|-Լեֆֆ|երի տիպի ֆունկցիաների lihin ասո(յիււսյւ|սւծ .ֆունկցիաներիու համակարգերի համբնկնե[իու|»|ան մասին
Ներկա աշխատանքում ցույց Լ տրվում (’) հողվածի |?*(0/ ֆունկցիա֊ 

ների Համակարղի և հեղինակի կողմից ներմուծված (*) Հողվածում ա ղրե ղ ատ - 
ների, որոնք ծառայում են Միտտաղ֊1եֆֆ[երի տիպի ֆունկցիաների Հետ 
ասոցիացվտծ է!եոնշտեյն— Հաուսղքւրֆի տիպի րվաղիպոլինոմների կաոուց֊ 
մանր, յրիվ համրնկնեյիությունր .

ներվում են մի շարք Հետևանքներ այղ փաստի կապակցուէ յամր ;

Л НТЕРАТУРА — ԴՈԱԿԱՆՈհ^ՅՈՒՆ
1 М. Л1. Джрбишян, Интегральные преобразования и представления функций в 

комплексно* области. «11аука>. М, I960 « >1. М Джрбашян, Р. .4 Багиян. ДАН 
СССР, т. 223. № 6 (1975). * Р А. Багияп, ДАН /ЧрмССР. т. 61. № 3 (1975» 4 Я 1 
Осколков. С. А. Абдрашитова, Снб матем журн. т 19. № 1 (1978» ’ Р- Hausdovf.

Math, г , vol. 9, № l.ll (1921).
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МЕХАНИКА

Г. Л. Петросян

Теория пластичности пористого ортотропною материала 
с изотропным упрочнением

(Пректаалеио чл-корр АН Армянской ССР О М Сзпоилжяном 27Д’ 1960)

Пористые материалы, полученные методами порошковой металлур­
гии. в зависимости от особенностей технологического процесса могу г 
обладать анизотропией механических свойств (')• Так, например, 
прокатанный листовой материал является ортотропным (։), экс­
трудированный стержень круглого сечения трансверсально изо­
тропным (3) и т. д. Примерами ортотропных материалов могут слу­
жить также композиционные листовые материалы волокнистого строе­
ния. I I

В работах (։‘) приведены варианты теории пластичности орто­
тропного материала с изотропным упрочнением, однако в них нс учтена 
пористость материала. В работах же (*•") предложены варианты 
теории пластичности пористых материалов без учета свойств анизо­
тропии. гМ Г Е2И

Используя результаты, приведенные в (*՛*). условие пластичности 
пористого ортотропного материала представим в виде

//(Ъ֊3у)«+Л(5у-37)։4-6(3/-зх)։т2Л^у֊ 2ՃՎ4֊ 

+2Л,'?х+9Ла'"5о-?՜'' ՜1 = 0. (П

где о,, .... — компоненты тензора напряжений; а0=----- '■----- сред­

нее напряжение; ^—символ Кронекера; т, л—постоянные материала; 
Н. Р. О, .V, £, Л1, А —параметры, характеризующие текущее сос­
тояние анизотропии; «, '1 —функции пористости V (•)

1
2 2= ——

4
3( I

(3—2ъх 1п V
3(1 է>՚՚յ) 

3֊ 2г14

Параметры //, Г, О, Л', /.. ЛГ через текущие пределы текучести 
.... 'ггт, определяемые дли частных случаев одноосных растя-
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жехий в „япрдп.тениях осел х, у. ։ „ ед.итоя „ 
выражаются формулами (*)

(2>

о-1/2-+2__±.у 
2\«’г <Сг в}г /

Дл иного упрочненияя случая нзот (*) будем иметь

в^г = Л։хго........ ^т = /1'х,то и

(3)

где величины влГо,.... 'лТо. Но........Мо соответствуют началу пластн-
ческнх деформации и связаны между собой зависимостями, подобны
ми (2), а Л является функцией работы пластической деформации (*).

Предположим, что связь между текущим А и начальным Ао 
параметрами анизотропии аналогична выражениям (3) и имеет сле­
дующий вид:

Ар 
Л’ '

(4)

Зависимости приращений пластических деформаций от напряже­
ний. согласно ассоциированному закону течения с использованием 
уравнения (I). представляются в виде

(1>

Л’
■։-ЗАва'%

Л»
Гв(«, ։.)4-//0(։у—’л)4-ЗАоз^|50

(О

Л*
(70(з,—«ж) »»)+ ЗАО։'”’О ;

2</> 
Й։

(5)

Л

А

где множитель Лагранжа.
Понятие эквняыевтного напряжения, известное для ортотропного
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беспорнстого (։) и изотропного пористого (։) материалов, обобщим иа 
случай ортотропного пористого материала

_______ 3________
2(//с г /=♦ к70)?-‘

/4( а-г— ’у)’ + <л։(ъ «X )’

-2^у+21-^: 2.Ио”*-«
1Л

(6)

С учетом {!), (3) и (4) преобразуем выражение (6) к виду

2(А/0+ ЛоН֊Оо) (7)

Определим из выражений (5) величины зх—зг, ау—я<։ зх — зх, тХу, 
*У<» *ЛГ» Зо

Л3

Л(Н0Р0+Р0(10+О0Н0)
АЗ- б0(^,- А) ;

_ __ ______ л»_______
4֊ о0н0)

_ _ Л=

- ֊- . _.**Ах
*’ 2&Н9 ’ " 2А£0 ’

сГ1.Аолт

О0(</е dг0)—H0(dгг—dl0)

2а> м0

где 4ло=—- ------- приращение средней деформации.

Подставляя полученные выражения в (6), имеем:

—Оо(€/։у--б/։о)

Л* К,
; Ро6„ ; С0//0) 1^

б0((/։х dz0)-H0(d•.,֊d£0)

О0 f^0(dc-,~dz0)—p0(dzx-dl0)
(нор<> ф^а0+бй//0)*

9*
(^о)1

Л-о
(<Лух)*

■ 1 Мо
2<А»)* 1
Л0։т ]

1/3

(81

^о<^£х- ^:0) —

Введем понятие эквивалентного приращении деформации
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Используя соотношения (7) н (9). из выражения (8) „„„дим

(Ю)

Подставляя значение (Д в (5) и учитывая соотношение (7) по­
лучаем:

dtж _______ 3^4..______
2’»«..(//0 г^о+бо)^

б/су =

^в(’»~«,) <70(ч — ах)4-ЗЛэ։"5# ;

_______34/5,______
2ч.,.(Л/в+Гв+б0)р Ч(’у-’й+ЗЛ0։-։0 ■

2’«.Ж г Л +-О0)'^
бо(эх-<’.с)Ч-Г(|(’։-’х)4-34о1-Зо

_ З^ху^Чо.
7т>՜ з«..(//0+Гит-Оп)3 " ;

3£в"у*</։нг».
Т" “ :

____ ЗЛ/рТ.д-^/с и-вв
7“ ֊ ч„ (//о+^+С,)^ '

Отметим, что при V = 0(л «э 0, ?=1) уравнения (6), (9) н (11) 
преобразуются к зависимостям теории пластичности ортотропного 
материала с изотропным упрочнением (*). Следовательно, подобно 
теории пластичности ортотропного материала с изотропным \ прочие- 
нием, можно предположить, что эквивалентное напряжение является 
функцией интеграла от эквивалентного приращения пластических 
Деформаций

оН1. в Ф( | Л•»».)*
График этой функции называется диаграммой деформнрованння 

материала.
По определению (0. приращение средней деформации имеет вид

(12)

Определяя из уравнения (II) приращение 
подставляя в (12). получаем

средней деформации и
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(13>
27А^а0(\-у)3^„.

Таким образом, получены зависимости (6), (9). (II) и (13) тео­
рии пластичности пористых ортотропных материалов. В этих уравне­
ниях зависимость параметра анизотропии Яо от начальных пределов 
текучести должна хдовлетнорять условию (4), обеспечивать переход 
от уравнении (6), (9), (II) н (13) к уравнениям теории течения по­
ристых изотропных материалов (*) и подтверждаться экспериментами. 
В качестве примера параметр Ло можно представить в следующем 
виде:

} / 1_

Используя формулы (6), (9), (11) и (13), можно построить диаг­
рамм) деформирования ортотропного пористого материала испытанием 
различных образцов.

Формулы, позволяющие определить приращение пористости мате­
риала. эквивалентное напряжение и эквивалентное приращение дефор­
мации при одноосном растяжении в направлении оси л-(зЛ^О, зу = зг = 
«=• О, 'Ху='у2 = ';л = 0), имеют вид

ЗД0з*"(1 —т>)с/г к-
<1г

2(^0-М О„)
31 О.-г До’՞')

1/€л,

где ах — ——осевое напряжение; скх — приращение осевой пласти­

ческой деформации; = 1п (///0) —осевая пластическая деформация; 
/■*, 5, I соответственно текущие значения силы, площади попереч­
ного сечения и длины образца; /0 —начальная длина образца.

Уравнения (14) позволяют по диаграмме растяжения («Л-։х), 
начальному значению пористости г’о, трем пределам текучести в на­
правлениях х, у. г и значениям коэффициентов т, п построить 
диаграмму деформирования материала.

Покажем также возможность построения диаграммы деформиро­
вании пористого ортотропного материала испытанием пористых плос­
ких образцов па сжатие в условиях плоской деформации. В этом 
случае принимается (•), что напряженно-деформированное состояние 
материала вод плитами толщиной а (рис. 1) однородное и двухосное, 
т. с.
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a,=-0. (15)

Рнс I Схема деформирование плоского образца при 
испытании на сжатие в условиях плоской деформации 

где r/sy —приращение деформации образца по направлению сжимаю­
щейся силы Р; dtg —приращения деформаций в плоскости листа по 
направлению ширины (/) образца; вЛ—напряжение и плоскости листа 
по направлению длины образца; 6—текущая толщина образца; rfi—ее 
приращение.

Из зависимостей (6), (II) и (13) с учетом выражении (15) по­
лучим

. 3AQ*”(\-v}(G0+2F0№
(tv = —-------- —---------------------------------------------------------------------- ;

«| F0(G0 т 2 ЛоЗ-Н "о(6<ЛFo 4- A?”) +Дох-(Ооф2Го) |

ViBP ________ ____ ■ ... - • 
/a?'*°-5(G04֊/?04 if H0+F^G0 ' (16)

dttKK =
/гГ'ИFo(Go+2Af) + Ho(Go Г Fo- V) + ло։*(G0-r2Ao)I 

где
В - «0(Ов+^+^м)Ц^ F2-V)3 4 i-2F0)s.

Подобно (•). для заданных начальных механических характерис­
тик материала (т/0, т. п> различных значений сжима­
ющей силы Р и соответствующей текущей толщины образца о по 
формулам (16) определяем величины </£*, Зим и строим диаграм­
му деформирования материале.

ЕревимскнЛ noairrexnii’iccxMft институт 
нм. К Мвркса
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Դ. Լ. <1եՏՐՈԱՏՈՆ
Ւ(|ո<որւսւ| սւմրապ61|մսւմք օրթո։որոս| ծա1|ո«ո1|են 1ւյուր|ւ ս||ասսւ|ւ1|ու.թյա(ւ 

ւոԼսու |» յուն

Հողվածում րԼրված 4 իղոտրոպ ամ րտպնղմ ամ ր որթոտրոպ ծակոտկես 
նյութի Աք լաստիկութ յան տեսութ յան մի ղեպրէ որր ՚ ան ղ ի ս ան ո ։ մ է օ ր թ ո տ րո պ 
ոչ ծակոտկէն նյութի պլաստիկության տեսութ յան և իղոտրո պ ծակոտկէն 
նյութի պլաստիկության տեսության րնղհանրտցումրւ

Ստացվել են բանաձևեր կտոու յԿ ու Համար նյութի ղեֆորմացման ղրա. 
ֆիկր և որոշե1*1 նրա րնթացիկ ծակոտ կենությունր Հարթ նմուշի Հարթ ղե. 
ֆորմացիայի պայմաններում սեղմման և կէոՐ նմուշի ձղման ղեպրում ւ
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ UUZ ԴԽՏՈ3 Ո ԻՆՆbՐԽ ԱԿԱԴհՄԻԱՅԻ ՋհԿՈհՅՅՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ А К А Д F М Н И НАУК АРМЯНСКОМ ССР

lxxi 1980

УДК 539 376

ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М А Задояи, Ф М Поладян

Задача нелинейной ползучести кривого стержня при кручении 

(Представлено академиком АП Армянской ССР II X Арутюняном 2ДУ 1980)

В настоящей работе рассматривается задача о кручении стержня 
с круговой осью и постоянным поперечным сечением, материал ко­
торого обладает свойством нелинейной ползучести (').

Пусть стержень находится под воздействием перерезывающих 
сил Р и крутящих моментов РР (R— радиус осн стержня), прило­
женных на ториевых сечениях (рис. 1).

Рис. I Стержень с круговой осью н по­
стоянным поперечным сечением, находя­
щийся под воздействием перерезывающих 
сил Р и крутящих моментов Л1при­

ложенных нв ториевых сечениях

Впервые так.» задача . постановке теории упругости раесмвтри- 
евзас и работе (•». а затем-о (*֊’»• Аналогичная задача за нреле- 
лом упругости для пеупрочпиющегося материала исследонана в ( I 
Для упрочняющегося ' материала эта задача исследоваи» и работая 

” I. В случае пространственного напряженного состояния связи 
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между компонентами деформации ползучести и напряжения при нг- 
лииейной теории наследственности с учетом старения материала, сот. 
ласно Н. X. Арутюняну (։), имеет вид

I

ХКц-Зц- $//(«,) К(/, (1.1)

ч

где О = /Г/З, а Е принимается постоянным, X// «ц—й։/а, ?Ч1—симво։
Кронекера, а—среднее давление. /(’0) — некоторая функция, характери­
зующая нелинейную зависимость между напряжениями и деформа­
циями ползучести для данного материала,оо интенсивность касатель­

ных напряжений, А(С :) —30 С(<, ՛) —мера ползучести при

одноосном напряженном состоянии.
Воспользуемся тороидальными координатами ։, 3, ?: х = р cos 

у —pslH7, r=-//siii>, где р = п sh a(ch a —cos Н a(ch ։—cos[i) ',

здесь 0<я^оо, —0<г<2х (рис. 2).

А-О

\

Рис, 2. Семейство окружностей с полюсом 
н семейство дут окружностей, ортогональ­

ных к ним

мании будем иметь (и)компонентов де РДля

напряжения, за исключением и з.г, 
t равны нулю, тогда из уравнений равно-

Положим, что все компоненты 
в любой момент времени 
неси я остается (**)

0, (1.3)
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а из остальных следует, что напряженное состояние стержня не за- 
висит от т, слеловятельно, тензор дефпрмяцяи также
Т. Из (1.2) перемещения представим в виде

и» = м։о+

•3

(14)

//Л

где и.о, «чо, и^о— произвольные функции а, £ н т.
Подставляя (1.4) в (1.2) и учитывая указанное обстоятельство, будем 
иметь

1_ б>о,0
Н да

1 дН и <). д (и"\ д/иА
(1.5)

а относительно Л. Л приходим к системе трех дифференциальных 
уравнений, решение которой будет

(/Л 4֊/Л’ \ 1 др 
)Нд1 (1.6)

где До, О։, £)—произвольные функции от I.
Исключая из (1.4) «։ и используя (1.6), получаем уравнение 

совместности деформаций

Полагая в (1.5) равными нулю все компоненты деформации, 
кроме е,։ и е-ц, получаем систему относительно Щу, и^о, решение ко­
торой будет

(1.8)
Н д1 Н да

Л, В, С, ^—произвольные функции от /.
После подстановки (1.6), (1.8) в (1.4) 

перемещения и., и>, иг
Вводя функцию напряжений

получим выражения для
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I <7Ф 1 дФ
«м  -----------• С^ =-----------

Но» * Но» да ’

от (1.1) и (1.7) приходим к основному уравнению задачи

(1.9)

где

(1.10)

д
аз

/(%) <*Ф

₽*
| А('. ')</’=

ПОН'

р3

1 1//Ё2* V /^>\։ 
Нр։ I Ьх ) Ь? ) • (111)

Таким образом, задача о кручении стержня с круговой осью в 
условиях нелинейной ползучести приводится к определению '1' из 
нелинейного интегро-дифференциального уравнения (1.10) при гра­
ничном условии

Ф(х, Э, 0=0 на Г.

Крутящий момент выражается формулой

(1.12)

где (1*1 = Н'(1г(1$ — дьдх.
Переходя от =«7, з>։ к ал, и подставляя в (1.12) 

менения формулы Грина—Остроградского, получаем
после при-

Рнс 3. Поперечное сечение скручиваемого 
стержня Г,—замкнутая кривая, целиком 
лежащая в «том сечении; п-иапраалснне 
внешней нормали к контуру Г„ а г —дуга 

«того контура
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Л(---- V ф</ ( 7 ) + я G ֊ Чг+ 2J? С f ® <1».
Л 4(1' .Up'

2
Принимая «I’ = 0 на внешнем контуре, .тля многосвязанной области 
получим

где Ф*(0 значение Ф на контуре Г*.
2. Пусть Га—замкнутая кривая, целиком лежащая в поперечном 

сечении скручиваемого стержня. Область, ограниченную этим кон­
туром, обозначим — • (рис. 3). Интегрируя обе части уравнения (1.10) 
в области 2# и переходя к контурному интегралу, получаем

_։
р։

I сМ»

I бп

I 
р(’о) 

<1

дФ 
z)d-.

дп
ds

DG Cdj_

2 .' Р* ' 
Г.

(2.1)

где л —направление внешней нормали к контуру Г,, а $—дуга этого 
контура. Формула (2.1), которая используется при рассмотрении стерж­
ней с многосвтзанним поперечным сечением, представляет собой 
обобщение теоремы Бредта о циркуляции касательных напряжений 
при кручении стержня с круговой осью при произвольном законе
нелинейной связи между де рмациямн ползучести и напряжениями.

3. Пусть поперечное сечение ограничено окружностью ։ з0.
Тогда Ф удовлетворяет условию Ф(։о, ?, О «■ 0. Положим, что

/(Зо) - ։ +

где Л—физический параметр, характеризующий нелинейный закон 
ползучести. Решение уравнения (1.10) ищем в виде

Ф(а, ?, 0—2 х*ф*(’. 0. (3.2)
Д-0

где Фо соответствует случаю идеально упругого материала. 11одставляя 
(3.2) в (1.10) и П.11), приходим к системе рекуррентных дифферен­

циальных уравнений
^Ф„ 3 <^Ф. 3 ^^-".= №?я>(я = 0, 1,2, ...). (3.3)

д1‘ р б)։(Ь Р Ф

Здесь I
_֊0О«> + О Сомла.(3.0

ч
. & 0 при »>1 определяются соотношениями

т.сл.0-2 р((. ’)(«».-—+Ч'։<1 Чга>։’” —»*• (3-5>

Д-и
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где

Л'(Г, й (36)

= j»“<
n
v qrad Ф* grad Фл.» ,*-՛> (3.7)

a R(t, -) —резольвента ядра А.'(/, t). Если

СИ. d = ?(d|l

то

W. ֊) = e—^'dx.

где
Г 

т<(') = 7 ( 

’I

+ 3G?(d

причем, согласно (’), ^(т) = С04՜ гдеС0, Л, и 70—некоторые пос-

тоянные, характеризующие свойство ползучести материала.
Внодя новч ю функцию •>„ при помощи подстановки Фя(а, р, /) = 

= sh’a(cha—cosp) >(’, р, /), из (3.3) получаем уравнение с раз­
деляющимися переменными

Т"
/7~(ch а —cosft)л 7 

sh։ а

при граничных условиях ^я{^, р, /) =0, 
Введем функцию

(3.8)

(л-0. 1. 2....).

Z7(a, 9) = P’(ch a)Q7(ch р) ֊ Pn"(ch 3)Q7(ch a),

где Р”(х) и (?"(х)—присоединенные сферические функции соответ­

ственно первого н второго рода т-го порядка л-го индекса.
Решая уравнение (3.8), удовлетворяющее указанным выше ус­

ловиям. и переходя к Ф„(а. р, /), получим

--- СI
2z(cha—cos <)••'.) J

?„($, т.ЛМсЬ: СО5 т()а*Т(>, 8;т;)</У. (3.9)

где Г функция Грина для данной задачи, причем Г = Л(«, Э; Е, ц), 
при с<«, где

о/_ о. ► _ч 16 7] у ։4 ։ц(сЬ ։)
«(’. р; «. т.) - — <г’ш(։0. ։)————,4-

9 (Дш(сь *0)
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. 2 у !> <й.,„(сп>)
Л(*-9/4)(*>-|,4) •

и 1 «//(:, »}; «, 3) при
4. Пользуясь формулами (1.9), (3.2) я (3.9), полу,нм следующие 

формулы для определения пзиряжеияй и в„ в сплошном «руге:

/ а ых _ 3(СЬ «—СО8 ?)’Р5Ш ₽ С Г „ . 
Мв’Р՝П —,---------------- \ 5(5,7],Г)(сЬ։-соз74)’РГ(!х,₽Л,т<)</а +

4 и и յ
с

(СК ։ 08 З) ’1’
т„ Г)(сЬ;-С08 7^Р дГ(а, X 5. 7,)

4/2;

М«.Р. 0= (сЬ>~со$3)Ф(5сЬ*> НсИ » со$ 4-3)
4г 1* $1г з

С [$(1. 
V и

-С08 Ч)*Г (а, ?; Е. т(М2 4- -^7'77')1; ( [ Ж Ч. О(сЬЕ -
и

—СО8Ч)’1։Г։(։, ₽; Е, т()4/2.

где

1)
16

9
1|? (’о Л)

01|р(сН 1)
<?1||։(<Ьа0)՜1՜

Ь2
2^-||г(д(|. Е)

(Л։֊-9/4)(*։-1/4|

щ(сь 1) 
(Д_|р(сЬ։0)

со$ Л(Э—*,). при ; <։;

1\(։. ?! «.
С?Ъц(сЬЕ)

91-|р(<|”о>

/)(сЬ; —

2Г-|р(ао. »)___  . ||; (< и СО5^(3—т,), при ։<Е;
(*։-9/4)(Л։-1/4) Рг-։|2(СП։О)

£(։. ?. П - ?о(0-1- 1 >*?*(’.?. Л;
։

г.э(1։)> ,) = р>(с։1 ։0)<?2(сЬ 1)-Ря'(сЬ1)р;(сЬ »0).

5. Исследуем сходимость ряда (3.2). Для доказательства су­
ществования решения надо показать, что ст<пенши ряд <■ _֊ 
коэффициенты Фл определяются из рек\рр<нтны\ формул I.

дится абсолютно и равномерно. Для ^гг>г,,г<։
а. л п пяяномеоно относительно / из некоторогоФя, в зависимости от л. равномерно

о .ьикгноованным промежутком изменения вре-промежутка. Зададимся фикснроианн«" <|
мени ^.<7^ Т и положим

тах|К(/, т)|-А'г, тах|/?(/, т)|-/?г. Ь։<'.

Тогда из (3.6) и (5.1) очевидно, что

(5.1)
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|Л(/. -)| А'л( 1 + /?гТ) = .Уг.

Вводя норму

..... IV! . ^(А)-Л(Я)|
||Л|| = тах|А| ! տսբ * ■յ-— 

I * я

где Д. В — произвольные точки внутри поперечного сечения стержня. 
0<3<Ч. при помощи априорных оценок Шаудера (15)։ которые в дан­
ном случае пишутся в виде

||օ»փ4^յ^||. (5.2)

где с, —некоторая постоянная, зависящая от формы области, полу­
чим рекуррентную систему неравенств. Из (3.4), (3.5), (3.7) в силу 
(5.2) получим

ЦФ-11 ֊ .
« •

где 2Л/г7'р ժ( 1 -брс,).

Р = тах

Рассмотрим ряд с общим членом Хп[|^0||н“2>.е“л. Методом индукции 
можно показать, что ||?я||<Цф0||л“7>.-я. Нетрудно заметить, что ряд

4 а следовательно и ряд (.3.2) сходятся абсолютно и равно- 
я-о • ■
мерно с радиусом сходимости К « Ь = (364»1ко11*)в|*

Ереванский политехнический институт 
им К Маркса

Մ. Ա. ԱԱԴՈՏԱՆ. Տ. Մ, ՓՈ1ԱԴՏԱՆ
Կոր ձողի ո^-^ծային սողքի խնրյիրր ոլորման ղԼպքում

Աշխատանքում ուսու մնասիրվո» մ Է չրյանային հատո»յթ ունեցող կոր 
ձողի ոչ- ղծա յին սողրի խՆղիրր ոլորման ղեսյրում է

0ղտ ազործ ելով քէորական կ ո ո ր ղին ա տՆ հ ր ր , խՆղիրր րերւքում է ոչ֊զծային 
իետեղրո* դիֆերենցիալ • ավասարման քուծւէանր ղրոյական եզրային պայ»!ա^ 
նով»

^յդ •ավասարման /ոէծոէմր որոնվում Լ փորր պարամետրի Նկատմ ամ ր 
ասսւիևանային 2աՐք>ի ^եսրով» Ապա ցո» ցվ ում Լ այղ 2արրի հավասարաչափ 
ղոէ ղամ իտոէթ յոէնր» Ստացված են նաև րան տձևեր լարման կոմւզոնենտներր 
Հաչվելու համար» 
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ФИЗИКА

М. Е Мовсесян

О намагничивании паров калия

(Представлено чл корр -АН Армянской ССР М Л Тер-Микаеляном 21 /V 1980)

Нелинейно индуцированное намагничивание в парах калия и ру­
бидия исследовано в работах (*“*). Исследовались случаи как нерезо­
нансного, так и резонансного возбуждения атомных паров. В настоя­
щей работе сообщается о новых результатах, полученных при иссле­
довании намагничивания паров калия в случае их резонансного воз­
буждения. г-ж Г М ’

Схема эксперимента такая же, как и в (՛). Возбуждение паров 
калия проводилось излучением вынужденного комбинационного рас­
сеяния (ВНР) нитробензола. Рубиновое линеПно-полярнзацнонное из­
лучение (без фокусировки — 10Л/юл/с№). возбуждающее ВНР в нитробен­
золе, и антистоксовые компоненты излучения ВКР нитробензола за- 
держнвались соответствующим фильтром. Примененная аппаратура с
полосой пропускания в 5 Мгц позволила выявить новые подробности
явления намагничивания паров, отделить в ранее наблюдаемой элек­
тродвижущей силе (ЭДС) (•) сигналы, совпадающие по времени с 
лазерным импульсом (-֊2,5 • 10՜* сек), н сигналы, возникающие пос­
ле лазерного импульса.

а) Сигнал ЭДС в течение возбуждающего импульса. Без наличия 
внешнего постоянного магнитного поля в течение возбуждающего им­
пульса появляется сигнал ЭДС (рис. 1,в), который показывает, что в 
среде индуцируется магнитный момент, параллельный направлению 
распространения возбуждающего излучения. Амплитуда и характер 
осцилляции сигнала ЭДС сильно зависят от давления паров металла и 
интенсивности возбуждающею излучения. Исследования показали, 
что осцилляции сигнала ЭДС не зависят от поляризации возбуждающе-
го импульса.

Внешнее постоянное магнитное поле (до 2 о: эрстед) независимо
от его направления, вдоль направления распространения лазерного из­
лучения, уменьшает амплитуду осцилляций сигнала ЭДС. Кроме тако-
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ПОЛЯ.
га влчяиия я случае Н.ЛЯЧНЯ внешнего постоянного магнитного
"° К «ггбужлвюгцего лазерного „мяу.ша. поналн.-тся
сигнал ЭДС. который соответствует уменьшению магнитного момент , 
обусловленного постоянным магнитным полем (рис 1.6)

Рис. I. Осциллограммы сигналов ЭДС 
для плотности атомов калия N-3.4 I011 
агож/с*3; и—магнитное поле 150 
эрстед, шкалы—20 нсск/дел, 10 мв!дсл: 
б—магнитное поле М9*130 эрстед, шка- 
лы—10 нсек/дел. 10 мя/йл; магнит­
ное поле Н^"0, шкалы—-10 нсек/дсл, 10 
мб/дел

Для нашей схемы эксперимента при наличии внешнего постоя 4но-
го магнитного поля Л/о. которое наводит в среде магнитный момент 
/Ио *^о* возможный поперечный магнитный момент А/։. нелинейно- 
наведенный лазерным излучением, может привести к такому эффекту. 
Действительно, за время существования Л1։ момент .Чо будет вра­
щаться вокруг /И|ф и при достаточно больших значениях А1։ и 
это приведет к новому заметному сигналу ЭДС, по знаку соответ- 
стпующему уменьшению момента Мо.

б) Сигнал ЭДС после возбуждающего импульса. Наличие внешне­
го постоянного магнитного поля Но приводит также к появлению п 
ле возбуждающего импульса нового, относительно широкого максиму­
ма в осцилляции сигнала ЭДС (рис. 1,о1.

Положение во времени и величина нового максимума зависят от 
давления паров и интенсивности возбуждающего излучения При боль­
ших давлениях паров новый максимум <. и пала *, 1< ■" ՛ '՛ 111 ■ ՝я ։ ' |П 
те. На рис. 2 показана зависимость промежутка времени между 
лазерным импульсом и новым максимумом от плотности паров калия

По явление пггпого «яспмуив ЭДС Н.1О свяаагь е орпе» гаипе.г 
перпендикулярных коияокеит ч.гннгного чомент.

митпобенэола в парах калия), по внешнему компонентами ВКР »я т^6»‘« Д см1| ,ШН1.Л.Е„Ы, 
постояпкому магнитному / ич. с „апр.ол։,пем внешнего
мгнг имеет направлеяие. < соиниаю • Р „„„.иных
ПОСТОЯННОГО магнитного ПОЛЯ, Н врсми рели

и Ы1ТЯ1П1Н то с ориентацией появится новый мак-
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тацнн вдоль магнитного поля Н„. Время такой ориентации зависит от 
плотности паров V и. как известно (см . например (4). пропорцноиаль 
но 1/Л; что и наблюдается в нашем эксперименте. В пользу сделанных 
предположении отметим, что по мере уменьшения промежутка времени

г жге*

C $Л 100 N lC՝'n'irJ

Рис 2 Экспериментальная зависимость 
времени задержки * (нсек) от плотности 
этомоя калия У • Ю14 (ото*/™*), Сплош­
ной кривой представлена зависимость 
с, 
— .тле С։ — 28 • 10- снесло* 
У

• между лазерным импульсом и положением нового максимума ЭДС 
(при увеличении плотности паров) амплитуда последнего увеличива­
ется. что можно объяснить малым уменьшением магнитного момента 
из-за малого времени для релаксации. Кроме того новый максимум 
сигнала ЭДС имеет всегда другой знак по отношению к знаку опи­
санного в пункте а) сигнала, соответствующего уменьшению наведен­
ного постоянного магнитного момента Л1о-

Автор благодарит Б. Стончева за предоставленную возможность 
проведения ряда экспериментов в Торонтском университете.

Институт физических исследований
Академии наук Армянской ССР

1Г, Ь. 1ГПЧ11Ъ1>ЗиЪ

БLг[1 и UJ g J Ш Г։ J Ш 11 |l Г|

цпЪш pLptf uinwjftb wbifUjJi пр juiiiLpiujIib qAuijftlj ркЬлшдшй

nbqnbujLu ш jftb bojniuyajj/J/i tnqqL gntp jwli ш ш If ifuj [ftntd ft qn^tp^fthLpttid 

uintujuAirtid ( (ib^u/Lu LplfuijLu/l/ujb I UJjhll/Lu If lujjbuj^iub d ujqbfiuujqnid t 
'Upf/AU Ш d U/L UJ if ft flLpujgpniif pbrjnibntli A ( о p fl Ыил шЪ nitf I) Ujpi/'UJp/lb

,ши1ЛшшгнЬ dwqLft uwljtub quiftn/t ntqq ntpjrtibpi Op/iLbuiwgJujb (IwJajhiulfp 

‘ujlfijjriujpA £tadL Jujcn шIjiuL ( wm ndbbpft /uuintР]шЪр,

U uilftntjft qn (ftpjflhLpp qpqftt/L( b\t \»ftinpn pLbqnift и tn ft uf n q ш If tub

р/'Ьшд/inb ffpJuiL Uinujfft\i umnpujujb £ ш n ш qu/n t J n tfi Oqunu qnp^ifuiA uii/p- 
punfnpntdp (500 If^hpg fJnrjlup^fujb jbptnntf) ^bujpuitf npntP JftlL I intfbl
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ЭЛГКТРОДИНХМИКА

Академик АН Армянской ССР А. Г. Иосифьян

О плотности Действия*  и векторных потенциалах электромагнитного 
поля

• Плотность Действии

(Представлено 21 июля 1980 г)

При анализе различных способов энергообмена в идеальном 
электромагнитном осцилляторе в рамках классической электродинами­
ки (’) были установлены дна основных закона электромагнитных яв­
лений, математически представленных н максвелловско-лагранжевом 
пространстве обобщенных переменных:

а) закон ЭДС магнитоэлектрической индукции:

</Ф
э—֊ 1*1  (1)

гИ

б) закон МДС электромагнитной индукции (или по Фарадею 
вольта-электрнческон индукции):

И1 (2»

Система интегральных соотношении, эквивалентная (I) и (2). 
основанная на использовании векторных функций применительно к ус­
ловиям абсолютного вакуума—эфира ноля, не зависящих от природы и 
свойств вещественных электрических магнитных проводников и ди­
электриков. в соответствии с математической классификацией физиче­
ских величин Максвелла имеет вид:

• / •
(I ЁсП <=• - — I նմտ

’ ճէ յ
’ Ф

• л ր
(I — I Т) մտ-յ մւ • \1 <?

1*1;

Ի|.
(3)

(»)
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где 5Ф и 5^ определяют поверхности, натянутые ни контуры Г 
I каждый в своей системе геометрического пространства (г.

у И

Интегральные соотношения (3) и (4) допускают свертывание в 
точку, каждое в своей системе отсчета, с учетом деформации контура, 
на основе теоремы Стоксз:

։Т ОН - _ го1Л---------го||А Мф|
(И

. м. д1> ’ го! п -- -----------
ОС

—го! \1У > Цу|

3
7 

_Л

(5)

(6)

Если ввести 
Максвеллу)

в (5) вектор электродинамического импульса (по

1
—* р _ ✓ _ Г 7</1/ _ 1
Л = | Е<11 в отличие от Л' и , Н — го! Л

и своеобразное полевое ,магнитоэлектрическое динамо’ связи индук­
ции В с Л. 2? = го1Л, отражающее вихревое состояние поля и до­
пускающее согласно (3) формулировку закона сохранения магнитного 
потокосцепления по Максвеллу (*)

(блс//- В </№соп$։,

то напряженность электрического поля в точке и самом общем виде 
представляется в форме

а при наличии

-|ЯХнр|. ֊ 
01 "

сингулярных точек (области) по контуру ЭДС в виде

2-՛ , _ _—^габ ®< [# "*1-  
д1

(«)
Аналогично при введении электромагнитного импульса

К \Н'(Н'

и соотв1-тсТ1енио ..мглярои-киитиого связи ։>' \ к- п’
-го|А՜ отряжающего систоппие по... из (4> ..озуч.ем
формулировку «кот» сохранении мантрического поюкосиенаени» . 
форме
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--- const.

В общем виде Н> представляется в виде

Д (9)

а при наличии сингулярных точек по контуру МДС в виде

0К
дС

— grad <рл,— |D*X«o|- (Ю)

Уравнения (I) н (2). выражая основные законы электромагнитных 
явлений в лагранжевом пространстве обобщенных переменных для 
решения энергетических задач, дополняются двумя уравнениями об­
общенных скоростей: тока /(/) и напряжения т»(/) в форме:

40 = ^ |.4|; (II)

<4 \

</Ч* 
. = (12)

где q—обобщенная координата в пространстве магнитоэлектрической 
индукции—электрический заряд;

Т—обобщенная координата в пространстве электромагнитной ин­
дукции (вольтаэлектрической индукции по Фарадею)- (магнитный 
заряд). ՛ ՝ /у.

Эквивалентная система интегральных соотношений (II, 12), осно­
ванная на использовании векторных функций с учетом гипотезы 
Максвелла о токах смещения и уравнениях напряжений для процес­
сов немагнитоэлектрического происхождения, представляется в виде:

i(t) §HdT- \T)ds | Ч (13)

f "й- . * « I I

/(/) ** /пр.’1 /см.»

t-(r ) = (| P <#•«-у j |Я] (14)

s* s* 
»p. CM.

v(/')= V„,.+ V’«.

Интеграл (13) распространяется на сечение проводов, электро­
литов. плазмотронов с электронно-ионной проводимостью и сечение 
электродов емкости С. Интеграл (14) распространяется на сечение 
магнитопроводов или сечение магнитных листков, обладающих прово­
димостью флюксоидов, по поверхности натянутой на контур цепи.
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< вертывая интегральные соотношения 
системе, имеем:

го! Н —

дВ*  
дС

в точку, каждое в своей

(15)

(16)
В

м

где у —плотность тока проводимости [ — 
I •**

х плотность напряжения проводимости магнитного потока

дИ I 4
—------ плотность электрического тока смещения —
« и’

I В плотность электрического напряжения I — 
<М' м*

от изменяюще­

гося магнитного потока самоиндукции.
В теоретической электротехнике согласно Хэвисайду плотность 

х=— /м«г. называют плотностью .магнитного тока*,  включенную в 
уравнение Максвелла (5), что совершенно непоследовательно

В уравнениях (3—6) векторные функции Л и Л', характеризую­
щие векторные потенциалы магнитного и электрического полей, ин­
тегрируются по замкнутым взаимно-ортогональным контурам (. Л, 

I <//”. образующим двусвязное пространство. Поэтому преобразова­

ние интегралов по площади от векторов индукции /? = гоМ и О*  = 
= то1Л՛ в интегралы векторов-потенциалов по линейному контуру не­
возможно и одном математическом пространстве. Эта невозможность 
вытекает из теоремы Стокса о том, что циркуляция по замкнутому 
контуру, который не может сжатием обратиться в точку, не выходя 
из пределов области контура выделяющая одноевнзную область, 
равна сумме напряжений всех вихревых шнуров правой или левой 
циркуляций, проходящих внутри контура.

Поэтому, если в пространстве энергообмена Ф магнитоэлектри­
ческая индукция В по магнитному потоку является вихревой, то вектор 
О по электрическому потоку не может быть вихревым, а должен быть 
потенциальным, и наоборот, если в электронндукционном пространст­
ве вектор О' является вихревым, то тогда В- должен быть потен­
циальным.

Введение потенциальных векторов физически связано с наличием 
источником для электрического поля.

при “0 (17)ШуЛ) Рг
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В • сdiv /Г - pm при др div х
dt

(IS)О

автоматически приводит к введению скалярных и векторных функции 
в форме: '

г*?г  =• г’л - —н7;
Тг?т=ря: гЛ'=֊ех.

Хотя математически использование двух контурных интегралов 
векторов-потенциалов в двусвязном пространстве правой и левой цир­
куляции не допускает применения теоремы Стокса, однако физически в 
самом общем случае такие вихревые процессы должны подчиняться 
законам охранения энергии, электромагнитного импульса, сохране­
ния Действия (энергиях время) как интегральных в пространстве и 
времени характеристик с конечными стационарными значениями про­
странственно временных параметров энергообмена в адиабатной обо­
лочке.

Исследуя фарадеевы силовые линии магнитной индукции, Макс­
велл указывал (<2)- стр. 58). что пор ждаемые замкнутым током ли­
нии индукции имеют форму замкнутых кривых, которые охватывают 
гок, как одно звено цепи другое.

Такая топология двух взаимосвязанных осей мощности—осн элект­
рических сил (цепь тока) и оси магнитных сил (цепь магнитопровод­
ников) как некоторых геометрических абстрактных кривых в свете 
концепции дискретных силовых электрических и магнитных линий 
(։ *).  вдоль которых мигрирует электромагнитная энергия от источни­
ка к потребителю, отражает наиболее приемлемую картину нелиней­
ных электромагнитных явлений.

При таком анализе целесообразно двусвязное пространство ннх- 
ревых образований, связанное с двумя пространствами—пространством 
магнитоэлектрической индукции и пространством электромагнитной 
индукции, математически представить в виде двух абстрактных гео­
метрических контуров, взаимосвязанных как одно звено цени с дру­
гим с сингулярными точками в каждом звене, в котором могут быть 
применены градиентные функции. Эти сингулярные точки могут быть 
в этом абстрактном пространстве областями ввода и вывода энергии и 
соответственно Действия с помощью образования «летела» (closed 
loops) электрических (Дж. Дж. Томсон. Дирак) (’) и магнитных (Мит- 
ксвич| (*).  как признаков нелинейных процессов.

Рассматривая вектор-потенциал магнитного поля А и вектор-по- 
теициал электрического поля К как векторы циркуляции по контуру, 
в каждой точке которого могут действовать вектор плотности тока 
совместно с Л и вектор плотности напряжения (магнитной плотности 
«тока») совместно с К, можно заметить, что математически можно об- 
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разозать скалярные произведения этой группы векторов и рассматри­
вать нх как плотность энергии

[Дж/ж’| ; (|0)

= |Длф?|. (20)
Если рассматривать некоторые объемы УФ и Ио, образованные 

током 1=\~)Л$ при магнитном потоке Ф = | АЛГи Г- обра­

зованные при электрическом потоке { О (7*),  то энергия может
быть представлена в виде:

IV ф \jAdV, |Д.мс|;

|Дж|.
‘о

'Г - ֊Гак как полная плотность тока ./ — /пр- — н полная плотность

напряжения (.магнитного тока՜) то математически

энергия в соответствующих объемах может быть выражена в сле­
дующем виде:

ГФ = (7Г„Р + ^)л^И=у/ярДс/И+ [Дж|
тФ • Лр. У см-

^У= (7м + ^-\клу՝= \^клу\ 1՛ [Дж].
.’ \ дС / I Л <«
Уд * пр. 1 О»

• _
Если выделить области потоков смещения 1У*.  = | — АЛУ и

ц/‘ = 1‘ КЛУ, характеризующие энергию, сосредоточенную в 
9 3 дГ

объеме этих потоков, н проинтегрировать И ф и IV по времени, по­
лагая, что временные процессы в обеих системах отсчета происходят 
в одном и том же геометрическом пространстве УФ -1^=1 и 

= пл 1ГС =21^о в одно и то же конечное время ", то сора-

/ дА -п ** (Й
ведливо раяенстпо (при условии

Г = Цо л + ?.\Л\՛

Го *
р,-±(5я+^) |^| (21)
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выражающее плотность Действия (энергияХвремн) н единице объема 
и основанное на использовании обоих векторов-потенциалов в одном и 
том же физическом пространстве. Полученная формула плотности 
Действия в уравнении (21) позволяет исследовать энергетические про­
цессы излучения и поглощения в электромагнитных осцилляторах в 
елхчае наличия нелинейности.

В работе рассмотрены эквивалентные системы интегральных соот­
ношений в пространствах магнитоэлектрической индукции и электро­
магнитной индукции, а также введены дифференциальные соотноше­
ния для двух векторов-потенциалов электрических и магнитных ин­
дукций, в которых векторы-потенциалы .4 и Л՜ определяются по мето­
ду .Максвелла, как электродинамические импульсы, т. е. как 4-мерные 
векторные образования. • > . -Л

Введены понятия электромагнитного и магнитоэлектрического 
«динамо», отражающие физические особенности связи вихревых элект­
рических и магнитных полей.

Введено абстрактное топологическое двусвязное звено в форме вза- 
нмосвязанных замкнутых геометрических контуров, сингулярные точки
которого могут быть областями ввода и вывода энергии. Выведен па-

раметр плотности Действия

Автор выражает благодарность О. К. Давтяну и Г. Л. Арешяну за 
полезное обсуждение настоящей работы.
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Հայկական ՍՍՀ ԴԱ ս>կա4ւյիկւ>ս Ա. Ղ ԻՐՍ I'M ԱՆ
1|Լ1|ւորամա<}նիսակւսն րյաշտի գորձու|ու|>յսւն խտության և 

է]եկտոր ււ{ոտԼնցիսւ|նԼրփ մասին

Մշքս ատանրու մ դիտարկված են մ ագնիսաԼլեկտրական և Լք ե կտ րամ ագնի - 
սակտն ինդուկցիայի տ ա ր ած ո։ թ յո ւնն ե ր ի մեշ ինտ եգրաքա յին հարարերոէ֊ 
թ յունների . ամ արծեր սիստեմն երրւ Էքեկտրական և մագնիսական ինդուկցիա֊ 
/Ւ երկու վ եկտոր-սլոտենցիալների համար մտցված են դիֆերենցիալ հարա- 
րերակցոէ թյաններ , որոնցում Լ վ եկա որ - սլ ո տ են գի ա քն ե րր որոշվում են Մարս*  
վելի մեթոդով որսքես էլեկտրադինամիկ ազդանշաններ»

Մտցված Լ էլեկտրամագնիսական և մ ագնիսաԼլեկտրական " դինամ ո ի 
< ասկ ացոդոէ թ յունր է որոնր արտացոլում են մրրկային էլեկտրական ե մագ­
նիսական դաշտերի ֆիզիկական կաւգի աոանձն ահատ կու թ յուններր ւ Ստացված

թյան խտության արտահա յտու թյռնր, օգտագործելով միևնու յն
ԳՒդՒԿ ակս»ն տ шршЛщр jniljniJ դոքէծոզ երկու վ եկ tn ft ր - Աք ո տ են ց իա յն ե րր ւ
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СЕЙСМОЛОГИЯ

А М. Аагтнсян, И. П. Добровольский

Об одном алгоритме определения координат гипоцентра 
землетрясения с помощью ЭВМ

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Г Налзроным I8/IV 1980)

Исследование сейсмичности отдельных районов и. в частносун, 
изучение распределения очагов в пространстве и сейчас остается 
важнейшей задачей сейсмологии. К этому нужно добавить, что коли­
чественный анализ процессов в очаговой области должен также бази­
роваться на знании положения гипоцентра.

Обычно положение очагов землетрясений определяется по инстру­
ментальным данным способом засечек (|-։) с использованием наблю­
дений ряда сейсмических станции. При массовой обработке привле­
каются современные вычислительные средства. Применение ЭВМ от­
крывает новые возможности, позволяя пойти по пути использования 
математически более сложных алгоритмов, обладающих, однако, бо­
лее высокой точностью и удобством в работе.

В статье предлагается новый алгоритм, основанный на идее ме­
тода засечек, но отличающийся от него известными достоинствами 
Во-первых, все формулы построены н географической (сферической) 
системе координат, что удобно для овода исходной и анализа выход­
ной информации. Во-Вторых, расстояние между двумя пунктами на 
поверхности Земли вычисляется по дуге большого круга. Это лучше 
приближает траекторию, чем прямая, н, кроме того, чдобно тем. что 
основные мировые годографы построены по дугам большого круга 
В алгоритме используется метод наименьших квадратов, приводящий 
к системе трансцендентных уравнений, и производится определение 
глубины очага минимизацией исходного функционала.

Расстояние между двумя точками на поверхности Земли по дуге 
большого круга, в предположении, что Земля является шаром, выра­
жается формулой

, л ~ . /1 coscos ?.cos A) — sin sin f։
/-^2/? arc sin I/---------------------- й----------------------- •
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где R радиус Земли. ?, и широты пунктов, А* разность долгот.
Здесь северной и южной широтам, как и западной и восточной 

долготам, приписываются разные знаки, конкретный выбор которых 
нс отражается на результате.

Суть алгоритма состоит в минимизации функционала

«(>-. ?) V(/f—М’- 
(-1

= V ( 2/?arcsJn J 1 cos<?cos<p<cose-/.<)-slnTsln^ _д J

где Л -число сейсмических станций, —координаты г-й станции, 
>. ?—координаты эпицентра, расстояние от /А станции до эпи­
центра. ՛- ՛ у

Расстояния Л/ вычисляются следующим образом. Исходя из ха­
рактера сейсмических волн выбирается соответствующая пара урав­
нений годографов, например,

, ДТ+Л7՜ 1/Д7+Л’
~ У и- ՛ — К —Й?— ՛

/
Из этой системы уравнений можно определить Л/ по известной раз­
ности времен 1Р։—если известна величина глубины гипоцентра Л.

Зададим некоторую величину Л = Л։. Тогда, определяя из (2) 
Д„ можно составить функционал (1), условия минимума которого по 
л, 9 дают систему

ди/^9 — 0; 
или в развернутом виде

dujdt. — 0

1 (Л-М 
I-I

ol
= 0;

(3)Л’
V (4-д() 
/-1

dJi 
д>.

где sin ? cos<?< cosp —/■<)—cos ? sin ?/ 
o’? /1 —(cos?cos ?< cos(» —> i)4-sln? sln<p()*'

(ill p COS 4> COS ?! S<n(>—)|)_________
• I —(cos ? cos?zcos(z —?.i)-r sln?sin?i):

Система (3) имеет структуру

G(/ , <f) -=0;
?) = 0

и может быть решена либо методом линейной аппроксимации, либо 
методом Ньютона, где последовательные приближения вычисляются 
ио формулам (при /(X. ?) ֊^ 0) 
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/я+։«)„—!___ °<х- ?-) о;(/я, м
Л'-Л») Р(>„, ?„) Г(/я, ?я)

ф.+1 - —!------ 10()"։ ?я) ?л)
т«И /•■(>„ ?„) Г()я,<ря)

причем

Л>, ?) = С,(>. ?)
Л'-« ?)

О‘('. ?)
Р,('< ?)

В качестве нулевого приближения 
берется решение системы 

в этом итерационном процесс?

для какой-нибудь пары станций с номерами к и т. От начального 
приближения зависит в немалой степени быстрота сходимости итера­
ций, поэтому выбор этой пары должен производиться достаточно 
продуманно.

В результате всей процедуры будут найдены координаты эпи­
центра ?։) для принятой при решении системы (2) Л — Л,, т, е. 
координаты гипоцентра (/։. Л։). Повторяя этот процесс для других
глубин, получим множество координат гипоцентра <?>, к,}. Если 
для каждой тройки координат (/7, Чл Л/) вычислить значение функ­
ционала и п<> формулам (I). (2), то получим множество и = И/\. ко­
торое, в сущности, является множеством величии, характеризующих 
сравнительную погрешность. Искомыми коор шиитами будут коорди­
наты (ч, чч, Л»), соответствующие минимальному элемент) «* мно­
жества и.

Описанный алгоритм был реализован на языке «Алгол-60» и вы­
числения были проведены на машине «Минск-22». Ряд землетрясений 
Кавказа обработан тремя методами, два первых—ручные, третий—по 
вышеизложенному алгоритм). Согласие между тремя методами удов­
летворительное. Однако отсутствие точных решений затрудняет от­
дать предпочтение какому-либо одному методу. Можно предложить 
два способа проверки экспериментальный (более дорогой и трудоем­
кий) и теоретический. В первом случае можно было бы взорвать за­
ряд в скважине и, зафиксировав сетью станции сейсмические волны 
от этого события, обработать полученные данные. Во втором способе 
строится математическая модель явления.

Нежно отметить, что в настоящее время такой численный экспе­
римент легко осуществить для среды с любым заданным распределе­
нием скоростей, а пользу он принесет немалую.

Институт геофизики и 
инженерной сейсмологии 
Академии паук Армянской ССР
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Ա. Մ. ՍԼՎհՏհՍՏԱՆ, Ի. Դ11ՐՐ11Վ11(ՍԿհ

Հաշվիչ մեքենայի օգնությամբ երկրաշարժի կ и и г ւ| ի Г» ա ա է Լ г ի որոշման մի 
ալգորիթմի մասին

ծ արածության մեջ երկրաշարժի կոորդինատների տեղաբաշխման խրն- 
ղիրր Հանդիսանում ( սեյսմոլոգիայի կարևորագույն խնդիրներից մեկրէ

Հոդվածում նշված ալգորիթմը հն արավ որոէ թ յուն է տալիս հաշվիչ մե­
քենայի օգնությամբ' օգտագործելով երկրաշարժի տեղաբաշխման մաթեմա­
տիկական մոդելը, ստ անալ կոորդինատներ ավելի մեծ ճշտությամբ' Համե- 
մատած սեյսմիկ ինֆորմա գի տչի ձք ոբ մշակման հետ, որբ կարելի Լ օգտա­
գործել տվյալ միջավայրի և արագությունների ցանկացած ձևով տրման
դե սլքոլմէ

Տրված ալգորիթմի համար կագմված / ծրագիր ինսկ-22ո մեքենայի 
Համար և մշակված են մի շարք ե ր կ րտ շ ա րժ ե ր, որոնց էպիկենտրոնները գըտ- 
նրվում են Կովկասում; Ատացված արդյունքները համարյա թե չեն տարբեր­
վում Կովկասի Կամար երկրաշարժ երի տեղաբաշխման կատալոգի մեք տրված

Л И Т Լ Р А Т У Р А - ԴՐԱԿԱՆՈհ^ՅՈՒՆ
Н А Введенская. Труды геофизического нн та АН СССР, № 30(157). 1 В И. 

У ломов и лр , Автоматизация сбора и обработки сейсмической информации, «ФАН», 
Ташкент, 1976. Н С. Бахвалов, Численные методы, «Наука», М. 1973.
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АГРОХИМИЯ

А. Ш Галстян, С. А. Абрамян

О формах 9֊ фруктофуранозидазы почв

(Представлено академиком АН Армянской ССР В О Казаряном ПД'1 1980)

Относительно форм фруктофуранозидазы (КФ 3.2.1.26) почвы 
в специальной литературе нет сведений. В настоящей работе приведе­
ны данные, показывающие существование различных форм этого фер­
мента в почвах. Эта новая информация была получена при изучении 
действия Р фруктофураиозидазы почв и гумусовых веществ в зависи­
мости от pH среды. Активная кислотность среды обусловливает уровень 
каталитической активности фермента. Каждый фермент проявляет 
свою максимальную активность в пределах узкой зоны значении pH, 
являющихся для него оптимальными (՛)• Кривая рН-завнснмостн фер­
мента имеет важное значение для его характеристики, что и явилось 
основой данной работы. Изучение особенностей действия Р- фруктофу­
ранозидазы почв представляет определенный интерес для их диагнос­
тики, индикации и оценки степени плодородия (։л).

Исследования проводились на насыщенных и ненасыщенных ос­
нованиями почвах: каштановая карбонатная, суглинистая, гумус— 
3.2%. pH водной суспензии—8,2; горно-луговая дерновая, среднесуглн- 
ннстая, гумус—15,0%, pH 5.3; дерново-подзолистая, легкосугли­
нистая. гумус—3,8%, pH 4.5 и на гумусовых веществах препаратах 
гуминовых и фульвокнелот, выделенных из карбонатной каштановой 

и кислой горно-луговой почв. Гумусовые препараты из почвы были 
выделены общепринятыми методами (*) Активность р- фруктофурано- 
зндазы определялась по А 111 Галстяну и выражалась в миллиграм­
мах глюкозы на 1 г почвы (5). Для выявления зависимости действия 
р- фруктофуранозидазы почв и гумусовых веществ от pH среды се ак­
тивность определяли при различных значениях pH эта мол амин-уксус- 
нокислого буфера (•).

Опыты показали, что буферные растворы, применяемые для уста­
новления оптнмумов pH действия ферментов, при взаимодействии с 
почвами в результате обменных реакции между компонентами б\ф<р 
ных систем и коллоидами почвы дают сдвиги pH. В кислых почвах в 
случае применения буферных растворов с высоким значением pH 
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сдвиги доходяг до 3—4 единиц Этот специфичный для почв факт 
необходимо учитывать при изучении активности ферментов в записи 
мости от pH среды и предварительно компонентами буферных раст 
воров создавать соответствующие значения pH среды.

При таком подходе изучения pH-зависимости фруктофуранозн- 
дазы почв были обнаружены два оптимума pH действия: в дерново- 
подзолистой pH 5.0. а в каштановой карбонатной pH 7,0 (рис 1|. Эта 
закономерность была установлена также на кислых горно-луговых и 
карбонатных бурых полупустынных почвах. Приведенные кривые по­
казывают, что по характеру действия формы 3-фруктофуранозидазы 
различаются. Первая форма (Р։), с оптимумом pH 5,0, действующая 
в кислых почвах, в щелочном интервале имеет сравнительно низкую 
активность и при pH 9.0 инактивируется, а вторая (Гг), с оптимумом 
pH 7,0, активна в карбонатных почвах и ее действие не обнаружива­
ется лишь при pH 10,0.

С I

Рис 1 Заваснмость активности ^фруктофураиозидазы почв от pH. 
1—дерново-подзолистая; 2— каштановая карбонатная

Существование форм ?-фруктофуранозидазы в почвах обусловле­
но неоднородностью белковых молекул фермента, продуцированных 
различными источниками—растениями, микроорганизмами и фауной 
почвы. Кроме того, в природе почвы формируются в различных эко­
логических условиях и имеют неодинаковый биоценоз, химический 
состав и физико-химические свойства, которые факторно регулируют 
процесс иммобилизации ферментов почвой и уровень их активности.

В настоящее время не представляется возможным выделить чистый 
препарат 3- фруктсфуранозндазы из почвы, чтобы определить моле­
кулярную массу, нзоферментный спектр и другие параметры, подтвер­
ждающие их генетическую детерминированность. Трудность заключа­
ло



ется в том. что р.фруктофуранозндаза почвы как внеклеточный фер­
мент иммобилизована почвой, в основном гумусовыми веществами, с 
которыми она связана очень прочно. При выделении фермента из этого 
комплекса происходит его инактивация. Поэтому активность фрук- 
тофуранозндазы определяли в препаратах гумусовых веществ, выде 
ленных из кислой и карбонатной почв.

Опыты показали, что препараты гумусовых веществ—гуминовые 
и фульвокислоты обладают фруктофуранозидаэной активностью 
Изучение рН-завнснмости фермента препаратов гумусовых веществ 
также показало, что существуют две формы фруктофуранозидазы
(рис. 2). Причем фермент в комплексе гуминовых и фульвокнелот кис­

Рис. 2. Зависимость активности Э-фруктофурамозмдаэы гумусовых ве­
ществ от pH Препараты гуминовых кислот (1) и фульпокнелот (2) из 
горно-луговой почвы; гуминовых кислот (3) и фульвокислот (4) из каш- 

таионий карбонатной почвы

лой почвы имеет оптимум pH 5.0. а карбонатной—pH 7.0. Характер 
изменения рН-завнснмости двух форм ?• фруктофуранозидазы гумусо- 
вых препаратов и почв аналогичен н свидетельствует о наличии раз­
личных форм фермента в почвах.

Обнаруженный новый факт представляет определенный интерес и 
открывает новые возможности для ферментативной биодиагностики н 
индикации различных генетических типов почв и оценки их бнологнчс 
ской активности. Для ферментативной диагностики генетических типов 
почв определение активности фруктофуранозидазы необходимо 
проводить при pH почвы, без добавления буферных растворов, а для 
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оценки потенциальной биологической активности почв при оптимуме 
pH форм фермента в кислых почвах pH 5.0, в карбонатных—pH 7,0, 
что создается с помощью буферных растворов.

Научно-исследовательский институт 
почвоведения н агрохимии МСХ 
Армянской ССР

1Լ Г. ԳԱԼՍՏՅԱՆ, II Ա. Ա14»1Ա1ԱքՏԱՆձօղԼրր 5 -ֆրուկտոֆուրա(ւո<փղւււզափ& ձևերի մասին
I* ագահւո քտվտծ է» որ ձ*ֆրուկտոոֆու ր տն Ո էք իղ *աք ւո(ի ակտ իւ/ու քժ քունր

րնորոչոլ մ Լ հողերի ղենե տիկտկւոն հտւոկու ի9 քուննե րր և րերրիու իք քան աս- 
ւոիճանր/ ֆերմենտի ակտ իւքու (ժ քունր հողում ենթարկ^ու մ Լ ղորձ ոն ա քին
կարղա»քորմ տն է որոնցից հի մնականր միջափտքիի թ| |-Ն (ք Տարրեր հո ղատի֊ 
Աքերում և հու մու ոտքին նքուիէ երում ֆ ր ու կու ո ֆ ու ր ան ո ղ իղ տ ղ ւււ ք ի թք\-կսւխվտ-
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փաստի հա քէոնւո րե ր ու մ ր հնարաւքորոէթէաՆ կուա հողերր ֆերմենւոների օղնու֊ 

ճքք•տ աիւտոր ոշե քու I

Л 11ТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ (114*8 П հՆ
1 В Л. Кретооич, Введекнс в энзимологию. «Наука», М. 1967. • В. Ф Купревич, 

Г. А. Щербакова, Почвенная энзимология. Изд-во «Наука и техника», Минск, 1966. 
■ А. Ш. Галстян, Ферментативная активность почв Армении, «Айастан», Ереван, 1974. 
* И. ,.М Кононова, Органические вещества почвы. «Наука», М., 1964. 5 А Ш. Галс- 
ты. Почвоведение, № 2, 1978. • С. А. Абрамян, А. Ш. Галстян, ДАН АрмССР. т 59, 
№ 2 (1974).
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