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МАТЕМАТИКА

Э. А. Даниелян. Н С. Земляной

Класс предельных распределении совместного стационарного 
распределении времен ожидания некоторых систем

в условиях критической загрузки 

(Представлено чл.-корр АН Армянский ССР Р А Алсксандряноы Ю/УП 1979)

Кингман (։) предложил экспоненциальную аппроксимацию для 
стационарного распределения времени ожидания (в. о.) в системе 
массового обслуживания (СМО) Л1|б/|1|-ч. при загрузке, приближаю
щейся к единице слева (условие критической загрузки). Э. А. Дани
елян получил аналогичные предельные теоремы сходимости к экспо- 

ненииальному распределению для СМО Мг|0г|1|эо в случае дисцип
лин обслуживания с относительным приоритетом (схема .4) и тремя 
разновидностями абсолютного приоритета (схемы В: с потерей прер
ванного вызова, дообслужнваннем, обслуживанием заново) (*). В ра
боте (*) был поставлен следующий вопрос. В приоритетных СМО 
Л4,|О',|||<х. только ли экспоненциальное распределение может служить 
в качестве предельного для стационарного распределения в о. в ус
ловиях критической загрузки? Ответ оказался отрицательным. Для 
схемы В с дообслуживанием прерванного вызова н СМО Л/,|(Л|I 
при г = 2 в О и при г=3 н (*) получен класс предельных распре
делений для совместного условного стационарного распределения в. 
о. при критической загрузке при условии, что с момента отсчета 
в. о. прекращается доступ в систему вновь приходящих вызовов. 
Результаты даны в преобразованиях Далласа—Стилтьеса (п. —С.)
и не во всех случаях обращены.

Цель настоящей работы заключается н получении класса пре
дельных распределений для совместных безусловных стационарных 
распределений в. о. СМО для схем А и В в условиях кри
тической загрузки при произвольном г.

В одноканальную СМО с ожиданием поступает г независимых 
пуассоновских потоков вызовов. Вызовы з-го потока, называемые »- 
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вызовами, поступают с интенсивностью <о>0. Длительности обслу
живания вызовов независимы в совокупности, не зависят от процес
са поступления и дли /-вызовов имеют функцию распределении

Ж т0)ж0. Потоки пронумерованы в порядке убывания прио
ритетов. Вызовы одного и того же потока обслуживаются по дисцип
лине FIFO.

Пол загрузкой р,։ (/=1, г) системы 1, /-вызовами понимается 
среднее время, требуемое для обслуживания I. /-вызовов, поступаю
щих в среднем за единицу времени. Значения как ри. так и величин 
f-n (/ = 1.г>. имеющих смысл суммы по индексу / (от I до /) произ
ведения интенсивности (1/ на второй момент длительности обслужи
вания /-вызова, для схем А и В приведены в (*|. Мы говорим, что 
система находится в условиях критической загрузки, если р=| — о,։»О.

Пусть w, (/ I. г)—стационарное в. о. / вызова в схемах Л и В: 
распределения ЯД/) фиксированы и р,„> конечно. Задача состоит н 
описании класса всех предельных распределений для вектора ( а՛,. ... 
.... а՛,) при о; 0. Г Ж

Предполагается выполненным следующее условие:
Существуют пределы

с*И։п з* (s» = &*/pu_1, pr= 1 — p»i, я=Т7). («)

Ясно, что Из ( • ) следует также существование пределов
/»» = !1(п р*?<֊|-оо. ■

Из индексов I, 2, . . г выделим такие и только такие индек
сы •՛ яВ

1 </М=Р)О,< - - - О» г.

для которых гР( = 0 (/— 1,т). Без ограничения общности полагаем 
что параметры первых р— 1 потоков фиксированы.

Множество индексов (/=!,/« 4-1; />о = 0. /»„, + ։=г ;1)

P. = \j’Pt । J<P>}
выделяет множество потоков с индексами /.для которых Q>0 (/£Р,, 
j pt-i). Такое разбиение индексов на группы называем разбиением 
(•). \

Пусть /.(/)—функция Хевисайда, ։(/) = ], J_ rt___— (/>0)
г 4 2 '

Для любого /£Р ((«2, «fl) определим функции и qt

՛ Г,-՝ = СГI. >/ = o(S/ t ср, 1 -ь (I— |)J.

‘Pi-\ ~ sPi I *F . i),

<?₽(-I = i), <7/ = (l-Q)<f('/) 1 c]qt.

4



с помощью которых задается функция

1ц 1=М Ь 'Р/-1 <)}-*■

Т('/) — ?(? +>)

Наконец положим (у I, г)

«7= «•/!/.( Р ֊/) 4- /(/

где М —знак математического ожидания.
Теорема 1. Пусть |> 4 0, имеют место условие (•} и раз

биение ( * Тогда существует предел

11тР{а>/<хДу |,г|} -Р{»Кл,(/«= 1.р-1)| Н Пт Р'»,<л-Д/(РЛ|;.
#4° л-3 ЦП

где первый сомножитель праной.. части равенства есть совместное ста
ционарное распределение 1Г(х, хЛ_|) вектора (те,..............«>_։>
н рассматриваемых СМО только с первыми р потоками при р^| = 1, а

• — - ֊
предельное распределение случайных величин к՛ группы Р lri-2.ni 1> 
имеет многомерное п. Л,—С. II 71. 

»еея
Дадим качественное описание этой предельной теоремы. Пусть

։(Х. у) — х.

У.

для схемы Л. 
для схем В,

тогда (см. (*))

.Ча՛. =
- 1р<

откуда следует, что Л\д՛, при р(0 ограничено, если 1<р и стремит
ся к бесконечности при /г*р.

Но неравенству Чебышева: Р|։г։ь>з|<։"։М а։> (։>0), можно за
ключить, что при р,0 случайная величина а\ (Л=1. р — 1) является 
собственной, чем и объясняется отсутствие нормировки в. о. группы 
Рх в предельной теореме. А для к»* при и р , О естественной 
нормировкой служит Ме*ч.

Условие ( • ) и разбиение ( * > задают следующее иерархичес
кое при р , 0 распределение загрузки ри среди групп Р, (я=1. т 1). 
Загрузка р(Р։1, отвечающая группе потоков Р,. составляет опреде
ленную часть р,|. Она меньше единицы и поэтому потоки группы Р, 
не находятся и условиях критической загрузки. Оставшаяся часть 
ри ?(/*,» есть сумма р(Я,) . ). где р(Р„)—< ՝ ммлрная
загрузка системы А-вызовами (4г(Р>, л>1). Причем первый поток
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каждой группы Р, (л>1) и только он характеризуется тем, что за
грузка з, системы вызовами этого потока составляет .существенную' 
часть (Ктатка 1 -|р(Р։Н • • • + Таким образом ։„ состав
ляет главную часть р( Р„) (л>1). Вспомним, что загрузка системы к 
вызовами есть стационарная вероятность того, что обслуживается 
«вызов Из сказанного следует, что каждый вызов потока группы 
Р, (л>П по отношению к вызовам потоков группы Рч_։ находится 
в условиях критической загрузки .более высокого порядка*. В част
ности поток с номером р является первым потоком, находящимся в 
условиях критической загрузки.

Теперь приведем простые соображения в пользу установленной 
в теореме асимптотической независимости при р * 0 совместных рас
пределений нормированных в. о. вызовов из разных групп.

Обозначим — математическое ожидание длительности //-перио
да (/ = 1,г) (см (’)). Математическое ожидание той части т. (1—р^г), 
которая определяется величиной равно:

Отсюда н из формулы для Мк’4 следует, что математическое ожида
ние указанной составляющей, которая пронормирована величиной 
Мгг/, в пределе при о|0 равно нулю, если с{-0. В противном слу
чае (С|>0) вклад в величины । в пределе при о ; 0 имеет 
порядок М»Л

Итак, обращению подлежат п. Л.—С. распределений, соответст
вующих каждой отдельной группе Р, (л=1, /л-|֊1).

Следствие I. В условиях теоремы 1 при с,=0 (/=1,г)

Здесь

НтР|^<лу (/—1,г)| = П Е(х,). 
И» ‘ 1-1

Е(х) = 1—е՜', л>0,
0, х<0.

Приведем полное обращение п. Л.—С. предельных распределе
ний в случае г —3, чему предпошлем обозначения.

Пусть (л, у, т^О, а, 6^(0. 1))

ги \ 1 Г Г - — Iй г< и'I л .■֊'(*. у) = —-— ։ \ иг՛ ехр------------------------- байт?,2/Г 3 3 12 4 4г)
«-0 г-П

п 1։Л /о И — а) Г Г . _ ’ л | /(2а — 1) а՛ /’.|(л,у) = 1-----------— ։ I ш Г ехр —1 — ------
3 3 I 4(1-а) 4<г
/•О и-О



и Г)“Гехр ( Ц|1
( 4(1 а)

и։а
4гг

'М-а)
<(«֊/)

с1ы (1/ (1 а՛.

{։я}«;>|—последовательность независимых одинаково распределенных 
случайных величин с плотностью распределения

К«(О = /(/) 1/ —------( !—-• — -— ------  (* -Х-е и։-*» ат՛
I г(1-а А/г 2(1-0) .1 > V

/
•*>0 — целочисленный индекс, 
геометрическое распределение: 

Обозначим ф-(/)“Р|:1 г

не зависящий от ’ имеющий
р[м = Л) = а( 0).
... +е,</} и

__ £
2в(у1= 1/ — I м * Ге՜ 5 ге՞՜՜йФл(г)<1и.

0 0 ■

На основе обозначений

у(2о)-г
\„(у.:) = /(: ау)>(у(|—а), г ау)ехр

И У. ֊)

функции иа, За. С„, 0аЛ, Ца „ 

дЧ^у. г) = .( у г) 4£.(у), 
ду дг бу

определяются равенствами

д,Зо(х. у, г)
ох ду д:

=*.( У- *)
<РВа (х, у ) 

дх ду

- ---- -----=а ’/(г-ау)И^. У)ехр ,
дх ду дг I 4а I

^6а.»(У.Д) .н>(у г) { |Лф а) ®(1— Ь), - оу
дудг \ ь

о

е,р| („р(I Х\ИГ.«и»а...
I 4 ) ' I 2а I \ а а /

О

с/ри »(л, у, г)
ду дх

у(х. а>).
и

>!•

6( а’( 1 - Ь}и՝ Н1 -<0у. -- -* г
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Теорема 2. Задаваемое теоремой 1 предельное распределе
ние в случае трех входящих потоков для схем А и Н имеет ин 1 
(л<>0. х''»«=(х,..............г,). /=ТГЗ: «, *г(0. 1)): ’И

{Вв • !2л(х‘”)) • £(х»), 
/)(х։, Л"0 • £(х։), 

и/(х։) • ( 5в?’-\(х։.л3)). 

и' (.к-։) • О(^, -<»).

£(л։) • (Ва • 'Л(л5. X,)). 

£(х։) • О(х։, х։), 

О(х։, ։пIп (х„ х,)).

$.**Ц(х^), 

сЛ^а(Х^),

Л г’ов . И2.(х ’>).

и'(х։) • £(х,) • £(хД, ՝ 

Г(х։. х։) • £(х4), 

£(х։) • £(х։) • £(х,|.

если г1«с3 = 0, г3-й, 

если с։=*=с։ = О. с, — 1,

если с։ ' 0, с։ «0. = л.
если с։>0, с, = 0. г,= I.

если г։ с։=0,

если с։ =•<՝։ = О, с, — 1, 

если 1'։=0, г։-=с։«1,

если с։-»0, с։ = я, сл=1.

если с։—0. с,— 1, С։ —а,

если с։=0, с։=в, с} — Ь, 

если с, 0, г։- с։=0, 

если г։ 0. с,^0. с։ = 0, 

ес л и с։ =с. =* с։ = и,

I
где ? означает свертку по х( (1=2. 3). 8

Доказательство теоремы 1 основано на получаемых введением 
дополнительных событий п. .1,— С. распределений вектора (к»,, .... 
при фиксированной загрузке р»֊1<^1. В соответствии с теоремой 1 
производится нормировка параметров этих п. Л.—С. и совершается 
предельный переход, когда р ; 0. При этом проводятся асимптотичес
кие разложения, которые базируются на приводимых ниже важны\ 
(и не только а нашем случае) разложениях в окрестности нуля 
функций р»4». У», ч (*).

Теорема 3. Пусть р ; 0 и выполнено условие (•).
Тогда (Йех>0): ՝
1) при с*-0 (Л=^7) /

(ч/рь-1) — |‘»(Ч) ~ ։>р*^к_|5*,

*»(Ч) — + ^5։). ’ ■ ’ *

2) при с, ^0, с*<։ <^0 (* = /т7и

1‘» ։(։։»)

V»->*+։(«*)— ,^(1 ։*.|)Ч5),



У*(<’») ~ '■>» |Р»Л(£);

3) при с» 0, е.+| >0 (4г р 1,г) вид разложений ։ля и»., и ։ 
сохраняется (см. 2)). а

У*(Ть) — Щ »Р»И —
причем н 2) и 3) вид разложений для у*(т>») сохраняется и при
Сь । =0 (4=р, г). I

Здесь обозначено (4=/>. г):

— о» — л?;, А(з) «

Доказательство этой теоремы проводится рекуррснтио.
При доказательстве теоремы 2 используется формула обращения 

(23.91) из (*).

I рг*л1кхпй пк) .арстмииый университет 
Ереванский НИИ математически* машин

к и 'виы'Ы.зиь, ъ и яыл иъп։

Нгп> ,И Г|С7 ,| ’. ('Ч. К։и։(։и1|ШГ։|Ьгп» J и<^ши<Гшй г|| й<и|(ши1Е^
рШ'фнЬиЪ иш1|։/։и(пифГ1 рш ։|ипи(Б1. г|| <|шир 1рфиф1ри||ш& АшЬгшрЬпйфиАш- 

р|шГ< ||Еи|Гпо/

та/нррДунмн/уЬЛряу Л1рС7,|| “V. уи/ЬуУ»а/4 ма^мныынр/уа/шЬ Чама/мэ/^ меуту А у» /

/,АЬ^. и՛,-г»У | АГ •= |, г) А’-м« »#։>Ъ .у» м։ушм։/иЛ малм*уА՞՝' М«р г/1М- 

«/<АнЬм*/ц| 1'1Г’О •СМ/Ы* •'М/р^н/’м/Ъ 7/։му/’м///*^м'//’ уЬн^^гаан/ /,м^ 1՝п1/ 1,£-Ы|авн-

ЗиЛсЪнЛ^аеау Д ։) лиЪри»т (п* Ър։

Ь 1иилл1 Гп(пР ш!^и»р1* ам^*Уааааа1м т а 9Н <>Ума<)

к\л ( А* 1. / I а/Л /)/։։ р (•** \ЛлЬ[9(9, ^*м ин1е ег։ а/ ЛЬ ^/пЧчЬ м/

1։ А’« мума ЧМаЬ сЬЛрУ> ммумаминр^а/амЬ «/аа/аЛыаЪ։м^Ь4р^* мычн,/Л Ьг1/999 4п<! Ь\ф\)Ьр^։ 

ни/ ^ьг(. ч„^999 Р/»<Ьг՛

с»— Нт ——, Нт 
%»’1 1~.6»-|։ >гг։

'Ц,3.,.г г։ г։................сг р^г!՝ ср, Ш^гс (' == 1» т- п=\,г}

/.'•«ыЬамфАЬ^» /и; рт ,1 — 1аГ)

г||1 ииирЦ||п^ КинГш1|шр«]Ь|||| ^п]тр]П11! лзС|ч

ишНйш П
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Ilm P|^<x6 ^<xzMw, (i=l. I; j ~ д։. r)| — 11 Su(x">). 
fh?i и—о

npmbq 5e(X* ■ ’)-Gbp[i' puiqJiu;tu<|» pG i_G l]y fiuiGbp bG:

/>7\^ntp Lb 5М(ЛК'‘Ь^г/* = 0. 'И)
•nLttfl LL iMifinfuntft (fltbbbpffl 1Г uitfnp Г —»i fttnuj4*1 мг<1 ЛЪ ^ibbtf

-*/7 фтЪ^у^ЬЬрр/

ЛИТЕР u у P A - ։и U U Ы1 ► P S П ► b
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МХТГМАТИКА

Э. А. Даниелян. Г X Попов

Об одной предельной теореме для приоритетных систем 
при единичной загрузке

(Представлено чл.-корр ЛИ Армянской ССР А А Талаляноы 20/VI! 1979)

Тематика, посвященная асимптотическому изучению систем мас
сового обслуживания в условиях загрузки, близкой или ранной еди
нице, начата К). В. Прохоровым (’), Кингманом (։) и продолжается 
н работах А. А. Боровкова (։). Иглегарта (*) и др.

Особого внимания заслуживает случай единичной загрузки. Из
вестно, что при загрузке, равной единице, период занятости к одно
линейной системы с ожиданием является при довольно общих пред
положениях собственной случайной величиной (сл. я.). С другой 
стороны, при /-*>-|-оо виртуальное время ожидания (в. в. о ) в мо
мент t стремится при единичной загрузке к *-оо (•).

Возникает вопрос об асимптотическом поведении условного в. 
в. о. в момент t при условии когда Заметим, что ве
роятность условии н нашем случае стремится при / — в© к нулю

Рассматриваются одноканальные системы с ожиданием, с г не
зависимыми пуассоновскими потоками £t, Lt. ..., Lr вызовов при 
дисциплинах относительного приоритета и разновидностей абсолют
ного, описание которых можно найти в (*). Внутри каждого потока 
вызовов принята дисциплина FIFO (первым пришел первым обслу
жен).

Суммарный поток 1-вызовов....... 4-вызовон называем потоком
1,4-вызовов (4 — |,г). Вызовы потока £/ назовем /-вызовами (/=1.г).

Длительности обслуживания вызовов из потока L։ (/=1.г), ин
тенсивность поступлении которых равна <//>0, не зависят от процес
са поступления, независимы в совокупности и имеют функцию расп
ределения (ф. р.) /?,(О. В((+0)«0.

Разновидности абсолютного приоритета следующие: схема Bl 
дообслуживанне прерванного вызова, В2 потеря, ВЗ—обслуживание 
заново. Относительный приоритет называем схемой А.

Пусть в момент / = 0, в который в системе отсутствуют вызовы. 
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время м/>0 прибор заперт для обслуживания, т. е. за (0, и) вызовы 
накапливаются, но не обслуживаются. Обозначим через -*•«) первый 
после и момент освобождения системы ит 1.Аг-вызовов.

Пусть «••,•'(/) есть в. в. о. 4-вызова н момент /.
Введем следующие обозначения

^(л, /) = Р, «<■'(/) <л, «>(</), /},

/?*(*. /) = Р{®7Ч0<х.Ч>(«)>/ Г/ДХ' /)
А’*( «>./)’

/*(*’. 1»)- |е~и' I е~"(1лР^(х,/)</р, г^’(и)=Л1е 

8 о

В дальнейшем используются сл. в.: 4-пернод (-*). ^-период 
(“**) и *-цикл (А^>. определения и изучение которых можно найти 
в Г). ___ . ' 1Я

Положим (к — \,г; Ке>0): * • г,'1ДИ

п^(/) — 1. ~к — и։~ - • • ■ Чк, 'о — 0.

։‘*+|(5) = 5-+-=*-0*41^4 у*(з) =3-Ы*~а* Ме «»*,

<^(з| = з—.Че ՛•*.

где .4— знак математического ожидания.
При изучении систем массового обслуживания важную роль иг

рает загрузка системы. Под загрузкой р>։ системы I. 4-вызовами по
нимается среднее время, затрачиваемое из единицы времени прибора 
на обслуживание 1.4-вызовов, поступающих в среднем за единицу 
времени. Как величины р*։ (4=1, г), так и величины рд,—аналоги 
вторых моментов обслуживания, помноженных па интенсивности их 
потоков, найдены в (*).

Приведем вспомогательные утверждения.
Лемма 1. Справедлива формула

— -*(*)) ‘,е „։(о (4 = 1. г; Ре$>0, Кер>0).

Пусть выполнено следующее условие: (I») в схемах Л и В1 для

'"Дх) = \ (/=1,4) при $—О (₽ез>0) справедливо представ-О
лен нс

М*) = ։’/>х՝щ(1 0(1)) (1)(1<С։П'<^ 2),

где Х։ и ’/’—константы;
н схемах В2 и ВЗ (1) имеет место лишь при < = 1.
Положим (4—1, г):
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₽* = 1 Р*|. 1* = т1п(7<11..........Т,Л|). = ар »_

Для схем 82 и ВЗ полагаем (к = 2, г):
Лем ма 2. Для всех рассматриваемых схем при к -0 (Ке։э=О) 

имеем:
а) при р*։<1

1‘ы($) «4։ '5 "Слх֊"(| О(1>),

«*-'։՛ +”|рл-։С*-рАС* ։/(•,>->-1) |$’*(I 0(1)1.

где (1 -■> I, к)
С/=.Я..,г.,„ :<2.

I 2р;։. если 2,

а /(/) есть функция Хевисайда

<5> при р*։ = I

у(/) = 1 к есАи 
I 0, если г 'О.

и* ։($) = С;”т»5|1п(1 0(1)).

у*и)=?*--Сг”т«’'։*И °(0>-

Доказательство основного результата базируется на утвержде
нии (ср. с леммой .Пебега Римана (•)):

Лемма 3. Пусть функция £(х, $). х£(— . е»), |0. оо) не
прерывна по совокупности пере пенных (х, «) и пусть существует 
функция /(х). х£(-оо, оо), такая, что

к •
^/(Х)(/Х< 5ир |£(х.$)|

ГЕ10.-1

Если

Нт $ир|^(х, 5)|=0, 
л- + • л

то равномерно по $£|0. )

IIгп | ^^'(х, 5)</х 0.

Для формулировки основных результатов положим (4 = 1. г):

Теорема 1. Пусть р»։ 1 и для всех рассматриваемых схем
выполнены условия (I*). Тогой

13



Пт Рк<1)к('^х, П

где (Ке$>0)

| е~՝^Рк(х) =

О

_1___
Ч1/7>)

Г рЧи*-* 
.' В : «’• 
о

а 1{л) -гамма-функция Эйлера.
(2лелетние 1. Пусть выполнены условия теоремы 1 и и есть 

сл. в. с Л1и* *Ч:»< «о. Тогда утверждение теоремы I опять имеет 
место.

Следствие 2. При г=1 ил теоремы 1 автоматически вытека
ет основной результат работы (՛), доказанный при более сильных 
ограничениях, чем условия теоремы 1.

Теорема 2. а) Функция Рк(х) при 7д=2 есть распределе
ния Рэлея

КМ = 1—ехр(—х’4), если д>0,
О если л<0.

а при 1<^7д<^2 фр. R), (х) равна

/?*<*) « 1»
21(7֊')

От>п(хГ’т)^*(л),

гое

Л*(л) = е-"7*! со$(«>*1'г/)| £/н>

а (Л(л)(О<^<П) есть стандартный положительный устойчивый 
закон с показателем з.

б) .Момент порядка а>0 предельного распределения /?*(х) 
(Л = |, /■) имеет вио

I Яо (я/и)
|>£/^*(л)= Г(1 7. 81п(ах/7*) ’ если 0<я<7*.
’ !+«> , если з^7*.

Здесь т('з, з) момент поряока 3 от ф. р. С,(х).
Теорема 3. Если выполнены условия (1А) и ■ 2, то спра- 

веоливы асимптотические при / ֊--{֊□о равенства: 
а) при ->*,<1

ц-0*+0 . С* -----------М-

б) при Р*։==1

1»|п(«7л)|։՝(7*К’‘(։4-о(1)),



\ 'Cr 'i։*
= /-՛”*( н o(i)i.
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է И, Դ1ԼՆ1«1վ51ԼԱ Դ. IL ՊՈ«|ք|Վ
1ГЫ| HLilll ll UJ(iUl j|l Г| |>1>11ք՝Լւ/|) Jll>u|lG G Ш |սա ll| 111 in || П I p I ա Ժ p հա if ակար դե rrnd 

միաւ|որ ծանրաբԼոնւ|ածութւան դԼս|քում

Ւ իա Ut

ղասփէ թ չամ ր համակարգեր Ւ Ս'О Q !9 Ւ ^11ա IՒ Դեպքում !

^Ьэп,Г = ։» Г> ^,^0) I» պահանջների и ուշացա մ nt] գչ
ւքածաթլան պարբերա թչունն (, իսկ 1էՀ}(է}*ն է պահին ի-պահանջի 
uutt աչ սպասման 'էամանակրւ ե*անաէքենք

Rt(x, t) = P\w^t)<xlr^u)^>t\,

ենթադրենք ս,երյի ունի հետեյա/ վերլա Л ու jj լունր ( է =■ I . Г, Տ | 0,Տ > 0 >

Ms) - 1 1+օ(1)) (1<Ն<2).
T-Կ' ?/(տ) *ր է* պահանջի սպասարկման մ ամանակի բաշխման Լապչաս- 
^աիչտեսի ձև ափորչոէ թ Հունն էւ Հիմնական արգչոէնրր հեաեչալն fl

Թեորեմ. Դիցուք աոաջին k նոսրերի գումարյա[ ծանրաբեռնվա
ծությունը նավասար k մեկի: Այդ դեպքում գոյություն ունի սաճման

Um /?h(DUl|:*A, /)=/?4.г),
I » *

որսւեդ1

I e-''<//?»( д) = —!----- I 7* = m!n(-fru........!<»))
J Г(1/7*) J p+s»

(I о

իււկ Г(А')-р՝ Լյւերի գամմա-ֆունկցիան I.: 

քԼշիւասւսւնվքքԱ մ ւչան»^ած են նաև և մեծ ութ չուննևրրւ

л и T I P \ T У P A - Դ Ր IL Կ II Ն fl b P Л (I ► Ն
1 Ю, В Прохоров, Лит. мат сборник. М3. 1963 1 J. F. Kln^mun. The heavy 

irjfflc approximation in ihc theory of queue՝. Proc, symp. congestion theory. The 
I nlv. of North Carolina Press. 19>5. э /I. А Боровков. Вероятностиыс процессы в 
теории массового обслуживании, .Наука*. М., 1972. 4 D L tgliehorl, U*. Whift,
Adv. appl. prob., vol. 2, № I (1970); vol. 2, М2 (1070). 1 3. А. Даниелян. Из». АН 
Лрм ССР Магемагнкд. №3. 1975 • В Ф^.ир. Введение и теорию вероятностей 
и ее приложения, т. 2. .Мир-. Мм 1967. ’ Л. .4 Арипов. А. В Нпинкин, Труды III 
BccCokijhoh школычопетаним по теории массового обслужнпаннч. г. 2, МГУ. 1976.
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С I*

1980

УДК 519 46

МАТЕМАТИКА

Ф А. Талаляи

Об инвариантных мерах на однородных просгранстнах 

(Проставлено чл-корр. АН Армянской ССР А. А Тал.пяном 17/IX 1979)

Настоящая работа п.хгвлщена перенесению на однородные прост
ранства следующих фактов о мере Лебега.

Теорема (Штейн га уз (’)) Пусть Е -измеримое множест- 
60 положительной лебеговой меры в R1. Тогда разностное мно
жество Е—Е содержит окрестность нуля.

Теорема (Хадвигер (*)). Пусть Е -измеримое множество 
положительной лебеговой меры в R*. Тогда для любого г>0 и на
турального числа п>1 существует такая окрестность нуля V, 
что оля любого множества А^У, состоящего из и точек.

/?* :г4-ЛСЕ}>(1֊«)/п(Е),
гое т—мера Лебега в R*.

Пусть А'—локально компактное хаусдорфово пространство, О — 
локально компактная группа, действующая слева непрерывно и тран
зитивно в X. Предположим еще. что при любом х£Х к—кх являет
ся открытым отображением й на X. Тогда говорят, что Д' есть од
нородное пространство для И. Пусть 0 £ X—произвольная (о дальней
шем фиксированная) точка, О’ —изотропная подгруппа точки 0, т. е.

{^€0:^0-6}, и р«—левая мера Хгарз группы С*. Согласно тео
реме Рнсса. каждой положительной регулярной борелевской мер։ > 
на А соответствует положительная регулярная борелевская мера р 
на 0 такая, что

о

для любой непрерывной на G функции f с компактным носителем 
При этом ((■'), стр. 127) > будет G-кнварнантноЙ тогда и только тог
да. когда р является левой мерой Хаара группы О.

Пусть В, СсА'. Следуя (•), положим

В 'C~U{gCig£G, ЦцВ',
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Заметим, что изменение выбора точки 9 вызывает сдвиг мно
жестве Н (. и переход G к сопряженной подгруппе. Заметим также 
что н том случае, когда G действует н G как группа левых сдвигов 
и 0 совпадает с единицей G, то Л *С приобретает обычный группо
вой смысл.

Всюду в дальнейшем предполагается, что изотропная подгруппа 
G* компактна и 1. Тогда из условия Вейля следует, что на А'
существует положительная регулярная G-инварнантная бэрелевская 
мера, определенная с точностью до постоянного множителя.

Обозначим g^G. Ниже доказываются две теоремы. В
теореме I устанавливаются некоторые свойства инвариантной меры, 
которые используются при доказательстве теоремы 2.

Теорема 1. Пусть к и [‘■—положительные регулярные боре- 
левские меры соответственно на X и G. связанные соотношением 
(1). Тогда

1) если К~Х—компактное множество, то « *(А) также ком
пактно и p(f~։(X’))=b(K)j

2) если группа G ^-компактна, то р(э-։(£ ))==>(£■) для любо
го измеримого Е~Х.

Доказательство. Пусть CC.G—компактное множество, такое, 
что f(C) = A ((’), стр. 28). Тогда ? l(K)=CG*. Таким образом ? ’(А) 
является произведением компактных множеств и поэтому компактно.

Пусть, далее, /« — характеристическая функция множества Е. 
Тогда в силу компактности ?֊|(А') имеем Х»-чю 4*(р). Отсюда, в 
свою очередь, следует равенство ((’), стр. 130)

Zr- (A (3)
о

С другой стороны имеем

Я ’? ’(А)
। (7‘ если
I 0 если &К.

(41

Действительно. Пусть ^6 А". Тогда ։(А I и для любого 
5^0» имеем № = откуда ^€?"։(А') Поэтому « —

АД. т. е. Обратно, если £-՛?-*(А' )| ,(? ^0,
то выполняется равенство к~1г=з, где /^«'‘(А). 1огда
Я = /5_|, = К»

Теперь, с помощью (4), левую часть равенства (3) можно пре
образовать следующим образом:

I d> 1 /,_.(А ։(^S)(/|«»(S) | ‘it i ։*e

(5)

ктЛМЧП.
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Из (3) и (5) получаем равенство |»(?~։(А))-ЦК).
Таким образом 1) доказано. Перейдем к доказательству 2).
Пусть группа б з-компактна. Тогда имеем

р(э ։(£Н = §ир{р(С»:С?"’(£), С— компактно!. (6>

В силу доказанного утверждения 1) из (6) получим

»(С) НТ"ЧСв)) = МС9) К(£) при СС«֊’(£). (7)

Из (6) и (7) получим

Р(?-’(Е ))<>(£).
С другой стороны имеем

/(£) = $цр /(Л1 ); Л՜ £, Л'—компактно).

Еще раз применяя 1). из (9) получим

'(Л* ) = р(<р~*(А ))<|*(?“’(£)) при Кс Е.

Из (9) и (10) получим

' (Е) < п(?-։(£)).

(8>

(9>

(Ю)

(И)
Наконец из (8) и (11) получим равенство |»(^Л։(Е))=>■(£■).

Теорема 2. Пусть !—положительная регулярная О-инва- 
риантная борелевская мера на X и у—левая мера Хаара на О, 
связанная е > соотношением (I). Пусть Е^Х—измеримое мно
жество с (£)<-< Тогоа для любого ։^>0 и натурального чис
ла л>1 существует такая окрестность 117 точки 6, что для лю
бого множества Д ~ состоящего из п точек.

:Мс£| >(1—։)'(£).
Доказательство. В силу регулярности меры к можно по

добрать такое компактное множество КсХ, чтобы

'(А')> 1 -г
1—։/2

(12)

(13)

В силу теоремы 1 множество ?~։(А՜ ) компактно и ц(<р ։(А')) = 
- '(А). Возьмем такое открытое множество ОсО՝. чтобы

г-’(А ^О,и(О)<( 1+ -Ц*(?֊՛(*)). (14)
\ 4я /

Далее, возьмем симметричную окрестность И единицы О, такую, 
чтобы выполнились условия

?-1(А')ИсО; (15)

Л(£)>1-т֊ при (16)
4 л

где А--модулярная функции группы О. 
18



Наконец, положим Ц/ 1/6 так . :яи „ „л„ • 1 ак как К есть открытое ото
бражение, то и является окрестностью точки О н X Покажем что 
построенная окрестность является искомой. Пусть Д 1Г,'д = 
“ |л>..........Тог։а ЛЛи любого / =|.....................п = где к&У и

Л'| ։(Л'), < |............Я},("Т-ЧА)Х,_։ (17>
/-1

Применяя последовательно (12). (Г), (15). (յ4Լ (։б) и (13) б 
иметь

։ ^с£|>и(^с :4'ЛсЛ' )=и(Я?-’(Л')^֊։) =
1-1

= р(О ֊Ս(Օ ք ’(Л )Հ ')) = 1‘(О) ֊ р( յ(Օ ?-։(ձ')^-։)> 
է 1-1

я л
!‘(О)-^и(О . '(А )Հ- ՛) = _(„ |»..(О) . V,,,; '(А )--1)

4-1 Г* 1

= (Я -1)р(О) 'Нг '(А'))>
/-1

— ) |‘(<р ։(А )) + л (I ——)) > \ 4л/ \ 4м/

> ( 1 ֊ -֊-}•(? ։(ЛГ)) = (1 - ֊֊НА )>( 1 ֊։)>֊(£),

что и требовалось.
С ле д стен е. Если Е՜ X—измеримое множество с 0<^/ (£)<><, 

то Е 1Е содержит окрестность Э.
Действительно. Пусть МР—окрестность 9. построенная согласно 

теореме 2 при /1 = 2. Возьмем произвольную точку Ч’. Тогда мно
жество имеет положительную меру и поэтому не
пусто. Пусть кп^Е и ^Ь(Е при некотором ^6. Тогда и
^р,^Е. Согласно (2) это означает, что и^Е^1Е.

Еревански А государственный 
университет

1 Ա кЮ1Ц31П>

ճաժասԼււ Н1 гшЛ||11»।ո।նГ1Լг|1 <|гш 1ПГ||н|А |>նէ|ւսր|ւա!ււո *н 11|ւԼր|» ժաււյւն

1Լս1ացուցէ/ոէմ Լէ որ կոմպակտ ինոտրոպ ենթախումբ անեցոպ Համասեո 
տարածությունների տրւքած ինվարիանտ չափերն ոէհով ած են (երե գի
չափի որոշ հա ակութ յաններովւ Տույյյ ( տրված» որ կամայական կետն Ոէնի 
չրքակայր, որտեղից վերցրած կետերի վերք ավ որ րաղմութ յՈէնր կարեէի է 
նույն ձետփոխոէթյունով արտապատկերեի տրված գրական չափի րաղմության 
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մեք. ԱՈ ձևափոքսռթչռնների րապմռթչան Հաարի չափի համար ստացված
4 ներքևից է^նսմհատակս/Նւ

Նշված արդյունքից որպես մասնավոր դեպքեր ստացվում են Շտեյն-
ՀսծՈէ^ի և Հա գ»/ի գերի թեորեմները Й

Л И Т է Р А Т > Р А — Դ Г И Կ II Ն II Ь Н 5 II b b

1 // Stfinhau*. Fund. Math., 1(1920). 3 If. Hadwigtr, Comment. Math. Helvet., 19 
<1946/47). 3 H Federrr, Geometric measure theory, Springer, 1969 4 \\ W. Comfort, 
Hu^h Gordon. Trans. Amer. Math. SoeM sol. 99. No 1 (1961). * А. Нсйль, Интегри
рование n топологических группах и его применении, М., ИЛ, i960.
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МАТЕМАТИКА

Д О. Муралян, Т. Э. Пилилосян

Минимальные нумерации вершин прямоугольной решетки

(Пре ктанлено члкорр АН Армянском ССР Р Р Варшамовым 28 IX 1979)

Необходимость нахождении минимальных нумерации вершин гра
фа возникает при решении ряда задач дискретной математики. В част
ности, в (1) указывается необходимость нахождения минимальных 
нумераций вершин единичного « мерного куба при рассмотрении 
некоторых задач в теории кодов н предлагается соответствующий 
алгоритм. В (’) изучаются некоторые свойства минимальных нумераций 
тора, сводя дискретную загачу к ее непрерывному аналогу. В (։) рас
сматриваются нумерации прямоугольной решетки, при которых мини
мизируется максимум абсолютных величин разностей номеров смеж
ных вершин.

Все неопределяемые в работе понятия можно найти н монографии 
(*).

. Пусть О(А',6')—граф со множеством вершин A' (|.V| = .V) и мно
жеством ребер U. Каждое взаимно-однозначное соответствие о : X - 
—11,2,........V; называется нумерацией графа G, a ?(*)■ номером верши
ны х .Множество всевозможных нумераций графа G обозначим через 
’I’o.

Число E(-^.G) 1 |й(х)—«р(у)| называется длиной нумерации ?, а

число E(G) mln £(?, G) длиной графа G. Нумерация ®в называется 

минимальной, если Л'(?0։6) = £’((/). Множество всех минимальных 
нумераций графа G обозначим через Ф£.

Пусть Т£ФО; С,В~Х-, СПЙ = 0; k = l"V Введем следующие 
обозначения:

...(СЛ) = | (-v.y)Z у€Я||;

•>՛(/Л—՛՛•(/?. A (91;

А* - {f '(I)......
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Мв)=|1(*.У)/(-К.УК^՜. У^ н- ?(*) ?(y)l|-|{(-V.v) (x.y)£6’;
д-ея: )Ч Л: 5(.d f(v)||;

= |в| '
Из (Ч известно, что

£(?. G)

Определение. Множество Л С Л’ назовем сплошным относи
тельно нумерации если шах?(л) —mln<p(x) — ]А|—1. 

хел хед
В дальнейшем, если будет ясно, относительно какой нумерации 

.4 является сплошным, скажем, что А—сплошное.
Определение. Ска ж м, что множество В~Х при нумерации 

с непосредственно следует за множеством АсX, если А,В сплошные и 
min c(x)=max<p(x)-f-l. 4 •

лСв лЫ
Определение. Скажем, что множества А, В~Х независи

мы друг от друга, если и»(А, /?)=0.
.1 е м м а. Если множества А.В ~Л' независимы друг от друга 

и при нумерации непосредственно следует за А. то

Ч(А)^։(в).
Граф со множеством вершин П"" = Ixi.j,.,— назовем прямо- 

/• Сл
угольной решеткой (и обозначим через Р'"-*). если вершины л, , х* , 
смежны тогда и только тогда, когда |։—Л| -+- | j— е| = 1.

Пусть р т, 1 e^q<n. Обозначим

П':«= |Л|,>/х/./€П<"к i р\ e<J^q\.

Определение. Множества П'} назовем открытой полустро
кой (соответственно -закрытой полустрокой и т-ой строкой), если </ = 1, 
с т (соответственно <Г>1, с — т и с! = 1, с« т).

Аналогично определяются открытые и закрытые полустолбцы и 
У-ый столбец.

Определение. Множество А — П'"" назовем сжатым относитель
но вершины Х| । (соответственно относительно Л|,я> хт.|, л,,,), если 
из х.^А следует, что П'-'։СА (соответственно—П}" А. П^/г. А, 
П7/СЛ).

Определение. Нумерацию ?£Фр>"« назовем сжатой относи
тельно вершины хи (соответственно—относительно х։.я, лж.։, х„„). 
если для любого /г -\.тп множество Акг сжато относительно верши
ны хп (соответственно—относительно Х|.я, хт.։ хт я).

Теорема I. Если п. то для любого к |, тп множество 
А* сжато относительно одной из вершин
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I еорема 2. Оля каждой из першим хм, х„ ь хт п 
существует минимальная нумерация, сжатая относительно этой 
вершины.

Теоремы I, 2 можно доказать, используя ичею доказательств 
аналогичных утверждений из (։) и соотношения (•).

Мы покажем, что каждая минимальная н\ иераиня, сжатая отно
сительно вершины ли, разбивает П" * на подмножества А, (/=177), 
причем Л+։ непосредственно следует за .4, (рис. 1). и дадим струк
туру нумераций множеств Кроме того, опишем класс минимальных 
нумераций.

Те о ре м а 3. Пусть п т. Нумерация. ^Фр՞.* минимальна 
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

А) Оля каждого Ь = 1, тп .4* является сжатым относи
тельно одной из вершин лм, х,.„, х„л, хт.я;

Рис I Рис. 2

Б) Пля каждого т==1,(1 множества Г1*}, П{ "_1 + ։— сплошные, 
причем сплошными являются так ясе множества П' ՛ либо и 
п^» -1иб° п'|л1{ГЬ՛ __

В) Оля камсдого ։=Ч,а множества П* 
сплошные, причем сплошными являются также иножества

п-՛.,‘й ,♦> «.«п«:м ”։б° 
Г) Оля любых 1=а \,п—а. / = а^ \, п — а. 11. т—а 

множества П*-' П՞1'- . . ГВ? являются сплошными, гое 1.1

Нумерации, удовлетворяющие условиям Л), Б), В). 1 Ь изображе
ны схематично на рис. 2. Фактически нумерация минимальна тогда 
и только тогда, когда она удовлетворяет условию А) и множество 
вершин, лежащих на каждом отрезке, помеченном жирной линией па



рис. 2, является сплошным, причем помеченные кружком принадлежат 
одному из смежных отрезков.

Мы приведем ряд утверждений, из которых последует справед
ливость теоремы 3. Я

Обозначим

Л'.-П’;--1 и п-г11; .v։=n։՝։-’--'•

Утверждение I. Пусть • минимальна, сжата относи
тельно вершины .4.1.» и АСА’,. Тогда

«1 если х$.\\ и .4 непосредственно следует за х, то |л|[>'Д — 
открытии полустрока, либо открытый полустолбец;

б) если х$Х9 и х непосредственно следует за Д, то А {х} — 
закрытая полустрока, либо закрытый полустолбец.

Следствие. Если закрытая полустрока (закрытый полу
столбец) В непосредственно следует за открытой полустрокой 
(открытым полустолбцом) А. то АЦВ—строка (столбец).

В следующих утверждениях предположим, что ?€Фртд » сжата 
относительно вершины Лц. Кроме того, положим о = т1п։(х), Л 

лех,
= ։р(хв»|.>). где а — наибольшее /, что Хц£Д’. Заметим, что номер V 
может получать одна из вершин х,.я и xw>2 .

Допустим = и т.я>5.
У тверждение2. Множества П?-?, П? ■" ., П" * П" ".. . - 

сп лошные.
Утверждение 3. ГГ։'։ сплошное для каждого i = l,a.
Утверждение 4. /для любого ,/^Д’ «а.
Утверждение 5. Оля каждого i^n а. если х1,„^А\ то 

П՛.-" , .—сплошное. ։ -14 1
Следствие. Если П*-*— сплошное, то a<ji/2 и множество 

Ilf " —сплошное. i.a —о +1
Пусть V- Наибольшее I, для которого xw_14.։.(,_<«. i€

^П"-*\.Д^-։, обозначим через а. и пусть h = ?(ла_;>). Рассмотрим 

нумерацию -(х) = тп 1 —»(л ) (x£nm "). Ясно, что сжата

относительно вершины xW(l н mln ®(л) = v. 
»fX|

Применяя утверждения 2 5 и следствие утверждения 5 отно

сительно нумерации (f. получаем, что для любого е- 1.0 П" ", . .

- сплошное и для каждого л/.ХП"-"’՝՝Д;'՜1 Е>т—а. Кроме того, для 
каждого k п—а, если лж_։+.|. то П"Л .. — сплошное, и
если П""_ —сплошное, то а<п[2.

Утверждение 6. e-j-a<^m.
По следствию утверждения 1 множества П? " П£ "т .. сплош- 

ные, и для каждого / = а-ь1. т— а является сплошным столбец. 
П‘". Нетрудно убедиться, что 
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V = — ал - — -4- —•Г. 2 т 6
л - л»

- 1 ' “т(2н 11 т-(6л-5) 2
к֊п(п-«)+| 3 2 6
гца Н

V 1;
Л" + 1

.,) = "< в.я а(п± 2
Г. * 3 \2 2 з

Так как ? минимальна, то /)(п4- 1)>£>(о) п- -+- и 1 и В(а)֊:

В(а —1)4-п- я —1. Отсюда

п Аналогичными рассуждениями те же оцен

ки получаются и для а, и, следовательно.

Р” ") =
О / О \

---- — ил • 2па',~ (п*-гП—— )а т(п~ /1—1) —п.
\ ՛

Заметим, что верхняя н нижняя оценки а совпадают для всех 
л, кроме тех случаев, когда 1/ 2*___ -»֊-'֊ — целое число. В по-

Г 2 2 4
следнем случае оценки различаются на единицу, и нет разницы, ка
кую из них нзять как значение а.

Вспомним, что непосредственно пеоед утверждением 2 мы до
пустили =

Утверждение 7. ։՛ = ?(*։,<,) при т>п.
Таким образом, если л։>«>5, то 

о / 2 \
Е(Р"’*։«= —а* 2п«* ( л* л —— )<т ш(л։ « —1) л.

Мы фактически получили, что при т^п 5 минимальные ну ме- 
рации, сжатые относительно вершины Хи, разбивают П" " на подмно
жества А,(/=1.7), как изображено на рис. 1, и дали структуру ну
мераций Д|. Кроме того, получили, что |Л։| |Лз| = <։։ и |.4я| .4: =

а*. Если в случаях л **2,3 рассмотреть те же нумерации, взяв 
а н = 1. то получим нумерацию ?(л<./) «(I՜—I) л /(х.д (: П" ՝). 
т. е. нумерацию столбцов, следующих друг за другом Легко убе
диться. что зта нумерация является единственной минимальной, сжа
той относительн > вершины Лщ нумерациел Рп • (при п<^т и л^З) 
Для Х,т

I а,а<2.
25



Таким образом, описан класс минимальных, сжатых относительно 
вершины л|.| нумераций графа Это описание и теорема 1 лают 
полное описание класса минимальных нумераций прямоугольной ре
шетки ।теорема 3). л

Граф со множеством вершин П"՛" назовем тором, если вершины 
ли. дч, смежны тогда и только тогда, когда либо — к и |/—е| = 
— [* , либо / — е и |/—Л| = ’ . Тор. который фактически явля-

Н-1 гл—I
ется декартовым произведением двух простых циклов, обозначим 
через Г-". ■ НЦИ

Поскольку Р" " и Тт " имеют одинаковое множество вершин, то 
для Г"" можно дать все те определения, что были даны для Рт ". Более 
того, для тора верна следующая теорема, аналогичная теореме 2:

Теорема 4. Оля каждой и* вершин хм, лг։ х„.|. „ суще
ствует нумерация сжатая относительно этой верши ни.

1егко видеть, что для любого множества /Г~П'Т'", сжатого 
относительно вершины Х|,։, и>г. ։(Й) ~ 2*р«м (Д). Отсюда и из (») 
получаем

и Е(Т-*) = 2£(Р-").

Вычислительны А центр Академии наук Армянской ССР и 
Ереванского государственного университета

г 2. 1П1Ьги«ниъ. 8. ь ♦нмпизиъ

<рнГн|[1 рб I Г |1 |Г^|Г||и/ш| Нш((шГш1|и1|П1<ГСЕг

^11нп*г А, и )-Ъ «уршф I АД «V | = А ) уилл]илрЫлр[л ь С 
рш^»(1цр^ив1/р1 и.л1Ля •/д ?: Д' - I, 2, .... А »{*«у»*»//•♦*#£•*/ьр ■»• «*«/ ЛЛЛ
•н ши]нмеЪеп р рлл*1л 1]п^л^лил/ 9я (] •(рли^л^ ^Ш։/ы^»м»^шриЛ ^нл/ ллл р ллл 1( ллл/пл л/ р 4Г’.*” 

КрЬ ^/г,1 л( лил( лир\лЬр\илл/ лллр^К р^ иллиррЬрлел р[илЫеЬр[л 

1,и,у лир&ил!( илр>9 1л рЫлр/л л/шрр ил л/ЬЪилфпррЪ

Р ей гщил*1л1цт\л уыЛеур' Щ Ь П Ь р!рир/и р (ил л/ р 

1(Шрш(алЛв илр ил ил в( р ( ил(р I

А|, Л| Ч| Л’ги Лги я длил(илрЫлр!*е( рн р ли р и*Ъ • рвл р/л ^лив/Шр лллрлрлл/ 4 

*и1*1 Ч *9 *** РI* Ырилелл/ лил/ р лл9ле(л/ *иллл/ ли р ллл1(ли (л/ ли*1л в] лиг] *и ф ил рр Л ил лл(ил е^ ллл 1ррч •/ . 

пГ ч ли Г] ли р^л !л р ^л у (ЛЛЛ рлллрлиЪ^ (ллвр/л ^ивв/илр с/ лл / ллл р ри ՛!/ пл^л/л Л[Лл[лл/лир

илр, лри^лир!» ^(ЛЛЛлллл/лил! р ЛЛ4лллл/ лир иг 1( ли(ЛЛЛ л/!

/7 Л] ллл л/ лир р

Л( иллрирЪЬр^ рил

61’1! 999 99фШ(99! :чН ллл*1л/лр!л лрл •
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Sp'/fttJ ( fftuhiyfl \w Ju, ГЛ Lf, ft f/uiufl

ffl*»/ 'hl/'”p ••••/I'l’P 1 yt/m J (. tip Utflf чи Jutp uiIjuj[tn JbLpp Ci,
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ФИЗИКА

Д. М. Сгдрды1н, К. М, Шлкабасян

Протонный ток в «пре>-фаэе нейтронных 1ве։д

(11р< и ТЛК1СИО чл корр Л11 Армянской ССР Г. С Саакяном 21/У1 1979)

В некоторых моделях нейтронных звезд (') основная по разме
рам фаза представляет собой ядерную жидкость, состоящую из ней
тронов, протонов и электронов. Плотность протонов и электронов на 
два порядка меньше плотности нейтронов. Так как средняя плотность 
ну клонов в этой фазе порядка ядериой плотности, то протоны и ней
троны участвуют в сильном взаимодействии, имеющем характер при
тяжения Это взаимодействие приводит к спариванию нейтронов в 
к\ перовские пары и появлению сверхтекучести нейтронного газа (։ ։).

В работах (♦• 5) рассматривалась также возможность спаривании 
протонов. Имеющиеся опенки (*•4) температур перехода нейтронон в 
сверхтекучее состояние и протонов в сверхпроводящее состояние по
казывают. что критическая температура для нейтронов может на по
рядок превышать критическую температуру .для протонов При темпе 
ратурах, меньших нижней критической, в «пре>-фазе имеется двухком- 
понентная (нейтронно-протонная! сверхтекучая фермн-жидкость Так 
как критическая температура нейтронон порядка 10®-:-|0|Ов К. то та 
кая ситуация может реализоваться в нейтронных звездах.

Для исследования сверхтекучих и электромагнитных свойств 
этой взаимодействующей смеси при температурах Т^Г( ними впервые 
получены интегральные уравнения для температурных функций Грина 
и .аномальных' средних протонов и нейтронов с учетом сильного 
взаимодействия между ними (•). При получении этих уравнений ис
пользовался метод, предложенный и работе ('). Решая эти интеграль
ные уравнения н приближении малых 4, А,. g:t и используя опреде
ление тока протонов посредством функции Грина 0(х,х'), приведенное 
в работе (’). получаем уравнение Гинзбурга Ландау дли тока про
тонов:
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где А֊ = Ср -+• /1\|։. цу — постоянная неАтронно-протонного язаи- 
молействия, Л и Д։ .щели* протонои н нейтроном соответственно. 
Коэффициенты СР, IV, /. равны:

Ср = — ЦЗ) ——— см՜*;
16 г*(ЛГГ

А =(>,256#*■ =3,21> ■ 10* —— эрг *см *;

од0ВЙ&Й. = 1,62 • 10* эрг֊* см՜*. 
г*Ъ*(кТ)* (*/ )’

(2»

Здесь Яр—плотность протонов, Л —постоянная Больцмана, гпр н тп 
массы протонов н нейтронов соответственно, p^ импульс Ферми про
тонов, Ь—постоянная Планка. ',(3)—функция Римана. £։==3,75՛ 10 ՛■՝ 
>рг см*. Значение коэффициента Ср взято из работы (7).

Таким образом, учет взаимодействия протокой с нейтронами 
приводит к появлению тока .увлечения* протонов нейтронами (второе 
слагаемое формулы (I)) и к изменению эффективной массы протона

гп,,

которая почти не отличается от массы свободного протона.
Подставим выражение для тока (I) в уравнение Максвелла

г о1 Н =
4п • 
— /
с

и возьмем ротор от обеих частей, вводя при этом вместо щелей ней
тронов и протонов их волновые функции следующим образом:

•> = V срь = 11 = / С?1 =

где '^0. фю 9. 6։ -соответственно модули и фазы волновых функций 
протонов и нейтронов. Тогда получим уравнение типа . 1ондонов

Н > 2го1 го!// -= ՛։•(<'•(/• г^)4֊ Ф։ео(г — гп), (3)
где

Фо

.
•

СяСр
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Здес., Фд и Ф|- магнитные потоки, создаваемые вихрями протонов и 
нейтронов соответственно, » —глубина проникновения магнитного

поля, '0 лондоновская глубина проникновения, е—единичный век
тор, направленный вдоль вихревой нити. ,Я

Первое слагаемое правой части уравнения (3) приводит к появ

лению в точках г, протонной вихревой нити с потоком Фе. Для ее 
возникновения потребуется внешнее магнитное поле, равное (•):

Ф )
Н„= —֊\-in-r-

Оценки для .пре‘-фазы нейтронных звезд дают: X- 1,55.10“’* см, 
: =3,8՜ 10 ° см и, следовательно, НГ1 ^910“ гс. Такие вихревые нити 
появились бы, если бы во время эволюции нейтронных звезд переход 
протонов в сверхтекучее состояние сопровождался существованием 
мошных источников, генерирующих поли порядка 10 й—10м гс. Инте
ресно отметить, что после появления такой вихревой сети магнитное 
поле б.дет стационарным благодаря сверхтекучим протонным токам.

Второе слагаемое правой части уравнения (3) приводит к появ
лению магнитного поля, пронизывающего нейтронные вихревые нити 

в точках г„ Поток магнитного поля нейтронного вихря равняется Ф, 
и появляется благодаря .увлечению* протонов нейтронами. Измене
ние эффективной массы протонов приводит к незначительному изме
нению глубины проникновения

Поскольку нейтронные звезды, точнее пульсары, вращаются, то 
необходимо учитывать влияние вращения на повеление нейтронно-про
тонной сверхтекучей жидкости. Учет вращения в уравнениях для про
тонных функций Грина и в других формулах теории сверхпроводимости 

сводится к замене потенциала А на величину А', равную (** * * * * 10)

/ 2 т-)б(х,х') - А Л'0'(х, х')
г г т

р р

Здесь /п՜ —масса протонной пары. Учет вращения приводит к измене
нию фазы функции Грина нейтронов

г).

где /<(г г')—функция Грина свободных нейтронов Используя (4).
(5) и (6), получаем уравнение Лондонов во вращающейся системе
координат
30

Зтесь (Л=[2г|, -угловая скорость вращения, тр— масса свободного 
протона. Для плотности тока во вращающейся системе координат 
имеем следующее выражение (’):

(5)

(6)



Н 4 '*го!го(А/'= Фое<(г гр) ֊)- Ф։е<(г - гя)

где
(’>

Н' — гтл “^£-<2, 
е

Уравнение (<) можно интерпретировать как уравнение для неподвиж
ного сверхпроводника (10), находящегося во внешнем однородном 
постоянном магнитном поле

Это заключение представляет собой обобщение теоремы . 1армора на 
случай двух компонентной сверхтекучей ферми-жидкостн. Легко за
метить, что это поле довольно слабое порядка 2-Ю՜4 - гс. Даже 
при - -200<ек՜՛ оно порядка 4-10 2 гс. Это поле на много порядков 
меньше критического поля и, следовательно, не может создавать про
тонные вихревые нити.

В заключение приведем некоторые оценки магнитного поля 
для модели вращающейся нейтронной звезды с плотностью 
нейтронов пя зь 10м гм՜*, плотностью протонов пр 10** см* и 
угловой скоростью вращения *2^200 сен Так как плотность нейт
ронов на два порядка выше плотности протонов, последние не вли
яют на образование нейтронных вихрей. Их плотность можно оце
нить по формуле (,։)

>>« >
п = — = 2 • ПР см \ 

ж

где ж —Если учесть, что через каждый нейтронный вихрь про
ходит поток Ф,, то среднее магнитное поле //0 «Ф։. где Ф։=0,03 - 
• 10՜’ гссм* при Г—10* К, А։ = (),1 мэв и Ф։ = 3- 10~‘ гс си- при 
/'=10* К. А։= 1 мм. Среднее магнитное поле в первом случае по
рядка 10՜* гс, а во втором случае порядка 10 1 гс. Это поле доволь
но маленькое, но замечательно, что оно сильно неоднородное. Действи
тельно, в центре вихря на площади порядка 10՜“ г.мг поле достигает 
довольно больших значений, оцениваемых формулой:

Н = 1п 
2ж>.։

Для случая А, =1 мю Н 9-2.7 • 10“ гс, а дли А, = 0.1 мзв поле поряд- 
ка 2.7- 10й ?<?. Уходя от центра вихря, поле экспоненциально падает 
до нуля.

Таким образом, вращение нейтронной звезды приводит к поив- 
лению довольно плотной нейтринной сети вихревых нитей, центры 
которых пронизывает магнитный лоток с напряжением поля в центре 
порядка 10,։-з- 10“ гс.
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Պրոտոնների հոսան Гр ПЬ ւտրոնա ||Ա'ւ աս«որ|Լրի <пре»-ֆազամ

„ոդվա ծ ու մ դիտարկված ( մ իջուկէս յիՆ հ ր կ կ ո մ Աք/ւե են տ ղերհոսելի ֆերմի 
հևղուկր» դեղուկի րաղա դրի շներն են' դերհոսեյի նեյտրոններր և ղերհաղորդիշ 
պրոտոնները» Հա:վՒ Հ տոնված ում եղ փ ո խա ղղ ե ց Ո ։ թ յ ո ւն ր հեղուկի րաղա գրիչ
ների միջև։ Գրինի ֆունկցիայի միջոցով ստացված Լ ղերհաղորդիշ պրոտոն- 
Ների հոսանքի արտա 'ա յտուիյուհր և Լոնդոնի հավասարում ր մագնիսս» կան 
դաշտի համար աստղի ներսում ւ ^ույց Լ տրված, որ պտո» յտի պատճառով 
կստեղծվեն նեյտրոնային մրրկային թելեր, որոնք կրերեն պրոտոնս»յին մրրր- 
կային թեյերի աոաջացմանր Նույն կետերում» Դաշտր թեյերի կենտրոններում 
հավասար է 10 —10 i ղաուս և արաղ ընկնում Հ 10 ։1 սմ հ ե ո ա վոր ո»թ յան վրա» 
Պտույտր ստեղծում է նաև թո,]1 համասեռ հաստատուն մագնիսական դաշտ» 
Այսպիսով մագնիսական դաշտր պտտվող նեյտրոնային աստղերում խիստ 
անհամ ա սեո Է։
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Временная структура рсюнансно генерированных импульсов 
третьей гармоники

(Представлено члкорр АН Армянской ССР М Л, Тер-Микаеляном 15/Х 1979)

Авторами ранее была разработана точная теория резонансной 
генерации третьей гармоники (ТГ) в газах при накачке адиабатичес
кими импульсами ( 1 '). Было показано, что укороченные уравнения 
распространения для медленных амплитуд напряженностей полей 
имеют вид:

(- 
\dx

4---------/) —
act /

. L’rlhoA th j 
l~~c

(irthuyV d/։
~7~

где М—плотность числа атомов (молекул), ш—частота накачки, а 
>1—квазиэнергия основного состояния атома. Были исследованы ста
ционарные решения системы уравнений (I).

В настоящей работе мы исследуем влияние эффектов когерент
ного насыщения на временную форму импульса I Г, генерированного 
адиабатическим импульсом накачки. Произведем замену переменных

*j = -* и введем ч)“(/Дс.тЛ) •ехр{/?1(Е, т4)} и
с

л) ■= (Л(’ъ rJ) /։exp |/?з(ц rJI; тогда из (’) имеем;

д/1 2rhu».V f>/|
dvt с

2г1ьиЛ dt j
dr„ с д!х

(2)
д/, 6rhw.V <#/.. (>rhw.\ di.
dr, c d?, c d/t

Система уравнений (2) совпадает с аналогичной системой (Н) работы 
(’), с той лишь разницей, что величины /„ и >, зависят от локально-



го времени Е кж от параметра. Следовательно, интегрировать уравне
ния (*) по ч можно точно так же, как и в работе (։). При этом полу
чаем. что величины /,4-/3 и /, являются интегралами движения (пот,), 
т е. д(/, | /3) дт, = 0, и определяются из граничных условий
при т( = 0. Если временная форма импульса накачки на входе зада
ется функцией /0(Г‘, то /։(Е, ч) /,(«. т() = /0(Е), п >։(Е) определяется из 
уравнения (10) работы (’), и котором /0 = /0(-). Уравнение распрост
ранения ТГ будет иметь следующий вид:

Д>5<3. у;) _ Г2г.Уш//и</м(/м</м/„(-)

______ ___ (3)

где $(։.»,) = /3(;, тЛ'/о(О, я величины е, 3, у и •• определяются фор
мулами (14) (17) работы (*), н которых подставлены /0 = /0(Е) и >,= 
= >։(«).

Физически гот факт, что локальное врем;։ Е входит в уравнение 
распространения ТГ как параметр, означает, что если разбить им
пульс накачки на малые временные интервалы, в которых амплиту
ду напряженности можно считать постоянной, то каждый из этих 
участков генерирует ТГ независимо от остальных. Уравнение (3) 
описывает периодическую по координате передачу мощности из им
пульса накачки н ТГ и обратно. При малых интенсивностях накачки 
или больших расстройках резонанса из (3) получаем известный ре
зультат (* ’)

/ । ЛЛтЛ’
I 5 П---- 1/де. ч) - до—2_1. За
\ АЛ /

В этом случае период перекачки не зависит от интенсивности накач
ки и формой импульса ТГ является возведенная в куб форма им
пульса накачки. Иной будет ситуация в резонансных условиях, ког
да период зависит от интенсивности. Тогда каждый участок импульса 
накачки перекачивается в генерированную им ТГ со своим периодом 
Это приводит к тому, что форма импульса ТГ н произвольной точке 
/- будет иметь пичковую структуру. Действительно, если длина / 
является целой кратной периода, соответствующего интенсивности на
качки /О(ГГ), то в моменты локального времени Ег (г интенсивность 
ТГ будет обращаться в нуль. Напомним, что для ТГ мы выбрали 
нулевые граничные условия. --Ч

Покажем это на примере предельного случая малых расстроек 
резонанса или большой интенсивности накачки, когда существенны 
эффекты когерентного насыщения. Возьмем симметричный импульс 
накачки, достигающий максимума /и/п при ( 0. Величина является
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характерным временем изменения интенсивности накачки. Допустим, 
что расстройки резонанса малы гак, что условие Ь’.; /п(- }/)*. где 

/;»= | нарушается только при / Если при этом вы
полняется соотношение dil </։а, (/и, </м, то решение уравнения (3) 
имеет вид (։)

4(1 0 = Л/0(-)81п։Л-^—- (4)
I '/ '

• 
где постоянные Л и /. определяются из выражения (29) работы (՛). 
. 1егко видеть, что б>/։(В,/)/<>; обращается в нуль при 5 = 0, а также н 
двух последовательностях значений локального времени 5 — \г и : = 
= £■» определяемых из условий:

Из (4) и (5) следует, что интенсивность ТГ обращается и нуль при 
;=5Г. а при 5 = 0 и ; \р имеют место локальные максимумы. Для 
отношения интенсивности центрального пика (; = 0) к интенсивности 
пика при 5 = -р из (4) и (б) получаем

4(0. />
АН,. О “О "г|(7)'։|п’(ъ

где ир корень уравнения (ри и (и О). 11< уравнения (7) следует 
что интенсивности пикон убывают с ростом номера р. На рисунке

изображены примерны»՛ формы импульсов 1Г для двух случаен со
отношений длин / н /.. При / /. наибольшей является высота цент-
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рального пика, а при наибольшими являются первые сателлиты 
(р — 1 1). Интенсивность центрального пика осциллирует с /, обра
таясь н нуль при / = 2-п/.. Щ|

Таким образом, зависимость периода перекачки мощности от 
интенсивности является новым механизмом, приводящим к пичковос- 
ти временной формы импульса ТГ, даже при накачке гладкими адиа
батическими импульсами. I

Авторы благодарят чл.-корр. АН Армянской ССР М. « I. Тер-Ми 
каеляна за обсуждение результатов. "

Институт физических исследований
Академии наук /\рмннской ССР

ц. Հ 1ПЦН’Л1ь, II. X 111Ա1Սւ.ՏԱՆ
(ՒԼք|1ւնանսսւ фГ| при էժաններում <|եГЛ»րւսւյւ|ւււձ երրււրւ| 1нмրմււն|ւկ|ւ խ(ււ|Ո1|ս եե ր |ւ 

ժամանակային կւսուււցւ|ւււծ Г|ւ

ված է հարթ ազիարատիկ մզման իմ պուլսներով զեներացված
երրորզ հարմ ոնիկի իմ պու յսների ժամ տնակալին կա ո ո г ցված րր է Ցույց \ տրված.
որ մղման րմ պուլսի փորր հզորու թ յան և կամ նյւտ Համա խտկւսնութ յան ռե
զոնանսից հեռու լինելու րյեսԱւոսէ, երրորզ »’ արմ ոնի կի իմ պոպսր նույնպես Հար/է 
/ և Ունի մղման իմպուլսի խորանւսրղի ձևւ Մղման իմպուլսի մեծ հզորության
ե կամ նրա Հաճախականության ոե զոնան и ին մոտ լինելու ղեպրու մ ի^այսէ են 
զայիս կոհերենտ հազեցման Լֆեկտներր։ հրս/նր րերում են իմպույսների միքև
• զ որու թ յան փոխ ա զարձ փոխանցման տարածական պ ա ր ր ե ր ո ւ թ / ան մզման
իմպուլսի հզորո.թյո»նից կախված լինելունւ Ցույց Լ տրված, որ այղ հանզա- 
մանրր • անզիսան ում Հ որակապես նոր մ եխ տն իզմ է որր րերամ Լ երրորզ հար* 
մոնիկի իմսյոէլսների ժամանտկալին մոզուլացմանր է նույնիսկ 'արթ մզման 
ի/1 պուլսհ1ր!ւ ւյեսյրումւ

Л И Т Г Р А Т У Р А - ԴՐ II Կ И Ն II Ւ •* Տ Ո К Ն
1 А О Меликян. С Г Саакян. ЖЭТФ, 76. 1530 (1979). ’ Л. О Меликян. С Г. Са

акян, Препринт ИФИ-78-79, Аштарак. 1979 ’ Н БломЛерген, Нелинейная оптика. 
<Мир». М . 1966
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Б, В Крыжановский

Резонансная флуоресценции на вырожденных уровнях

(Представлено чл.-корр ЛИ Армянской ССР ,М Л Тер Микаеляном 22 X1 1979»

I. Рассмотрим атомную систему $։/։—₽■.՝, взаимодействующую с 
квантованным полем излучения в присутствии классического внеш
него поля, представляющего собой суперпозицию распространяющих
ся в одном направлении (ось г) двух монохроматических волн: 
поляризованной по левому кругу (а ) волны с частотой «> и поля
ризованной по правому кругу (л*) волны с частотой >«. . Частоты 

и предполагаются близкими к частоте атома ш0

I1 | —Н՜® I (О

Задача о поведении атома во внешнем поле сводится к рас
смотрению двух независимых двухурэп «евых систем: полем с -волны 
связываются уровни и (соответствующую этому взаимо
действию частоту Раби обозначим через 2-), а полем □ ♦-воли*.-, 
уровни ф, 1,7 и (частота Раби —^ ). Квазнэнергетические волно
вые функции этих связанных двухуровневых систем имеют вид (’):

Ф । = *’'(<*±’1^. • т? г (*-а)

где
В*-»*/•!• 1Х1 + Км-ч

Ч։=֊7«։(1-|'՜ I -Н )

а.,-П-|-Йг/4*-!։|-‘/’. дл = ֊я/2 е'ч/2> ։. (3)

Здесь и ■»)_ произвольные фазы, связанные со взаимодействием 
атоме с з+- или в-.волизй соответственно.

При временах /Гт г ле Т есть естественная ширина атомной 
линии, спонтанное излучение монет привести к довольно сильному 
перемешиванию кпазнзнергетнческих состояний. Систему .атом но 
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внешнем поле + квантованное поле* будем описывать при этом некоге
рентной смесью 1?

Ч’= V (4)
л

Можно показать (подробный нывод содержится в работах (։1)), что нз 
точных уравнений для матрицы плотности, полученных (*) при строгом 
учете взаимодействия с квантованным полем излучения, н приближении

7 I : •< ’_, г (5)

следуют уравнения баланса для населенностей квазнуровней

— |С.р —2 (|С,|։«'Я. - |С,|» V, (6)

величины н которых совпадают с вероятностями спонтанных 
переходов Фя֊►’!•„, вычисленными на основании принципа соответст
вия I

1”1"пт

ЗИг»
т (7)

где 1У~) отрнцательночастотпая часть дипольного матричного эле
мента *й„- Фт перехода, а ՛«,—частота излучаемого при этом кванта

։о при П 1, 2
при П= 1, 2.

(К)
‘Ч - “! • я—•

Уравнении (о) позволяют определить амплитуды С„(/) только с точ
ностью до фазовых множителей. В этом сказывается некогерентность 
состояния (4), которую следует учитывать, усредняя получаемые ре
зультаты по разности фаз амплитуд Ся(/), что вследствие их произ
вольности даст С„С^ = О, при п гп

II. Наибольший интерес представляет рассмотрение стационар
ною режима, характеризующегося независимостью от начальных 
условий. При / 7՜’, пренебрегая в (6) производными по времени, 
получим: , а 1, и

(9а)

1(96)

Населенности п- возбужденных атомных состоянии ^Р, и, как 
это следует из (4) и (9), оказываются равными

♦ “ Пр ~ ---- •
р ' 4 и+м-ч ։ (10)
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Следуй (։), уравнения (6) вместе с выражениями (7) будем 
интерпретировать в духе полуклассической теории излучения 
В соответствии с предписаниями этой теории вычислим спектр флу
оресцеин и при / у-«. Тогда вероятности несмещенного рассеянии 
па частотах <•> и ш будут определяться выражением

1 Ь
1 + л Л - т <11 >

4 1 С *

где = 7(^/4%) Когерентное несмещенное рассеяние определится 
выражениями

*|гш1 I;г-г(о։ )=__|;V<1/j , , t X ,Г) , а|« =—и, ։ /(? +|Д_ . Е_) (12)
ДПС I

Хналогични (II) и (121. гер)ятность рассеяния кванта и»Я(Я вследствие 
перехода Фл -Ф™ (« т) будем определять соотношением w (w„m)= 
— N„wn.m. Вычислении, таким обраюм вероятности излучения кнаи- 
тов «>; w+ >.| -/ г и ш -I । ?֊>։?, появляющихся при пере
ходах Ф+։—«Ф+։ и Ф-| Ф-j, имеют вид

*-(»*) = »-(.« ) = ֊ 4/( 1 + I ). (13)
I (»

Излучение на частотах и»* и «>* при наблюдении вдоль оси г имеет 
о+ поляризацию, на частотах »»- и поляризацию.

Рассмотрим теперь излучение, появляющееся вследствие перехо
дов Ф+։—-Ф 2, 'К г -Ф,?,Ф । -Ф.1 и Ф֊2 Ф«2. которое при наблюде
нии в перпендикулярном оси г направлении линейно поляризовано. 
Частоты излучаемых на этих Ф„ -Ф„ переходах квантов, опре
деляются согласно (К), а вероятности излучения их н единицу вре
мени имеют вид

То(«>лл,)- ֊ 
к»

(141

। де для компактности «апнеи введены величины .4 । :=А_} . ։ —
, I» ՝ I !=Л,1 != Л'.3-2= •’ - = 1-

В отсутствие одного из полей я* или т (: ֊0 или ; . = 01 по
перечники всех процессов (III (II) равны нулю. Этот факт связан 
с тем. что, как это следует из (10). н этом случае при / ՝ , * все
ленным оказывается один из нензпнмодействующих с полем волны 
подуровней.

В заключение автор выражает благодарность М. .1. Тер-Микае- 
1яну и \. О. Меликяну за виим оше к работе и полезные обсуждения.

Институт физическим исслгАоплпнй 
Лкп 1ГМ1Н1 имук Хрыянской ССР
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P Վ կրհժՍԼՆՈՀԱԿՒ

IՒ Լ q и fi անս սւ փք» |> յ n i n r L u g I* Г» g |> iu fi ui ц uni I. r i| in A 11ui l| in г 1] ui l| fi I. r |i i|riu

Հ ետ ժ Լ երկմա կ արրրս կ ա յյ ա и ե րվ տ ժ ատոմական սիստեմի փոխ.

արյ գեցությունր րիխրոմատիկ արտաքին գա շտի Հետ է

ելնելով ճշգրիտ Հավասարումներից' խտության մատրիցայի համար րս» 
տացվ աժ են հավասարակշոի հավ ասւսրումն եր "ատոմ արտա քիս գաշտ» սիս. 
տևմի քվ ա գիմ ակար գսւ կների րն տ կ I ց վ Ш ծ ո t թ յ ան համարէ Л ա ո ա գ ա յթ մ ան կի. 
սագասական տեսութ յան հիմաե <//.ա հ աշվտրկված I, ատոմի ֆլուորե иցեՆ. 
ցիայի սպեկտորր' հաշվի աոնե լո վ ինտենսիվության Լֆեկտներր է 2ետագոտ. 
ված են ցրված ճաոա գա յթ մ ան րևեոա յին հ տ տ կա թ յունն երր ւ II տա ցվ ա Л ար. 
գյունրներր թոԼյյ են տայիս րացտտրեյ ո ե գ ոն ան и ա յ ին ֆ յո » ո ր ես ց են ց իա յ ի էյ 
կատարված փորձերի ա ր գ յ ՛է լ b րն ե ր ր , որոնք ան у են կացվում աոանց ոչ այյա. 
սեյւվաձ երկմակարգակ սիստեմի նախօրոք \t տ խ ա պա տ ր ա и տ մ ան է

Л II Т Г Р * Г У Р А — Դ Ր U ’։ 11 Ն II b P 3 II Ւ Ն

1 .M .7 Ttp-MuKafjttH. Л О Mf.tuKHH. ЖЭТФ. ։ 5Я, 28l( 1970). 5 Ճ Н Крыжа՝ 
ни«ский, npenpimr ИФИ 83, 1978. Аш г арак. Арм. ССР. 3 (i. \f Kryzhanovs^i, 
А О. Oplic>Communications. 29. 164(1979) 4 P IT’. MiHont, U' A. Smith.
Phys Rev.. All. 814(1975). » O. Ktrin, Zs. f. Phy%. 41. 407 (1927). 4 Л. Шофф. Knau- 
тпеа<» механика, ИЛ-. M., 19ձ6
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АСТРОФИЗИКА

Г А. Арутюнян

Образование спектральных линии в атмосфере с экспоненцнальчым 
распределением источников

(Представлено академиком В Л .Амбарцумяном 15,^11 1Ч7Ч)

В работе (') была рассмотрена одномерная задача об образова
нии спектральных линий при общем законе некогерентного рассеянии 
и произвольном распределении внутренних источников энергии е(1,х) 
по оптической глубине ', отнесенной к центральной частоте линии. 
Было показано, что интенсивность и злучепия. выходящего из полубес- 
конечной атмосферы, /(х), удовлетворяет следующему интегральному 
уравнению:

р((\х',х)>(х )/(л')т/х' ՛ <(0.х>(х'.л)</х' /(х). (|)

Здесь г»(х)»э(л) где ։(д) профиль коэффициента поглощения в 
линии в зависимости от безразмерной частоты х, р~отношение коэффи
циентов поглощения и непрерывном спектре и в центре линии. Далее
через /(х) обозначена интенсивность ныхощщег» излучения при рас

пределенин внутренних источников по закону
Л(т,х)

д’.
р(0, х', хф/х

представляет собой вероятность того, что квант с частотой д', 
поглощенный па глубине выйдет из среды в виде кванта с часто
той, заключенной в интервале (х,х т/х), и р(х ,х) функция отра
жения от полубесконечной среды.

В тех случаях, когда функция перераспределения пи частотам 
допускает представление в виде билинейно!о раэтоження по некото
рой системе ортонормировании* функций {։*(•՝■) , как известно (՝*).
имеет место

а( д') /ц(). д ’, д ) — — х Д» ?*(•*■) »«(х' >
2 *то

(2)

II



V Д, -РИЛ)?.(а I 
2 Го * т(*Н ’’(-И • 3)

где > вероятность .выживания* кванта при элементарном акте 
рассеянии Постоянные Л» зависят лишь от закона перераспределения 
а функции ?»(х) опредмаются из следующей системы функциональ
ных уравнений, являющихся обобщением уравнения Амбарцумяна 
на общий случай некогерентного рассеяния

«Г

?*(х) = ։ж(х) | р(х', х)я*(х')</х'. (4)

При заданном /(.г) решение уравнения (I) с использованием (2)— 
(!| не представляет трудности. С этой точки зрения весьма интерес
ным является случай первичных источников энергии, мощность ко
торых убывает по экспоненциальному закону с оптической глубиной 
т. Случай указанного закона распределения первичных источников 
представляет важность с точки зрения астрофизического приложения. 
Распределение внутренних источников энергии можно принять экспо
ненциальным, в частности, при интерпретации контуров эмиссионных 
линий, образующихся н солнечной хромосфере (см., например, (’«)).

Пусть теперь

ф.х) = ы(х)е-'”. (5)

где ж?(х) некоторая функция, описывающая зависимость первичных 
ист >чннков от частоты. Тогда нетрудно убедиться, что

/(л) = —т! (х), * (6)

а уравнение (1) принимает вид

/(л | —?------ I «•(л-'Мх'.хМх՛՝ (7)
Г(Х) т I 2 Го

где

х)».(.т)е/х. (8)

Умножая (7) на ?.(л) и интегрируя по всем частотам, для опреде
ления неизвестных коэффициентов /« получаем следующую систему 
алгебраических уравнений; •

И)

где обозначены

12



•Ji.li ’п(х)
2 т'(х) 1-т 1 (л) т

«’< х')р(х', х)т/х' дх. (10)

а
При конкретизации задачи для различных моделей атмосфер 

должен быть известен вид функции »(х), и, очевидно, задач.։ мо
жет быть решена очень просто.

а) Если внутренние источники излучают лишь а непрерывном 
спектре, то »(х) = о=соп$( и, следовательно,

С։,(х)ах (|„
и г՝(х)+т 

где 
«

/?и,Р(х) ~ (р(х'.хМх' (12) 

контур спектральной линии, образующейся при отражении от полу- 
бесконечно։։ среды излучения единичной интенсивности в непрерыв
ном спектре.

Мы видим, что решение задачи целиком выражается через ?*- 
функции Амбарцумяна, определяющиеся из системы (3) —(4).

б) Пусть теперь первичные источники излучают лишь в линии 
Тогда а<(х) — С90(х), и вместо (7) и (9) будем иметь

— V V, *<*> ■ -|֊<- ;
2 По ։’(х) + /п Г(Л-) ьл/

(13)

л (14)
Л О

Интенсивность выходящего излучения особенно просто выража
ется при полном перераспределении по частотам, когда

I.
0.

если
если

к 0 
к О

Тогда имеем

/(X)
<МХ) /_^ / с

Г(х) )л»\ 2
(1 Г»)

где

(16)
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причем для упрощения Мпнси опущены нулевые индексы у величин 
/

Пользуясь системой уравнений (3) (4) и приближении полного 
перераспределения, окончательно находим

с *»(-*)?«(*«> 
М*в) *(*) т

где л0 определяется нз равенства ։>(.<<>)— т.
Заметим, чтд выражение (17) другим путем было найдено я (*).

Г — ■ ■ ■ | |

0 12 3

Конпры линий и лучения, выводящего из 
атмосферы с якспохеиниальным распреде
лением нсточммяов при X 0.99 и А 0.01: 
— — — пдлное пгрераспре։ен*ние, - чет

вертое приблнжеиис

В качестве иллюстрации на рисунке показаны контуры спектраль
ных линий излучения /?(.с) -=/(.<•)//( 0) при полностью некогерентном 
рассеянии и чисто доплеровском законе перераспределения по часто
там (в четвертом приближении, т е. когда и сумках (13) н (14) 
ограничиваемся рассмотрением лишь первых четырех слагаемых). 
Интенсивности выходящего излучения рассчитаны по формулам (13) 
и (15) В последнем случае

л 1 »»\ Мл)Мц(л)
‘“йТг ,*(ж> ■Р'571Ж'

г.ц- /7»(л)—полином Эрмита * й степени н л(л) ■■»<?чр( •*•’).



11рнксл»*нные грарнкн указыиают ня значительное количественное 
различие между интенсивностями, вычнелгипыми при двух указанных 
ТВКОНВХ Лгрерпгпр» 1СЛГННН по частотам. От»лоиення Тем больше, 
чем меньше температурной градиент в агм»>с|нрс. т. е. чем меньше 
т. В частности, при т *0,01 и хг'2 откл>нення д<»стигак>т 20%.

В заключение отметим, что все полученные в настоящей работе 
результаты нетрудно обобщать на трехмерный случай. Уравнения. 
С(ютвс1ствуюшиг (I) прн различных предположениях относительно 
геометрии элементарного акта рассеяния, приводятся в работе'(։).

Автор выражает СВОЮ при «нятельность А. Г. НнкогоСяну з* обсуж* 
енне полученных результатов

Ькфлклиск.т астрифм шчъ кл« обсерватория
Ahj.trмни Mj)h Л pew твои СХР

Z. ц. ;urH>i»Bfi№UV

IILIpnruii qftLrh lutcuf unjoidp HиирГ*Lhg^ut| ptujju«|u»^n* pjwdp uiqpinirGL- 
rm| tl|»lan|nrtnniif

/Л фл «Ч/аА^ал ypjwb рЪ^шЪтр фАыу^лаа/
ш<|р;л1рЬА/'*г/ qntptr шу^а/aarb /Лал IL

СШ^ШГ ^Ipmpitrj/uJuiL

^Ц^шЬ ^та/ш/тл^ л/м шр/тЬб; л. <1глГ ш/1т
ifib ^шЬрш <Ш|/ш^шр^ t ярр Л^шя^р^ ^р

!Я1^^Я1»! G Lflk AV 2ш,ГршрАя.алш1г/> <f« //> ^А^ря^

pApt/шА 4Ь шр»/1яЛр1Арр» I Ъш/f
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{nbvtHiplthpft ‘Лип
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АСТРОФИЗИКА
Г, Т. Петрой

Содержание ишкш и химический систав « ядрах сеиферт (шснн.ч 
галактик типа 2 н радиогалактнк с узкими линиям я

(Прр.чсиш.кшо ав;| л’миком В '* Лцоариумяивм 29/УН

В р 1601ч.* (П был о определено содержание некоторых никоя и 
нтомок к ядрах ряда ссПфертовских салак гик (СГ) типа 1 м радиога- 
лактнк с широкими линиями (РГШ .1). I (рнменялась мстодикл. опи
санная в (г). Настоящая заметка является продолжением работы(') и 
содержит расе ч т  «иные тем же способом лам тле для 23 сейфе ртой- 
скнх галактик типа 2 и 10 радпогалзктик с узкими линиями (Р Г У , )), 
Результаты слелгрч [»от.)м^грин сгГг^орговскич галактик типа 2 п ра- 
лмогпдактнк с узкими линиями взяты из работ (л_п).

О 1°) приведены средние электронные плотности и температура 
31 сей |к'ргопокнх галактик тина 2 и раднугалактик с узкими линия
ми, Электронные плотности определялись но относительным интенсив
ностям линии ионизованной серы ['.6717.'I '673! .л использовались для 
определения- электронных температур по линиям дважды ионизован
ного киелпродя [ОШЕ )/.4353/1 >4959 г 1*5007, Полученные средине зна
чения таковы: • 1е",> =  2,8; =11 *:»’.• I е  1,13: я 34 и <  = '

+.25: -0,20; //= 24. Нам представляется. что столь низкие
значения не н высокие значения Те я ал я юте я результатом того, чго 
и {*} игнорируется стратификация излучения. хотя и отмечается 
сущестнооание лиух зон ионизации. Поэтому приведенные и {'") темпе* 
ратуры. першило, надо рассматривать как верхние границы.

Используй данное, приведенные в (•*), мы определили плогносгн 
м температуры ДЛЯ зон (ОН| и (ОШ| к отдельности. Этн параметры для 
зон |ОИ| определялись но линиям |\:П] п,п7б5, 6518 и 6581 н [50| Ь. 
•ЮбЛ, 40.%, 0717 н 6731. Относительные интенсивности перечисленных 
линий определены для У объектов. Средние значения электронных 
температур и плотностей и и я дисперсии таковы:

1§7у> =  3,92: =(1 Г̂е.) =  0,23; <’1уя«. — 4.38; ' { \%не) =0,5!.
Для сравнения укажем, что по лнннкм|5>![| '4068, 4Ш0. (5717, 6731 и 
|ОИ11 г/ ]363, 4959 п 5007 получается: <̂ 1ёТ'4Г̂> =  4,27; 5(1]УТе.)=Ю| 16 я
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“ ДЛ •: :(1^«г)-=0,37 для 22 нЛьскго». Линии рлонмх о пн* сме
ним ,М|( I Л7Гп,И^1А >.«Г>Я4 л |ОШ] к43ат!л-»9.К» АКЙ! не пересе-
^ЙК'ТСЭТ. 1

Поскольку данные .пиши неона {\ , II; /&Ч13 но приведет*, то
однозначное определение *> и Т лля :юну |ОМ1| н«*поэ\и>жио,‘11оато- 
му тем нерагуры определились по л я пням |О Ш |" 13'*3, IУП9 п 5*̂ )7 ля я 
'й пс— Я Л  в»0 н Г,,Л см~а. С ютпетствуииаие средине значении ш».'1о 
объектам елегутошне: =1.14; 4.00 и .5,8-3. Српчненне *тнх чи
сел с данными, приведенными и ( ] ). показияиет, что значении элект
ронных тем перл гур в сейфертоисхнх галактика.4 тн;п - и рлдиогаляк- 
гнкох с узкими линиями совпадают с их анячепиими н сеПфертокских 
галактиках тана ] с случаях*, кг)гд : электронные ил нносш » объектах 
шил 2 примерил на иолаор>гдка ниже. чам и оои 'чмх типа I. Зт.* ка
чественно согласуется е результатами Иошебаусра и др. С.Ч, а гакже 
с результатом, полученным М. А. Лракслчн ш { ”) по характеру зави
симости жт-яснин игтен ишай от нлкал «гел.* I нн.-пь Сле 1ует отметить, 
что отношение 10П1] ! 11КЗ.;1/.4'>лУ *Гам7 №) кс«:х случаях р.-пню или 
больше ОДК.1*, чю  означает. что для 1.0 ю  (кхх случаях
1й̂ .в- 5,0. 11я основании втп.ч результатов содержание ионов и ит»»мов 
определялось нами при ТГ=Ц)(1;Ю К. Данные для ;$#о6ьектов п р и к 
леим в табл. I, которая содерки! лпгаряфмы чисел нмиок и атомов 
лля млнктик, перечисленных и нервом столбце, а нредиоложеннп. что 
число 1к>доролцмх атомов райпо Ш3’ .

Для сравнении и табл, 2 приведены средни* шачен «л л-ларнфмоп 
■(•.сел ионов и атомов для радио галактик < широкими линиями, 
сеЛфертои^кнч галактик типа I, сенфертоыекнх галактик типа 2 п ра- 
диогалактик с узкими линиями, тучашгдти Оришщ, планетарных 
туманностей (ЦлТ) и лвелд.

На основании полеченных результатов можно о лед ст. елсЛ) >ощяр 
заключения.

1. Сейфертовские галактики шва ‘2 и раднога.чакшки с узкими 
линиями имеют и среднем относительное содержант* гелии н Полтора 
раза мою.шее, чем сейфертовскне юлактикн гнил I. т. с. примерно та 
кое же содержание, как туманность Ориона или нляноарныб +умпннос- 
ти, к в полтора рааа больше, чем рлдиогалактнкн с широкими линиями.

2. Сейфе ртонгкие галактики тис1а у и радногалакгики е узкими ли
ниям» солержэт примерно па нор я Док больше азота и я пять—восемь 
раз больше кислорода, чем сейферганские галактики типа I или радно- 
гзлактпкн с широкими линиями.

3. Содержание серы примерно на порядок больше, чем я сейфер- 
гойскях галактиках тина I или в ралногаллкгиках с широкими линия
ми, я примерно такоио. как л звездах или в туманности Ориона

4. Возможно, что высокое отношение [О 1И]/М и сей ферт овских
галактиках типа 2 и радногалактпках яплпего! следствием попышеп- 
яого содержания кислорода, по сравнению с сеЛфертпвскимн галакти
ка ми тина 1. .
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Լ-ХХ 1980 I

УДК 523 855

АСТРОФИЗИК V

С. Г. Искударан

Критерий М,—М,

(Представлено академиком В А Амбарцумяном 19, VII 1979)

Считая важным вопрос о том. определяют ли свойства ядра не
ядерные характеристики галактики. В А. Амбарцумян (') выдвигает 
на первый план точку зрения, согласно которой состояние галактики 
должно быть объяснено всей историей активности ее ядра, т. е эти 
два фактора — история ядра и состояние галактики должны быть 
взаимно связаны Он вносит критерий М«—МГ։ который можно счи 
тать одним из индикаторов, характеризующих состояние галактики

В. А. Амбарцумян I1) вводит пять групп для галактик по мощнос
ти их ядер: ՝. ‘ ,-Ч /7Ж

I галактики без каких-либо заметных ядер или значительных 
сгущении в центре; ՝ К /Ц

II — галактики, имеющие спокойные ядра сравнительно низкой 
светимости. М.—.Мг>4?0; I

III — галактики со спокойными ядрами высокой светимости, 
1?5<М.-Мг<4'»0; I

IV — сейфертонские галактики с очень яркими ядрами,

V — компактные галактики. Для последних за верхнюю границу 
значений разницы М.--Мг мы взяли значение 0!"5.

Это разделение на группы является совершенно независимым от 
разработанной В. А. Амбарцумяном и его сотрудниками <Вюраканской 
классификации» галактик, основанной на внешнем виде их централь
ных областей (՛ •). Однако I группа почти полностью совпадает с бю- 
ракаиским классом I. II группа частично совпадает с бюраканским 
классом 2. |||, IV, \ группы не совпадают с бюраканскимн классами 3. 
4, 5. однако представители последних трех встречаются в каждой из 
групп III, IV. V «

Рассмотрим табл I. которая показывает процентные доли каждой 
группы среди 5а, 8Ь. 5с галактик.
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Отмстим, что разделение галактик по значениям этих индексом га
ннеит от того, инструментами какой разрешающей силы мы ведем на
блюдения ядер. При классификации галактик по форме их ядер и око- 
юядерных областей ядра нормальных спиралей наблюдались почти 
исключительно на 2Г'-ом Шмидте Бюраканской обсерватории (‘ *), 
из чего следует однородность всего наблюдательного материала для 
такой работы.

Таблица I
Распре деление Яа. 5Ь, 5с галактик по группам согласно критерию Мш—Мг

Группы по 
критерию
АЦ-Мг

НТ

8а 8Ь 8с

V 4 1 0
IV А 22 8 • 

А

III Ь9 82 26 в
II 4 8 68
1 1 и 0 6

Главное, что мы замечаем, посмотрев на табл. I. это присутствие 
так сказать «главной последовательности» по направлению АВ. 8а га
лактики имеют относительно яркие ядра и даже содержат небольшую 
долю галактик V группы. Средн нормальных спиралей, конечно, нель
зя ожидать компактных галактик, но в V группу, т. е. в группу ком
пактных галактик, мы включили все те галактики, которые удовлетво
ряют неравенству М. Мг<^0^5. Средн За галактик имеется также 
заметный процент галактик IV группы, т. е. той группы, в которую вхо
дят Сейфертовские галактики. Однако сюда входят также и такие га
лактики, которые, по своим спектральным характеристикам могут быть 
и нс Сейфертовскими.

Подавляющее большинство 5а галактик имеет спокойные ядра 
высокой светимости Галактики со спокойными ядрами низкой свети
мости составляют малую долю среди 5а галактик, а первая группа 
отсутствует, т. е. нет такой 8а галактики, которая не имела бы ядра

Распределение 5Ь галактйк по группам качественно не отличаете՝՛ 
от распределения Ба галактик. Следует отметить только, что БЬ это 
тип. где доминируют галактики со спокойными ядрами высокой све
тимости. У 8с галактик доминирует II труппа, куда входят галактики 
со спокойными ядрами низкой светимости Средн Зс галактик г.гмг 
ный процент составляют галактики со спокойными ядрами высокой 
светимости (26% I Галактик Сейфертовской группы в этом классе поч
ти нет. пет также компактных галактик. Следует отметить, что галактики 
IV группы, а тем более действительные сейфертовскне галактики со
ставляют малую долю среди нормальных спиралей, несмотря на то. что 
именно средн них были найдены первые классические сейфертовскне 
галактики.

Рассмотрим связь бюраканскнх классов 5 и 4 с группами по кри
терию М. Мг. Рассматриваются только галактики со звеэдообразны-
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мн н звездоподобными ядрами, так как в центральных частях галак
тик остальных бюраканских классов (классы 1, 2, 3) сгущения с опре
деленными границами не наблюдаются. Распределение нормальны՝, 
спиралей бюраканских классов 5 и 4 из списков (< в) по группам со
гласно критерию М«—Мг приводится в табл. 2. |

Габ.ищп
Распре деление нормальных спиралей со звездообразными и звездоподобиымн ядрами 

по группам согласно критерию Мм Мг

БК п V IV III 11 1
4.
 С
Л 22

88
0 
1

18 
9

64 18 0
72 18 0

В последовательных столбцах приводятся бюраканскне классы, 
общее число галактик п в соответствующем бюраканском классе и про
центы, составляемые галактиками данной группы по критериюМ,- Мг 
средн галактик данного бюраканского класса. Самое главное в табл 2 
это встречаемость, в приведенных бюраканских классах, галактик 
разных по критерию Амбарцумяна групп, что. ио-видимому. говорит 
об их нахождении на разных ступенях эволюции. Из таблицы вид
но также, что звездообразные и .звездоподобные ядра нормальных спи
ралей предпочитают III группу, т. е. они — спокойные ядра высокой 
светимости. Галактики со спокойными ядрами низкой светимости (II 
группа) составляют одинаковый процент средн галактик со звездооб
разными ядрами (класс 5) и звездоподобными ядрами (класс 4).

С целью сравнения характеристик звездообразных и звездоподоб
ных ядер галактик разных Хаббловских типов и разных групп по кри
терию М.— Мг в табл. 3 мы приводим данные об этих ядрах.

В первом столбце таблицы даются Хаббловские типы, во втором — 
бюраканскне классы галактик, в третьем — группы галактик согласно 
критерию М.— Мг , в четвертом, пятом и шестом столбцах приводятся 
соответственно средние абсолютные величины ядер, средние значения 
показателен цвета ядер в интернациональной системе и средние значе
ния разницы М,— Мг. Здесь следует отметить, что значения интерна
ционального цвета звездообразных ядер Ба н БЬ галактик и некоторых 
случаях не согласуются с электрофотометрическими данными В—V 
цветов этих же ядер, измеренных авторами работы (7). Однако для 
однородности наблюдательного материала мы все же пользовались 
данными работ (ь *). В седьмом столбце приведны числа галактик п н 
соответствующем бюраканском классе и группе по критерию М, —Мг. 
Данные об абсолютных величинах Ба, БЬ. Бс галактик и их ядер, а 
также о цветах ядер этих галактик взяты из работ (*“**).

Из таблицы видно, что в каждом Хаббловском типе звездообраз
ные ядра в среднем тем голубее, чем выше группа ио критерию М. -Мг, 
но та же корреляция у БЬ галактик выражена несколько слабее, чем
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Некоторые средние жлриктеристнки иге।тообра тнык и заеэлопадобиых
нормальных спиралей рашых групп по критерию Я. —Мг 

I руина пи

Ахблуца 3 
ядер

БК критерию 
Мг-Мг С1. Мт| — М|

ва

$Ь

вс

III 
IV

II 
III

-17*6
19 6

14 9
16 .8

13 4
17.5
17.3

+()П.Я 
о 3

О 8
О 5

1.0 
0 3
О. I

2*2 
I. о

4.7
2.6

6.2
2.5
1.5

3 
3

1 •
6

3
5
1

II
III
IV

вл 4 III
Д' 
V

17.А 
18 5 
)Я 9

0 8
0 8
0.6

2.3
1 4
0.4

16
5
1

вь 4 II 15.1 09 5.9 4
III 17 5 08 26 28
IV 182 0.9 1.1

вс 4 II 15.0 08 4.7 12
III 162 0.6 3.2 21

п

у 5а и 8с галактик. Следует отметить, однако, что замеченная здесь 
корреляция основывается на данных для малого числа галактик со 
звездообразными ядрами. По имея в виду факт, что единственная 81» 
галактика II группы имеет красное звездообразное ядро (4-0т8) и 
единственная 5с галактика IV группы имеет почти голубое ядро 
( 07’1), а также чго 5с галактики II группы имеют в среднем очень 
красные ядра, в то время как вообще для 5с галактик зто резкое 
явление, нее это, по-видимому, трудно считать простой случайностью. 
Эго скорее всего говорит в полыу существующей корреляции. 5՜ га
лактик же со звездоподобны мн ядрами (класс 41 с повышением груп
пы по критерию М.—Мг средний цвет ядра в приведенных группах 
почти не меняется, оставаясь в интервале от И 0т6 до -0т9.

Средине значения абсолютных величин звездообразных и звездо 
подобных ядер галактик разных Хаббловскнх типов растут с повы
шением группы по критерию .4, —М,. что. естественно, следует и. оп
ределения самих групп, так как средн значений абсолютных величин 
самих нормальных спиралей не ожидается большой диссперсни.

Средине значения М։—Мг при переходе от 8а галактик к 8с веду . 
себя по-разному. Галактики всех трех Хаббловскнх типов со спокой 
пыми звездообразными ядрами высоких светимостей (III группа, класс 
5> показывают почти равное среднее значение разницы .М.-М, Сред
нее значение М« Мг несколько растет при переходе от Ба к Ьс для 
спокойных звездоподобных ядер высоких светимостей (III группа, 
класс 1| Почти совпадающие по средним значениям характеристики 
показывают спокойные звездообратные ядра высокой светимости 8а 
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галактик (III группа, класс 5) и спокойные звездоподобные ядра вы
сокой светимости 5а галактик (III группа, класс 41. По-вндимому. 
такие ядра в типе Ба нс отличаются друг от друга по своей природе, 
как и галактики, которым они принадлежат.

Совпадают друг с другом средние значения характеристик 5Ь 
галактик со спокойными звездообразными ядрами низкой светимости 
(II группа, класс 5) и 8с галактик со спокойными звездоподобными 
ядрами низкой светимости (II группа, класс 4). Однако во II группу 
входит только одна БЬ галактика со звездообразным ядром, гак чтп 
такое совпадение может быть и случайным. Звездообразные ядра 8а 
галактик III группы имеют среднюю абсолютную величину более высо
кую. чем такие ядра 5Ь галактик, но они по светимости одного поряд
ка со звездообразными ядрами Бс галактик этой же группы.

Таким образом, нельзя отрицать возможность существования не
которых характеристик звездообразных и звездоподобных ядер, кото
рые не зависят заметно от морфологического типа нормальных спира
лей. обладающих этими ядрами В данном конкретном случае такими 
характеристиками являются средние значения цвета ядер каждой из 
групп, определенной согласно критерию Л1,—Мг. Я

С другой стороны известно, что звездообразность ядра является 
признаком активной фазы жизни ядра (®). Па основании некоторых 
фактов существует также предположение о долговечности звездооб
разных ядер (10|. По идее же В. А. Амбарцумяна это ядро (как и 
всякое ядро) всей историей своей активности ответствено за состояние 
галактики, и. действительно, как указывалось в настоящей работе, 
среднее значение одной из его характеристик (С1 ) коррелирует с од
ним из индикаторов состояния (,М։ — Мг) нормальных спиралей незави
симо от их морфологического типа. • и

Таким образом, критерий В А Амбарцумяна разделяет звездооб
разные ядра нормальных спирален, независимо от их морфологичес
кого типа, на определенные группы согласно значению их цвета и тем 
самым как бы является градуирующим фактором для ядер этого типа.

Бюраканская астрофизическая обсерватория
Академии наук Армянской ССР

и т ьичтигзиъ

М, Мг չափաէփշլւ

!1էւկախ դւպակւոիկաների Հարլյան տիպից, նորմա/ պարուրաձև դա/ակ- 
Աէիկաների ասւոդաձև կորիդներր միյինում այնքան ավե/ի կապույտ են, որքան 
րարձր իյմրի են պատկանում պարուրաձև դա լա կտ ի կան ե րի' համաձայն 
յափանիշիւ

11.Նկախ դա/ակտիկաների Հարլյան տիպից, նորմալ պարուրաձև դա- 
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րսկտիկսւների աստրյաԼւհւ/Լ կորիզների գույնի ցու ցիշների մ իյին արմերր, րս ո 
\Լ—5Լ չափանիշի մի խմրից մ յուսին անցնելիս, գրեթե չի փոխւ/ոէմ և մնում 

Լ 0" Ո*ից փՕ " .9 միյակայր/սմւ
Վերոհիշյալր /սոսում Լ արն րանի տնարավ որո։թ յահ մասին, որ կարող են 

գոյություն ունենալ աստղաձև և աստղանման կորիզների այնպիսի հայտսէ- 
ն/ոներ, որոնք նկատելիորեն կախված չեն այն գալակտիկաների մորֆոլոգիա֊ 
կան տիպերից „ որոնց պ ատ կանոլմ են այղ կորիզներրւ Դ իտա րկվոզ ղեպրում 
նման Հայտանիշ հանգիստն Ու մ ( այղ կորիղների գույնի ցուցիչն երի մ իքին ար֊ 
Ժերրր

ձե-ձ\. չա փանիշր աստղաձև կորիզների համար կարծես աստիճանս* - 
վորող ֆակտորի ղեր Լ կատարում/

Հ-րղ խմրի ցայակտիկաներր, աոավելևս իսկական սեյֆերտ յան գտլակ֊ 
աիկաներր, փոքրամասնություն են կազմում նորմալ պարույրների շրդանում, 
նայած այն րանին, որ աոաքին ղասական սեյֆերտներր գտնվել են »են ց 

նորմ աչ պարույրների մեքւ
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ХИМИЯ

Ч н и ► "ppi 1՛ н.ь нт \l I \pv՝,ii. ь. । ССР В М Тарами
Ф В Миртояи. Ж В Саркисян, Ж. М Арстамян

К особенностям экстракции хлорталлат-аниона

(Представлено 29/Х 1979)

Известно, что реакционноспособной формой по отношению к кати
ону основного красителя (ОК) является TICI՜ — аннон, который образует 
с ОК хорошо экстрагирующиеся ионные ассоциаты. Характерно, что экс
тракция этих соединении обычно осуществляется из сравнительно кис
лых по HCI растворов (*). Замена соляной кислоты смесью iljSO« и 
KCI позволила установить возможность количественного извлечения 
таллия 1111) также и из слабокнслых сред, если одновременно регу
лируется концентрация реагента-красителя (։).

В настоящем исследовании проведено изучение процесса извле
чения хлорталлата ОК в «аннсимости от кислотности, при различной 
исходной концентрации хлорнд-нона и постоянной концентрации ОК 
При этом преследовалась цель выяснить вопрос, имеющий сугубо тео
ретический интерес: как и«меняется состав извлекаемого хлорталлат- 
нона в зависимости от кислотности среды и концентрации хлорнд-нона 
Этому могла бы способствовать легкая гндролнзуемость солен таллия 
(J), тем более, что во«можность экстракции гндроксокомплсксных анио
нов в виде их ионных ассоциатов с ОК ранее была описана (* “)֊

В качестве ОК использован краситель трнфеннлметаноного ряда 
метиловый зеленый (М3). 'ж

Реагенты и аппаратура Запасной раствор таллия (I) готовили 
растворением сульфата таллия (I). марки «ч» в определенном объеме 
дистиллированной воды Титр раствора устанавливали броматометрн- 
чески (,։и). Разбавлением этого раствора получали растворы задан
ной концентрации Окисление таллии (I) проводили хлорной водой в 
солянокислой среде.

Раствор красителя готовили растворением навески препарата мар
ки Reanal (Colour Index № 42590) в рассчитанном объеме дистиллиро
ванной воды. В связи с некоторой его неустойчивостью во времени ис
пользовали только свежеприготовленные растворы красителя Кислот
ность регулировали серной кислотой, хлорнд-ноны вводили в виде хло
рида калия.
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Оптическую плотность (ОП) экстрактов измеряли спектрофото
метром СФ-4А. а pH равновесной волной фазы — стеклянным электро 
дом (потенциометр ЛПУ-01) В качестве наиболее подходящего орга
нического растворителя, извлекающего таллий однократной экстрак 
имей практически полностью и не экстрагирующего простую соль М3, 
был использован бензол. Экстракционное равновесие устанавливало^ 
за I мин. Оптическая плотность бензольных экстрактов остается по
стоянной длительное время.

Влияние кислотности и [КС1 ] на экстракцию таллия Была неуче
на зависимость ОП исследуемых экстрактов от кислотности среды, при 
различных исходных концентрациях хлорид-нона и постоянной кон 
центрацин реагента-красителя. Результирующие данные приведены на 
рисунке.

Зависимость ОП мсслелуемых экстрактов от кислот
ности среды.

|Т1 (Ш)| 4,9-10-* М, 1М31-5.Ы0-» .М.
|КС1|. М: I 10-»; 2-10 ’. 3-10 ». 4-10 •

При снижении исходной концентрации хлорнд-иона область оптн 
мальнон для извлечения хлорталлага М3 кислотности смещается в 
сторону менее кислых сред Так. при I Ю“*М концентрации хлорнд-но- 
иа эта область включает значения pH от 2 до 3,5 (рисунок, кривая -/) 
Десятикратное повышение исходной концентрации хлорнд-иона расши
ряет область оптимальной кислотности р!I 1.0—3,7 (кривая <?) При 
заметно большей кислотности 3 и Н»5О« — pH 1.5 (кривая I) и I и 
I |3БО« pH 1,4 (кривая 2) увеличение исходной концентрации хлорид
нона приводит к максимальному извлечению хлорталлата М3. Далее 
степень извлечении хлорталлага .43 падает н начиная с pH 2.5 вновь 
возрастает, достигая максимального значения в области pH 4.0 (кривая 
2). Появление «минимума», по-видимому, связано с подавлением экст
ракции рассматриваемого соединения в результате конкурирующих 
реакций в водной фа«е Увеличение времени контакы фаз в данном
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случае не привело к сглаживанию минимума на кривых / и 2. что по 
зволяет считать его равновесным <*•). t՝֊ ЯНН

Возможность количественного извлечения хлорталлата 43 при 
несьма различных кислотностях интересна и в дальнейшем может быть 
использована для повышения избирательности определения таллия 
dill С другой стороны, факт извлечения таллия из слабокислых 
сред, и тем более при заметно малых концентрациях хлорид-нона, на
водит на мысль о возможном изменении состава извлекаемого хлор- 
тзллат-нона. т. е. о возможности экстракции гндроксохлорндов тал

ия (111)
Состав извлекаемого анионного комплекса. После извлечения хлор

таллата .43 при определенных концентрационных условиях соответ
ствующие экстракты были проанализированы на содержание TI (III) и 
хлорнд-нона 4етоднка заключалась в следующем; несколько экстрак
тов хлорталлата 43 (условия получения приведены в таблице), содер
жащих в сумме МО—120 мкг таллия, центрифугированием и продолжи
тельным отстаиванием тщательно отделяли от остатков водной фазы. 
Затем экстракты выпаривали на водяной бане до сухих остатков, до
бавляли 5 мл 1.0 N не содержащей хлорнд-ионЬ азотной кислоты, и 
нагревание продолжали до полного обеспечивания реагента-красите
ля* Полученные растворы разбавляли водой до 25— 30 мл и амперо-

Влнвннс кислотности волной флы на состав извлекаемого в органическую фазу

Пр» таарительиыми опытами было установлено. что в описанных условиях но- 
■
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метрическим титрованием 10 4 ЛА раствором Ак*мО։ определяли кон
центрацию хлорид иона Параллельно проводили холостой опыт и п 
полученные результаты вносили поправку Концентрацию перешедше
го в экстракт таллия устанавливали с помощью соответствующего гря 
дунровочного графика. При этом, и и особенности при отклонении от 
оптимальной кислотности. учитывали также фактор и «влечении хлор- 
галлата М3.

Состав хлорндного комплекса таллия меняется с изменением кон
центрации кислоты в водной фале, а именно, с ее повышением (Удер
жание хлорнд-нона в экстрагируемом анионном комплексе таллнч по
вышается (таблица).

Полученные данные свидетельствуют о том. что из 1\ раствора 
11.50» при соответствующей концентрации хлорид нона извлекается 
ионный ассоциат, содержащий Т1С1»-аннонныА комплекс. С пониже
нием кислотности извлекаются гндроксокомплексы таллия состава 
[Т1(ОН)СЬ] и (Т1(ОП>։С1;) (pH 1.2֊3,2).апрмрП4.2(Т1(ОН)։С1] • 
аннон При 10 ’ЛА концентрации хлорнд-нона гидроксокочплене после։ 
него состава извлекается в области pH 2.5—3.0.

Вышеизложенное позволяет принять что хлоридные комплексы 
таллия, как и ранее описанные комплексы сурьмы и та тлни (*'”). мо
гут извлекаться в органическую фазу и в координационно ненасыщен
ном по хлорид-нону состоянии.

Ереванский госузарсткеинмЛ университет 
1101IX Академии иву» Армянской ССР

11 и- М1—М>э—‘т—' 4 и *ч»цз։м.. в ч (гм'яаввь. л ч вменит,,
а и шнынгавь

2|ц{Би1 фП Г.Ьг 1|шГ,1п։рйЬш |>пЬи։|ри11 »иипд||ш<п|) ^Гии։г“‘<»4пЧ Гргрш- 
|нП||| [ Ш1]ШГ|ГП1р)и|Г|

ШигчЛЪш Мр^иЛ/тр Д <»Чал Р(”р-

Рш/шш шНШрндри^ ^пЪш^ши (ришрш 4ш 1»‘ [р~

рш^Ъ ^Ш1/р РР»{^>Р^^Ь9 ЪЬр^и\»1П»р^ ЪшиышштЪ 6 Ь*-
ЪД фпфл/иш^шЪ ^пЪуЬЪюршд^иЛЬр/՛ •ушр/шЪЪЬртЛ 0.01 Ы

pH Ц,ЧО4< ^грЬч

фл^ршуЫ^м I 10 2 • Ю ’а /<# • ли 1Ч"Г^и11М^’ 

^рлр^лч/р 4 "“/А/Л *•*
ри]/ ицнр/шЪъЬр"» а/՛ ( р| | pH

ШШррЬр рш^^р^Р^^р 1р-"'р-Ч>'~'Ъ ՝>'•*•

рш>1нр!ч а/ааэа//»1»й
О,О!\\ РРНп՝~

|Т1С1,|- (1\- Н։5О4). |Т1(ОНк:1,| (рН-1.2).
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| T1։()H)/.L| (pH = 3. 2 > fTl(OH)jCl) (pll-ss4. 2)

\tLpft, npnbifq p»»ttjt4t-fpm p ("ihp \—*UUIU»tfnjtt( I •ilUiitUUjMtllUiilllUtX I JUIUtp inlpfl- 

\Ap*tJ |':’l| : .< I hmp^pLpninpn^JujJ^i
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Иэучение ферментативной активности гумусовых веществ

(Претстаилеио академиком АН Армянской ССР Г С. Давтяном |4/УП 1979)

Источником почвенных ферментов являются растения, микроорга
низмы и фауна почвы ('*). Продуцированные организмами ферменты 
иммобилизуются почвенными коллоидами, приобретают высокою ус
тойчивость и обусловливают биокаталитнческхю активность почвы 
Часть внеклеточных ферментов в почве находится в слабоадсорбиро- 
ванном состоянии и выделяется с помощью фосфатных буферных раст
воров со слабоосновной реакцией (***).

Исследование бнокаталитически.х свойств минеральных и органи
ческих фракций почвы представляет определенный интерес для позна
ния ее генетических особенностей и сущности формирования плодоро
дия. Изучение ферментативно» активности гумусовых веществ прово
дится на препаратах, выделенных из почвы. Для этой цели необходимо 
применять мягкие экстрагенты, которые не инактивируют ферменты

В настоящей работе показана возможность применения амино- 
спиртов в качестве экстрагентов для выделения гумусовых веществ с 
целью изучения их ферментативной активности Исследования прово 
лили на горно-луговой дерново ։ почве (А։0-13 с.ч, срсднссуглнннстая. 
гумус—15.7%, pH водной суспензии 5.1, сумма поглощенных основа
ний 28,8 мэкв на 100 г почвы, степень насыщенности—57,3%).

Для извлечении гумусовых веществ из почвы применяли 0.1; 0.2. 
0,3 М растворы моно-, ли- и триэтаноламинов, которые обладают ще
лочными свойствами и хорошо растворимы в воде Почву заливали 
раствором амнноспнрта соответствующей концентрации, при соотноше
нии 1 : 10. и тщательно перемешивали Обработке почвы проводили 
при комнатной температуре, многократно, до осветления экстракта 
После отстаивания суспензии (24 я) вытяжку осторожно сливали че
рез сифон в другой сосуд и добавляли коагулятор — насыщенный раст
вор \’а15О<. Полученные вытяжки гумусовых веществ для отделения 
от минеральных примесей пропускали через проточную суперцеитрифу 
гу при скорости вращения 18 тыс об Iмин В экстракте гуминовые (1 КI 
и фульвокислоты (ФК) разделяли концентрированной серной кнело-
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той (pH 1.5). Полученные гели ГК после сливания раствора ФК про
мывали водой, диализировали в целлофановых мешочках для сниже
ния зольности препарата и высушивали при 50° Одновременно препа
раты ГК и ФК выделяли с помошыо 0,1 и \аОН по общепринятой ме
тодике (*'•). ' - 'I

Исследования показали, что из горно-луговой почвы с высоким 
уровнем накопления гумуса амнноспнрты (0,2 М) выделяют намного 
больше гумусовых веществ, чем 0.1 н. Х’аОН. Причем препараты ГК. 
выделенные амнноспиртвми, содержат меньше золы и характеризуются 
большим выходом Сг. (табл. 1).

Вы деление гуминовых кислот из почвы различными экстрагентами
Таблица /

Экстрагенты

Кс
 и

це
нт

ра


нн
я.

 М pH
Вес препарата

Зола. 
%

Ст. % ОТ

г % веса почны СорГ

\зОН 0.1 12.9 19.0 103 Ч.О 1.24 1Л.6
Момогганоламин и.2 н.з 53.0 279 6.3 1.9-* 21.8
Диэтаноламин 0.2 ’.0.6 53.5 2*2 6.3 2.57 28.2
Триэтаноламин 0-2 10.3 79.5 418 6.0 2.34 25.7

Следует отмстить, что препараты гумусовых веществ, выделенные 
аминоспиртами, находятся в различном состоянии гуминовые кис ло
ты в кристаллизованном, фульвокислоты —слабокрнсталлизованном. 
чешуйчатом при моноэтаноламине и аморфном, несколько вязком при 
ли и триэтаноламинах. Поэтому для выделения препаратов гумусовых 
веществ рекомендуется применять 0.2 М раствор йоноэтаноламнна.

В полученных препаратах гумусовых веществ (0.1 г) определяли 
акт явность некоторых ферментов (՛*). Препараты измельчали и просеи
вали через сито с диаметром отверстий 0,25 мм Необходимо отметить, 
что гумусовые вещества в кристаллическом состоянии проявляют срав
ните тьно меньшую активность ферментов, в частности тех, оптимум 
pH которых находится в слабокислом интервале. При растворении гу
мусовых веществ обнаруживается высокая ферментативная активность. 
В жидкой фазе создаются оптимальные условия для ферментативной 
реакции, так как граница раздела между молекулой фермента и суб
стратом снимается и имеет место гомогенный катализ. Для этого не
обходимо препараты гумусовых веществ предварительно растворить в 

1 2 ма фосфатного буферного раствора (pH 8.0). затем определить 
активность ферментов. |

Опыты показали, что препараты гумусовых веществ обладают 
очень высокой активностью ферментов (табл. 2). Ферменты гумусовых 
препаратов электрофоретнчески не разделяются, следовательно, они 
находятся в сложном комплексе с гуминовыми и фульвокнелотамн и 
и л мобилизованы ими В качестве контроля служили стерилизованные 
сухим жаром при IКО' в течение 3—4 ч препараты Стерилизация пол- 
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костью нс снимает ферментативное действие гумусовых веществ Г\ 
чиповые и фульвокислоты как высокомолекулярные, сложные структур 
ные образования обладают значительными каталитическими свойства 
ми (|0 П). Приведенные данные показывают, что препараты гумусо 
них веществ, выделенные с помощью №ОН, имеют низкую фермен-

Гибзици 2
Фсрментатииная активность препаратов гуминовых кислот, выделенных ратличными

экстрагентами (на I է препарата)

Экарлгент Инвертаза, 
чг глюкозы

Фосфата* 
за. .иг Р

Уреаза.
.чг М11э

Л Т Фа за.
Р

Дегидроге
назы.

мг ТФФ

Катализа. 
О,

\.Н)Н 34.7 2Ь4 22.9 5.2 0.4 4.0
Моноэтанолямин 66.9 34.3 2Ь.| 28.0 16.4 16.0
Ди этанол амин ԱՏ.2 2Ь4 28.1 28.8 16.3 9.5
Триэтаноламин Ь5.9 27.4 28.1 29.2 16. э 10*0

1

тативную активность. ХаОП, по сравнению с моноэтанолам ином, силь
но инактивирует дегидрогеназы — на 97.5%, каталазу — 75%. АТФа- 
зу — 81.4%, затем инвертазу — 48.1%. Уреаза и фосфатаза инактиви
руются меньше -соответственно на 18,5 и 37.6%. Аналогичная карти
на получена и для препаратов фульвокнелот. Стедовательно, МаОН 
является жестким экстрагентом гумусовых веществ, и его нс целесооб
разно применять при изучении ферментативной активности препара
тов гуминовых и фульвокнелот. Для этой цели рекомендуется неволь- 
зовать 0,2 М раствор моноэтанол амина.

Таким образом, препараты гумусовых веществ обладают высокой 
активностью ферментов Молекулы гуминовых и фульвокнелот явля 
ются носителями при иммобилизации ферментов почв.

Институт лочвопеденпя и 
агрохимии МСХ ХрмянскоЛ ССР

II. Շ. ԴԱԱ1ՏՅԱՆ. II 11 1М«1‘ЩВ1ГЗЦЬ, 1> Ն РЦЧЩЗИЪ

Հումուսային Г11и։|»Լւփ ֆ!.րմ1.նւոային ակտիվության ուսումնասիրությունը

Հողից հումուսային Խյոթերի անքտտման համար կիրաովեյ են նոր ար- 
տամղիչներ' մսնո-, ղի- ե տրիԼթանոյամ ինների տարրեր քստռթյան յուծոպթ- 
ներւ Կիրաու/ած ամ ին ա սպիրտն երր Նատրիումի 'իղրօրսիղի համ եմ ատո,  ̂յամ ր 
ավեյի նւորր արտամղիյեեր են) Այղ նպատակի համար աոաքարկվո<մ է օղտա- 
ղործեյ մոնոԼթանոյամինի 0,! մոյյարանոց յո^ույք>ւ Պարղված Հ, որ Տումինա- 
թթռներր և ֆռյւ/ոիքէաներն ոմտված են ֆերմենտային ակտիվությամր> Ուս. 
տի համուսային նյութերր հանդիսանում են հողի արտարյյային ֆերմենտների 
կրողներրւ Այո հարցերի ուսո>մնասիրո,թ յունր րացահայտռմ ( -.ողի ֆեր

մենտների ղործունեոէթյան աոանձնահատկո։թյուններր։
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