


;и3’։и.»1аъ пил %Ь8ПЬй-ЗПЬЪЪЬРЬ UUU.%b1rbU.3l՝ 8Ь9.ЬЬи%ЬР
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АР М Я И С К О И С С Р

и-ЦчшС^щ XXX. №3, 1977 хНехаиика

А. А. БАБЛОЯ I. А. А. ЕНГИБАРЯН

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
ПРИ НАЛИЧИИ СЦЕПЛЕНИЯ

Контактные задачи для прямоугольной области исследовались многи­
ми авторами [2—4]. которые, в основном, при решении задачи пренебре­
гали трением между прямоугольником и штампом.

В работе [51 рассмотрена задача равновесия прямоугольника с заде­
ланной кромкой, а в (€>| —контакт двух прямоугольников вдоль одной 
кромки. Контактные задачи с выявлением характерных особенностей ре­
шались в работах [7—10. 12—13].

§ 1. Рассматривается задача о вдавливания двух одинаковых симмет­
рично расположенных жестких штампов в упругий прямоугольник (фиг. 1).
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Фиг. 1.

Принимается, что между штампами и упругим материалом существует 
жесткое сцепление. Для простоты принимается также, что граница прямо­
угольника вне штампов свободна от внешних усилий. Задача решается 
только для четвертой части основной области. При этом удовлетворяем 
условиям симметрии

и(0, //) = «(х, 0) = 0; -Х!) (0, у) = ~֊хд (х, 0) = 0 (1.1)

я граничным условиям

3х(-> у) = *<*(’» у) = о (ОСу < А)
и(х, Л)=®(х), V (х, А)=/(х) (0-^х-Са) (1.2)

(х, Л) = ~.Х9 (х, А) = 0 (а < х < п)

Функцию напряжения Эри ищем в виде [1]
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co

Ф (x, ։;) = c։x* ֊■- Cjf/Ч- У [A ch kg 4֊ Bk sh ку + kg (Ck ch kg 4֊

oo

4- Dk sh Az/)] cos Ax 4- 2 [£* ch 3bx — Fk sh 4֊ ptX (Gk ch SiX4֊ < 1 -3> 
л 1

4- Hk sh ^x)] cos '^ky՝, ~

Учитывая известные соотношения между функцией Эри, напряжениями и 
перемещениями [1]. удовлетворяя условиям симметрии (1.1) и второму 
условию (1.2), получим

Вк = С к — Fк = Gk = 0 (14)
В к sh 4- Hk (sh -»■ 3^- ch Злп) — О

Введем обозначения

З3(х, A)=-^+26tcos*x=|e(*) (1.5)
2 к I 0 п<х<к

_ / V -I |’(х) 0<х<а■^/(х, А) =- >. a*-sin кх --
*։-i I 0 а<х<п

где <з(х) и тбх) — неизвестные контакты напряжения, которые подлежат 
определению.

Удовлетворяя первому условию (1.2) и условиям (1.5), после некото­
рых (Преобразований для определения неизвестных коэффициентов полу­
чим следующие бесконечные системы;

■■ ~Р''------ ֊, [(֊ 1Г (a, Cth ph 4 b,) - & V, - ftZl^
sh ph ch ph 4- ph L к (p- -f- p*)-

(
_ sh-'^z I ~ (- , 2?2 ” kXk

h sh ch 3РП 4- I *4 Й ‘ 4֊ Sr

и равенства

(Д4 + Л) sh kh + khDt ch kh =
/<■

(1.7)

c։ = c։
4

1 00 { 1\*+*л
1 у (— 1)о*

2Л h

где

а
2 гак = —-It (х) sin kxdx,

о
Ьк = cos kxdx
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Коэффициенты разложения (1.3) через новые неизвестные Хц и 2». выра­
жаются соотношениями

А2 кЬАь — сц — ( — 1)* (1 4- кК сЛЬ &Л)Х*, к- кН =(— 1)*Хк

Й 51։ й*£* = (-1 )‘+։ (1 + Й« с‘Ь М гк, й й' Я» = ( -1)%

Перемещения «(х, к.) и и(х, И) определяются формулами

со (
Ей (х, h) = 2х (с2 vcj 4֊ 2 )(1 -г '0 cth kh ак ֊4 ( - i/

Jfc=I ’
(1 ») cth kh

(1 ֊1֊ >) kh x ( 
sh2 kh

sin kx 
к

- S t ([2 + о -i ') ?-՜ cth Msh ЙХ - (1 + V) Й* ch ЙХ1 (1.8) 
"j Px sh8tK

Ev(x, h) = 2h(c, «„) S[(l + v)ot-2(֊l)‘Xt]-52֊^- 
k~l k

Удовлетворяя условиям для перемещении (1.2). после некоторых преобра­
зовании для определения неизвестного комплексного напряжения

р(х) = а (х) 4- Г (*) (— а <х<а) (1.9)

получим следующее сингулярное интегральное уравнение:
и

р(х)----- —-—- (p(y)ctg^—— dyС(х) (1.10)
"(1 —v)J 2

— а

где

03
(1 - V) СМ = Е-У (х) - iEf' (х) ֊ Re + 2 ЯГ’со։ кх -

*=1

i 2M”s!ntx

^։= (1Л1)

[khat + bt (1 + 2kh ֊ e ’“)] I- 4( s (Й֊1~Ьу-

a
Ee = 2 (c.. — VCj) — i—V i| 3 (p) dy

0 
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apk = 2 (1+ 2 >.*) £ ֊ 2P + 8, (1 -:v) (к- + g) cth ?„= 

(shAAchAA kh)'Kk kh. /сАДд- -/֊e-sh՜ AA

При получении уравнения (1.10) 
мы (1.6) и значения рядов

были использованы бесконечные систе-

cos кх _ 1 |п ______1_____
к ” 2՜ " 2(1 — соях)’ (о<х<2*)

Л-1 к 2

Решение уравнения (1.10), следуя [11]. записывается в виде

Р(Х} = ЛСи)+ Г - --T.W (1-12)
2" JaZ(,)sin^ 

£

’где

О֊*)* . W-՝)
(14-v)(3-֊v) ’ (i + v)(3-v)

7o(x) = z(x) ^4։sin ֊֊֊ + Bjcos-֊-^ (1.13)

Re p (x) = з (x), Im p (x) = ֊ (x)

Умножая (1.12) на sin mx и cos mx (m = 0. 1. 2, 3,...) и интегрируя 
по x от —« до 77, в силу (1.2) для определения ат и Ьт получим 
следующие бесконечные системы:

а„ = /?։СЩ 2 Й։с2 + 2 О! ֊ ФЙ + 7՛^, (m = 1, 2, 3,...) 
ЛИ Л-3

(1-1
ОО СО

= RoC& - 2 М”сЕ 2 /?М- ф£! 1!?. (>п = о, 1, 2,...) 

где
а • а

>iClm = Z j ck (х) sin mxdx, VjCS = ck (x) cos mxdxt (k — 0, 1, 2....) 

—a —a
а лЫ

= z J st (x) sin mxdx, ՝\SSn = J (x) cos rnxdx, (A = 1, 2, 3,...) 

—a —a
a «

•■'/I’oJn = i Фо (*) Sin mxdx, ‘/։Фо™ = Ф<> (x) cos mxdx
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= 1 ։, ‘»о (*) 5‘п тхдх,
•)

а

70 (х) сое лпхс/х 
— о

Фо (х) - А [£<р(х) - /£/(х)] + ֊5^- С £?'<■) Л (1.15)
2Я < г«)։!п^

с,(х»------^4 ։,п(^ + -^\ ₽ = п, ,1 = я(1-,)
СОЗ “р \ 2 /

/ \ Л > , В*(х) (* СОЗ^Тс/т
с։ (х) = А со։ кх -|------ - ----- ------------ ------ -

2- .л(,)55п__5

(х) = А з։п кх +
з1п к'ск

2(т)81П—-

Таким образом, рассмотренная задача сводится к решению совокупности 
бесконечных систем (1.6) и (1.14), где неизвестными являются Хх,
Ок,

Покажем, что после введения новых неизвестных

Хь — ^ХкУ Хк -- Хку ак = акк^у Ьк — Ькк*

(к = 1, 2, 3,...). (0<а<0.5) «*г

(1.16)

совокупность этих бесконечных систем становится квазивполне регулярной.
Суммы модулей коэффициентов при неизвестных в системе (1.16) име­

ют оценку

Сумма модулей при неизвестных и свободные члены в системах (1.14) с 
учетом (1.16) стремятся к нулю при возрастании т, как 0 (т ' 'г ’).

Имея решения бесконечных систем, комплексное контактное напряже­
ние удобно определять по формуле
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p (x) = e(x) + r. (x) = - | Ф0(х) -h P0co (x) I

֊ YPV’cJx) ZV/tf'sJx)} -T0(x) 

4-1 k-X

(1-18)

которая с учетом (1.15) получается из <1.12) после некоторых преобразо­
ваний.

Коэффициенты .4, и В, определяются из условия разрешимости инте­
грального уравнения [11] и из условия статического равновесия

2М, = -rPch^tha;. 2'В^- Pch^ (Ы^)

Удовлетворяя недифференцированному уравнению (1.8). получим связь 
между силой Р и осадкой плоского штампа Л

£г = ^- + 2 — [2**±(1 »+>(-։)*)« М

где

/ 9; [„ хл ('-“ЛкИ .\ 4( ( 1)Х4.Дл - 2ч + 4. (—£֊֊ ■ +------—----- 2

г.к и Д< определяются формулами (1.11).
В качестве численного примера рассматривается сжатие прямоуголь­

ника двумя плоскими штампами, которые вдавливаются на величину 6.
Рассмотрим численный пример при следующих значениях параметров:

А = а = ֊— ’ •* = 0.25 
4

(1.19)

Вычисления показали, что в этом случае бесконечные системы (1.6) а 
( 1.14) вполне регулярны. Решая эти системы и подставляя полученные зна­
чения Ат. Ьп. 7.. ('П = 1. 2.......  15) в (1.18). для вычисления контактных
напряжении получим формулы

I о ь_ 1
о(х)=Я 2“*COS————-

I *=>։*“ *

ОО 
х SY bk sin 

4-1

2k- 1

(0 x<a)
00

t (x) = H C V, aj sin 21-1
2

°° • 2k - 1 
x 5 У bk cos------------M 9

fc-1 z

где

3.287299— ■ -—— t 
• / . a—x , a -f- x 
J sin —sin —2֊

C cos«(x)
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5= sin а (х), а(х) = ;)п

. « sin-----
2

. а 4- х sin-------
2

Значения некоторых первых коэффициентов приведены в табл. I.

Таблица I

к (,А

1 ■0.302417 0.805837 0.836693 0.289719
2 0.190233 0.249579 0.249579 -0.190233
3 0.065907 0.078871 0.078871 0.065907
4 ֊0.036894 0.046303 0.046303 0.036894
5 -0.014458 0.013504 0.013504 0.014-158

При л—а. то есть около концов штампа контактные напряжения имеют вид 

0.523423sia[a(x)- a։l 0.502712 cos [а, - а (х)] _
'Iх!--------- ■ ■ £9, \Х) - - --------------- ---- - ---- __ £<>

। . . а х . а ։֊х / . а х . а 4- хsin sin -֊2֊ |/ sin sin —2֊

где

На (фиг. 2) сплошными линиями показана форма распределения кон­
тактных напряжений ог(х) и т(х) для случая Л = л. « = .т/2. а пунктирны­
ми — для случая Л = я, а=я/4 при одинаковых 6.
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Чтобы штамп получил данное (перемещение 6. к штампу в случае а = я/-1 
следует приложить силу Р — 1.113326 £6, а в 'случае а = я/2— 
£=0.722437 £6. В случае контакта без трения условия и(х. к)=ч>(х) за­
меняется условием т(х, А)=0. (О^х^а), и задача сводится к решению 
сингулярного интегрального уравнения первого рода с ядром Гильберта 
относительно нормального контактного давления. Решение этой задачи 
совпадаете результатами [3].

§ 2. В этом параграфе рассматривается контактная задача для прямо­
угольника, сцепленного по части [—а, а] кромки у=0 с жестким штампом 
(фиг. 3).

Фиг. 3.

Рассматривается случай симметричного нагружения. В виду наличия 
симметрии задача решается только для правой половины прямоугольника. 
Граничные условия задачи следующие:

«(0. </)=0. = 0 (0<„<Л)
(0, у) = 0, -,.v у) = о

. м 7, , ~ , (2.1)
(х, л) = —֊ 4- 2 Ik cos kx 

к-\

Vv(x, Л) = 0 (0<х<^)

=.(х,0)=0 (а<х<>); «(*, 0)-?(х) (0<х<о) (2>2)
'ху (х, 0) = о V (х, 0) = /(х)

Вместо условия (2.2) сначала удовлетворим условиям

°у(х» °)= ^4֊2^cosAx= 0 С л < а 
а <С л՜ < -

(2.3)

•л-у (х, 0) = У ak sin kx = 
L I

0<х<а 
а <х < т.
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то есть найдем решение первой основной задачи теории упругости для пря­
моугольника при условиях (2.1). (2.3). Решение этой задачи в общем слу­
чае нагружения было получено в работе [1].

Функция напряжения Эрн ищется п виде (1.3). определение коэффи­
циентов разложения мосле удовлетворения граничным условиям сводится 
к бесконечным системам линейных алгебраических уравнении относительно 
неизвестных Хр, У;„

-£ ( 1 + /V(1 + Л/,'7’) = а, - Ь„ +

... .О'- 4. 4(-1)У у _
«и рЛ П ({£ 4- р3)։

*' ( 1 . м?) - -^ ( 1 • Л//') I, •

а, 4(-1)У ” (-1)^ 
ьЬ р/։ ’ к .—։ (|1* 4֊ р’)а (2.4),

(р=1, 3, 5,...)

(14֊ =
4Й у кУ* 2_ ~ как

А *=£,... (**+Й)8 + Й

(р = 2. 4, 6,...)

и к равенствам

с> ֊֊
1 у (-1)%

2А А к4

где

рКГ^ = с ՝)(рЛ —зйрЛ)— р1и\\рк 

з1г pH /V/' = (1 4֊ е ’*) (рЛ 4- зЬ рЛ) 4- рк зЬ рЛ 

зЬ:рЛ М,.՛1 = рЬ(ей рЛ 1)4*зЬрЛ(1 — е еК) (2-5)1

з!г р/» М'/1 = р/» (ей рЛ 4- 1)4 «й рн (14-е рА)

։Ь։ ₽,<(£’ = ?,=

Коэффициенты Ар, С г, 1)„, Ел, Н„ выражаются через X „
X,, по формулам
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Д — * Л Р^ \ _
* '2р‘ зЬ рк \ зЬ рЛ /

- 22 сЬр/. + 1 Л + рк\ _ ’^_с։11 р/։
2р- зЬ рк \ бЬ рЛ/ р՜

Г> Н Р Хр р /' • X А’ 1>
Р ~ ~Р* ~2р~' Р~ 2р~

2р- зк рЛ£>р = (1 — сЬ рА) Хр ]- (1 4- сЬ рЛ) Ур (2.6)

й зЬ ^Нп - 2₽> Й бЬ Зрг£р = ֊ (1 -|- эятг СИ1 ?р-) г, 

Гр=6’р = 0

Величины аР и Ьр, входящие в (2.6), определяются из условий для 
перемещений, которые имеют вид

2х (с։ - Ус։) + [/$» 2а* + (1 ֊ V) = Е<? (х)
Л-1 к

(2.7)

Еу, + 2 [М։> + (1 -я а„ ֊ 26.] —= Е/М

:где

2АЧ” = - Л.а* + - (ЪЛ +

! 8(-1)Ч» (1-у)»ЬАА-(1 + »)йА ” 
։Ь кК !֊ кк (£ -г *=)?

8 (-1/6- (1 у)51.АЛ4-(1^-»)6Л “ ?„2„
к зЬ кк — кк (Й 4֊ к2)"

_ 8( 1/6* ” [63 + (2 4-у1ЙНр

" Д мйТл¥

Л1” = Ма.-М6*+’0.4 +

. ։Ь 6Ас1Ь — м8(-1/бг __________2_
- ^кк-кк ։,=1֊ „. (Й -, /?)•-

8( 1/6»_______ 2
Т. ։Ь6Л+ 6АР_^.„. (Й-*֊6։)։

6!Л։Л. = 4|Ч(е-‘л ։Ь кк + к2к! кк), = 2|>։

Мк = 4|1а, к*1гМк 2и* (е ХА к/՛1 + к‘К: -[- кк)
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ևհՉե — — տհ АЛ, АЛ7г — 2;^ տհ АЛ (14֊ АЛ շէհ АЛ)

1*4(տհ* АЛ —А2Л2) А2 А2

Из (2.7). учитывая (2.8). аналогичным образом для комплексного кон­
тактного напряжения р(х) =<т(х)4-<т(х) получим сингулярное интеграль­
ное уравнение вида (1.10). в решении которого (1.11) следует учесть, что 
л!” и /й1 определяются по формулам (2.8).

Уравнения для ат и 6,„ в этом случае принимают вид

а. = ЯД’- - /Й’СЙ- У - <՛ + (т =- 1, 2, 3,...) 
л=.1 Л -I

(2.9)

ьт=лос£ - շ 4֊ շ + фй! - Հ2Հ (ш = о, 1, 2, з,...) 
4=1 4-1

/?и и коэффициенты ՇՀ„\, 5Հ”?, ФЙ, Т« ' определяются по формулам 
(1.15), где следует заменить В на — В.

Бесконечные системы введением новых неизвестных, аналогичных 
(1.16). приводятся к квазивиолне регулярному виду.

Из условия разрешимости уравнения [11] и из условия равновесия 
определяем .4, и В, (1.18՜).

Удовлетворяя недифференцированному уравнению, найдем связь 
между результирующей силой В и постоянной Уп (жесткое смещение 
системы).

Институт механики
АН Армянской ССР
Ереванский зооветеринарный

ннсгиту։ Поступила 16 XII 1976

Ա. ճ. 1ԱՍ»ԼՈՅԱՆ, 1Լ. Ա. ՍՆԴԻՈԱՐՅԱՆ

ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ ՀԱՐԱԿՑՄԱՆ ԱՈՊԱՅՈՒԹՅԱՄՈ

Ա մ փ ո փ ում

Դիտարկվում են կոշտ դրոշմների և առաձգական ոսլղանկւան կոնտակ­
տի երկու դհս/րեր'

երկու կոշտ դրոշմներ սիմետրիկ ձևով Հարակցված են ուղղանկյան Հեա 
և բեռնավորված են նորմալ ուժերով։

Ուղղանկյան մի կողմը որոշ մասով ամրակցված Լ, իսկ հղրա դծի մնա­
ցած մասերում արված են լարումները։

Խնդիրների լուծումը Ֆուրյեի շարրի ե Հիւբհրտի կորիզով հատուկ ին- 
էոեղրալ ՛,ավաиարումների լուծման օդնով/յամը բերվել Լ հանրահաշվական 
հավասարումների բվաղիլիովին ռեգուլյար անվերջ սիստեմների։
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1/ տարված են բանաձևեր կոնտակտային լարումները որոշելու համար։
Երկու դրոշմների դեպքում բերված են հաշվումն երի արդյունքները ։դ։ս- 

րամհարերի որոշ հարարերուք)յոէնների համար։

A CONTACT PROBLEM FOR A RECTANGLE WITH 
A COUPLING

A. A. BABLOYAN. A. A. ENGHIBARIAN

S u m m a г у

Two instances of contact between an elastic rectangle and a punch are 
considered. In the first instance two rigid punches are coupled symmetri­
cally with the rectangle and loaded with normal forces. In the second 
instance the rectangle is fastened on a part of one edge, and stresses 
are applied to other sections of the contour.

The solution to the problem by the Fourier series and that to the 
singular equation with the Hilbert kernel arc reduced to the infinite 
sets of quasi-regular systems of algebraic equations.

The formulas for contact stresses are derived. For the first instance 
the results of calculation with actual correlations of parameters arc 
presented.
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ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУХ ШЕРОХОВА­
ТЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ. ИЗГОТОВЛЕННЫХ ИЗ СТЕПЕННО

УПРОЧНЯЮЩИХСЯ МАТЕРИАЛОВ

Работа посвящена эффективному решению плоской контактной задачи 
для твердых тел в постановке нелинейной теории .ползучести или пластич­
ности при степенном законе связи между напряжениями и деформациями, 
когда учитывается поверхностная структура контактирующих тел.

Вкратце остановимся на некоторых работах, тесно примыкающих к 
приводимым ниже нашим исследованиям.

Плоская контактная задача для степенно упрочняющихся твердых тел 
с гладкими поверхностями впервые была поставлена и решена в рабо­
тах [1—3]. С другой стороны, плоская контактная задача для шерохова­
тых твердых тел впервые была рассмотрена в монографии И. Я. Штаерма- 
на |4|. При этом поверхностная структура шероховатых контактирующих 
тел в [4] была учтена согласно гипотезе о пропорциональности в каждой 
точке контактной зоны дополнительных локальных перемещений к нормаль­
ным контактным давлениям. При этом предположении решение задачи сво­
дится к решению интегрального уравнения Фредгольма второго рода с ло­
гарифмическим ядром. В рамках гипотезы И Я. Штасрмана затем были 
рассмотрены также пространственные контактные задачи [5].

Однако, экспериментальными исследованиями некоторых авторов 
[6. 7] установлено, что для многих деталей, наиболее часто встречающих­
ся в машиностроении, дополнительные локальные перемещения, которые 
обусловлены шероховатостью поверхностен соприкасающихся тел. в каж­
дой точке контактной зоны пропорциональны некоторой степени контакт­
ных давлений. При этом предположении некоторые контактные задачи бы­
ли рассмотрены в работах [8—10].

В настоящей работе поверхностная структура шероховатых контакти­
рующих тел учитывается согласно только что указанному степенному за­
кону между дополнительными перемещениями и контактными давлениями.

Сначала рассматривается обычная статическая плоская контактная за­
дача, которая описывается нелинейным интегральным уравнением типа 
Г аммерштейпа. При помощи аппарата ортогональных многочленов Гегсн- 
бауэра решение этого уравнения сводится к бесконечной системе нелиней­
ных алгебраических уравнений. Исследование бесконечной системы прово­
дится на основе принципа сжатых отображении Банаха.

В частных случаях в более простой форме вновь получены решения 
задачи И. Я. Штаермлна и задачи, рассмотренной в [9].

Используя это решение, затем в рамках статической теории удара 
Г. Герца [11] рассматривается центральный удар штампа с пря.молиней-
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ным основанием о шероховатую степенно упрочняющуюся полуплоскость. 
При этом выясняется, что соблюдается характерная закономерность теории 
удара при уменьшении скорости приближения соударяемых тел.

Отметим, что как было обнаружено в работе [ 12], эта закономерность 
при обычных формах поверхностей контактирующих тел без учета их по­
верхностном структуры нарушается.

В конце работы для случая плоского штампа приведены числовые ре­
зультаты, иллюстрирующие ход изменения контактных данлений и основ­
ных механических характеристик теории улара Г. Герца

Рассмотренную здесь задачу можно трактовать также в постановке не­
линейной теория упругости.

§ I. Постановка палачи и выоол разрешающею ингскральною 1/ран- 
НСНИЯ

Пусть два соприкасающихся между собой в точке тела, поверхности 
которых обладают шероховатостью. находятся в условиях установившейся 
ползучести при степенном законе связи между напряжениями и деформа­
циями". Пусть далее, эти тела прижимаются одно к другому под действием 
внешних сил, равнодействующая которых Р перпендикулярна к оси ол и 
проходит через начало координат (фиг. 1).

Вследствие шероховатости поверхностей контактирующих тел в кон­
тактной зоне помимо глобальных перемещений деформируемых тел возни­
кают также дополнительные локальные перемещения. Основываясь на из­
вестных экспериментальных результатах [6. 7), для этик дополнительных 
локальных перемещений принимается, что в каждой точке контактной Эо­
ны между давлением р(х) и вертикальным перемещением У(х) существует 
степенная зависимость вида и(х) = кр' '(х), (При этих пред­
положениях ил основании обобщенного принципа суперпозиции пе-

* Материалы контактирующих тел предполагаются несжимаемыми. 
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римещений, сформулированного в работе Н. X. Арутюняна [1]. реше­
ние՜ указанной задачи относительно нормального давления р(х) приво­
дится к решению следующего нелинейного интегрального уравнения:

{а, а.,)р (х) 4- (Л, ^֊֊Т“.Р(^

(1-1)

Здесь а, и 0г — коэффициенты, учитывающие поверхностную структуру 
шероховатых контактирующих тел и определяемые из опыта. 2а — ширина 
участка контакта, ц — степень упрочнения, подчиненная условию 

т 1/р. /‘,(х) и /2(х)— четные, достаточно гладкие функции, 
характеризующие поверхности контактирующих тел, Л — мера взаимное? 
сближения тел, подлежащая определению. Кроме того.

А (2у 1)з1п(~| 2и 1/2:9
(/ ֊ 1; 2)

• х/2
./(1‘) = 4 (тп |/2р 1)" [со$(/п9| 2у 1)} со5

6

/С, и К*— физические константы материалов первого и второго тел соот­
ветственно.

При этом имеет место условие равновесия каждого из сжимаемых тел

(1.2)

Введя обозначения

- * 4 а $ / а։ 4֊ а» V . , ч
՝=о—’ *Г=— ’ Ро(:) = (-------------- )/>(*). * = 1/>'

2а а \ а /

9 = 2’֊(л։ + л։)'/'—2—У. /(=) = - |/,М+ /=(*)]
\ Пу 4՜ а2 / а

Р„ = {а- а-Г Р (1.3)

а

уравнение(1.1) и условие (1.2) представим соответственно в виде

/><’(’) + •I1 о '• '.г 'ро(г<)^.| =■?֊/(՝)

1
|Ро(О^ = Ъ

6
2 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 3

(1-4)

(1.5)
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Таким образом, решение поставленной задачи сводится к решению нели­
нейного интегрального уравнения (1.4) при условии (1.5).

Утверждается, что решение нелинейного интегрального уравнения 
(1.4), удовлетворяющего условию (1.5). на концах отрезка [0, 1] не имеет 
особенностей. Предполагая противное, допустим существование особенно­
сти, например, на конце |~0 и положим

(О < v< 1)

где 7.. (й). (' 1: 2) —функции, удовлетворяющие условию Гельдера в ок-
окрестности точки с=0. притом /.(СО^О. Тогда, согласно результатам ра­
бот [13. 14], в окрестности точки £ = 0 имеют место соотношения

где Z։.(g), (' = 1:2)— функции, удовлетворяющие условию Гельдера в ок­
рестност)։ точки $=0. Отсюда непосредственно вытекает, что левая часть 
уравнения (1.4) в точке д=0 всегда будет иметь особенность, в то время 
как его правая часть н этой же. гичке не имеет никакой особенности. Это 
противоречие и доказывает высказанное утверждение.

Далее, гак как нормальное давление /?(х) неотрицательное, то из урав­
нений (1.4) следует, что

о ОДЕ) <[’-/(?)]’ (0<5<1)

Теперь в уравнении (1.4) осуществим предельны։։ переход }»• *1. С этой 
целью уравнение запишем в виде

I '---------- — Po(yi) = h - / С) “ Л’(<)Г Т const
J 1 ֊ Р 
о

где О., — (1 — р) 5. Поскольку

то отсюда

/>й(^)<'Л. —/(5)4-const (1.6)

что совпадает с уравнением работы [8] при несжимаемости материалов 
кон тактирующих тел.

Из последнего уравнения в свою очередь при а~ 1 получается известное 
интегральное уравнение Штаермана [4].

Отмстим, что основное разрешающее уравнение (1.4) можно записать 
также в виде
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։ " 1
д(;) = бг1' г ( £(;, т,)[1 —~-։/(т<) (^)<Г (•*։)]’ ® (ТЛ^ (1-7)

3

что представляет собой нелинейное интегральное уравнение типа I аммер- 
штенна | 15], а условие (1.5) — в виде

։
г»«/»;1 р։ ֊ •; - 7(=-) - СОГ </=• (> -8)

О
Здесь введены обозначен ня

№(')-(։֊։•)”, К(5,ч)=|5

?(Е)- <7о(О1 ^14. <7о(О = 1 Ч՝֊/(5) Р1(Е)Г (1-9)

В дальнейшем наложении будем исходить, в основном, из уравнения (1.7).

§ 2. Сведение разрешающего уравнения к бесконечной системе нели­
нейных алгебраических уравнений и ее исследование

Для аффективного построения решения нелинейного интегрального 
уравнения (1.7) нам понадобятся собственные функции и собственные 
числа ядра К(с.. Т|), которые согласно [16] даются интегральным соотно­
шением

։
[к(Е. «։)■?.(»,)4, = >74.(5). (п = 1, 2,...) (2.1)

•у 0
где

, Г(у)) 2(2^ 2--V)(2п 2)Г ——
(5) =---------л77г1?п~2ТЯ------ ’ го (:> С’։"-1)<2;" ’

Г Х"=£2^,Г(2п-2 + ^)’ (л = 1'2-"> <2-2)

Г (г) — известная гамма-функция Эйлера, т = (1 ч)/2, С'п (/) — много­
члены Гегенбауэра, ортогональные на отрезке [ — 1, 1] с весом р(/) = 
= (1 /’) 1. Теперь решение уравнения (1.7) на основе известной
теоремы Гильберта-Шмидта представим в виде ряда [15|

ОО
у (;) = с V ’у* (։) (2.3)

* -։

с неизвестными коэффициентами х*'Г >.
Здесь
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Подставляя (2.3) в (1.7) и учитывая (2.1), после несложных выкла­
док получим нелинейную бесконечную систему уравнений относительно не­
известных коэффициентов '-Хгп1

։ оо
6 / т- \®я—։ Р । , 1я»р

*"= —Гт) 1 с 2 ?*(5) (2-5)
С \ Л / ,11 л«=1 | I

о
(п = 1, 2....)

Здесь

х0= А? А /*(;) = А 7(5), ?«(<) = «՛1,2 (‘’)?п СО 

(п = 1, 2,...)

(2.6)

А—пока произвольная положительная постоянная. Тогда условие (1.8)
принимает вид 

и вместе с (2.5) составляет бесконечную систему нелинейных уравнений 
для определения коэффициентов '.хл

Теперь перейдем к исследованию бесконечной системы (2.5), что про­
водится на основе принципа неподвижной точки Банаха [17]. С этой целью 
введем в рассмотрение (А1’-г1 )-мерное эвклидовое вещественное простран­
ство JS’.vi i, метрика в котором дается формулой

/
?(х» ։/) = !. £ (хк — укУ> (х = (х0, х„ ... xv), y = {y(l,yi....... У к))

1 4=0

Пусть 5(6, R) — замкнутый шар в £л+։ с центром 
6 - (АРо 0,... , 0) и с радиусом /?, притом 0 R hPb' -С 1. Рас­

смотрим в 5(6, 7?) оператор

!/=Av(x), (х = (хс, хр..., хл,)։ = »л........ yN)) (2.8)

определяемый формулами

։ 1
у։= ЛЛ,1 J Фл (0^. »-=-7(7°) 1

О О
(n = 1, 2...... N)

N
Ф,у(;) = |1-֊^/*(;)-|с£ х4։.Л4С;)1”,|’ (0«5<1) (2.9) 

jfc-=l

] ак как /,) — квадратично суммируемое ядро и (5),
(п՜ 1,2,...) —его ортоиормированные собственные функции, то учитывая 
(1.9) и (2.6). будем иметь
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2 (2։о>л-։. 3 I« — пГ
о

Далее, так как [18]

1С(0|<|С( 1)| = с;(1), (—л = О, 1,2,...) 

то согласно (2.2), (2.6). (2.10) и (2.4), получим

ОС ОО 3
2'«2"4(Ъ < 2 >Г**1(0)<[ ։*-% (;)</< = с~ (2.11)

4=1 л-1 0

Пусть 5(6, Л?). Тогда при помощи (2.11) и неравенства Кошн-Буняков- 
ского для сумм находим

Далее, из (2.9) и (2.12)

1Уо ֊ MV’ I < ЛРо111 11- (R+hP, 1 )7„ ֊ R"' г I 

где /0 = max/*(:). Отсюда следует, что если 
0-.;<1

/др
-Vj + (1֊/?V>1 и 0<а< i —/?"*—

-(1-֊^у|(/? + ЛРо-՛)՜' (2.13)

то 

(y,-hPaly^0.5R- (2.14)

С другой стороны, coi ласно неравенству Бесселя из (2.9) имеем

i s/. < 4 йГ՜՛I 1(’)rf՜ |т< " 'о
< ±/ лро г а 4-^2)
" с RpJ /г (2+ Р) 

Отсюда вытекает, что при условии

(j</h -РРЛ՝ ^/?с| Г(2 + р) 

лр0 ) Г(Ц-н/2)12

справедливо неравенство

(2.15)
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12.16)
4-1

Пользуясь (2.14) и (2.16). легко проверить, что # £ 5( 6, £), то есть 
р(у. 6) 7?. Последнее означает, что при выполнении условий (2.13) и
(2.15) оператор (2.8) отображает замкнутый шар 5(6, /2) в себя.

11усть далее

х<» =’ (х<«, 4»........ х»>)£ 3(6, R), у™ = Лл.(х«>)

а"’ (41- ?Г։> - • №)

ф!4’ (?) = I - (4°Г /*(0֊
Л'

С 2 Хк}1-к ‘ (?)
4-1

1' (2-17)

1; 2)

Пользуясь (2.8) и (2.9). можно записать

Iл4>” ֊I < лл 1J I ФЙ’(;) - ФЙ։ («) IЛ< АЛ՜' IФ.Ф (;0) ֊ Ф«|'(У! (2.18)

<)

где ;0£ [0, 1] точка, в которой функция | Фл՛' (;) -- (?) | достигает
своего максимума. Затем пользуясь формулой конечных приращений 
Лагранжа и учитывая (2.12), после нетрудных выкладок будем иметь

л՛
|фй}(5,)-фй’(5о)1 ум» х«>)։ (2.19)

■ I 2

4-1

где

?1=/о(Л^։-/?Г։,

Теперь согласно неравенству Бесселя и с 
лучим

= '

учетом (2.8) .(2.9) и (2.17) по-

£
212

2 ад>-»к”)։
-4-1 с| Г (2-Н9

тахКлУ’)’՜ 'ф!у’(;) 
о - 1

(*։?՛ г ։Фл*(5)1 (2.20)

Так как Л Л, 1 R хо’ С ЬРо ‘ 4֊ R, (г = 1; 2), то опять при по­
мощи формулы конечных приращений Лагранжа, (2.19) и (2.20) на­
ходим

2 и 

*֊•1

1/2
(21 
о

։ 2
(2.21.
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где

егЛ + -Ц
\ 2/ Рр(1 Р*) . 3 I/ />Р0 \։-*’

с|Т(24-1л) АА>-Р0 ?1|\А֊*Л/

Тогда из формул (2.18), (2.19) и (2.21) следует, что

?(»<'>, Ут) < 2(Рй2'''^ + ?з) (*?’■ 42’)2 4-

+ 2(Л, W + &S (4։,-Ч”)։
Л-1

Последнее неравенство показывает, что при одновременном выполне­
нии условии

2 (Рэ 2/гЙ + Й) < 1, 2 (МГ2Л2Й 4- Й) < 1 (2.22)

оператор (2.8) в 5(6, /?) является сжимающим оператором.
Таким образом, если параметры 0. /<.. >:. R. Р., таковы, что выполняют­

ся условия (2.13) ,(2.15) и (2.22). то урезанная система

х0 = ЛЛ) 1 Фл- (:)</;, 

о

1
G / /. \։-л“ Гх» = — ( — ) Фл- (s) ?n (с) di 
с \х0/ J

(2.23)

(п-1, 2......N)

имеет единственное решение, которое можно построить методом последова­
тельных приближений, исходя из произвольной точки
I х<» = (xf>, х(,0)....... 4') В 5(6, К).

Совершенно аналогичным способом можно показать, что при выполне­
нии условий (2.13). (2.15) к (2.22) бесконечная система 

также имеет единственное решение, которое можно построить методом по­
следовательных приближений, исходя из произвольной точки 

...), для которой
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hP„ -г 2 («<»>)’<№
Лг»1

Теперь при помощи теоремы А Лебега о предельном переходе под знаком 
интеграла [19] можно доказать, что решение урезанной системы (2.23) 
при .V-*-оз совпадает с решением бесконечной системы (2.24).

Наконец, отметим, что решение бесконечном системы (2.24) является 
решением также бесконечной системы (2.5). (2.7). что следует из положи* 
гсльности ядра К(£,Т|).

§ 3. Некоторые частные случаи
Рассмотрим плоскую контактную задачу о давлении жесткого штампа 

прямолинейного основания на шероховатую упругую полуплоскость. Реше­
ние этой задачи сводится к решению нелинейного уравнения (1.6) яри 
f(c) -const. Эго уравнение приближенным методом решено в работе [9]. 
Здесь приводится другое представление решения этой задачи, удобное для 
вычисления контактных давлении везде вплоть до концевых точек контакт­
ной зоны.

Представляя р'А՝) в виде ряда по многочленам Чебышева первого ро­
да. которые получаются из многочленов Cn(t) при 2v = (l—р)->0. и поль­
зуясь принципом сжатых отображении Банаха, легко доказывается, что не­
известные коэффициенты разложения можно найти методом последова­
тельных приближений, если параметры 0, и Р„ удовлетворяют определенно­
му условию. Однако, в разбираемом частном случае решение задачи при­
нимает сравнительно простой вид, если воспользоваться известным инте­
гральным соотношением [ 181

1
f—5-и,.1(у)УрЧГ։<///= г.тлх), (-1< л<1, я —1,2,...> (зл) 
J у— х
-I

где Гл (х) = cos (л arc cos х), Utl j (х) = sin (п arc cos x)/l 1 х2—много­
члены Чебышева первого и второго рода соответственно.

Уравнение (1.6) после дифференцирования его обеих частей по | при­
нимает вид

1
Ра Ш ■’ (О ( г՜ Ро W (3.2)

a; J с — TJ
<• 

где положено /(c)—const.
Решение уравнения (3.2) представим в виде

Г ______ 00

L аТ:
(4- I *.2i- 1) (3.3)Po(Z) —

Из условия равновесия (1.5) будем иметь
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ИЛИ 1-------
4

(3.4)

Подставляя (3.3) в (3.2). а затем учитывая (3.1) и (3.4), после неко­
торых операций получим относительно коэффициентов . бесконеч­
ную систему нелинейных алгебраических уравнений

290, Л,՜1 ( 
(2т-1)]

о

оо
1 — —Х1 4֊ 2 ] « У ХкУцИ -п 

4 к-\

1-------
4

сс
֊֊ ֊ 1) Г^(Й֊1)Й
1 ֊ '■

(3.5)

Пользуясь принципом сжатых отображений Банаха можно доказать, 
что если

ЬгР1 <«Я(1 R)’ 1 пип |/?, [1 ֊ (1-«)(1- R) \

где

X

4

(/н ֊1,2,...)

и R-- произвольное постоянное, удовлетворяющее условию то
бесконечная система нелинейных алгебраических уравнений (3.5), а также 
соответствующая урезанная конечная система имеет единственное реше­
ние. которое можно построить методом последовательных приближении, 
исходя из произвольного начального значения х(0) = (Х|'п, х£0),...), притом

к .1

Отмстим, что в этом случае контактное давление в конце х = а контактной 
зоны определяется формулой

Ес\и же /(с)^СОП81, а ширина участка контакта а неизвестна, то тогда 
должно быть р(а)=О, откуда л1=4.‘л. Из последнего равенства опреде­
ляется а.

Наконец, остановимся на плоской контактно։՜։ задаче для шероховатых 
упругих тел, рассмотренной Штаерманом [4].

Подставляя а=1 в (3.5) и введя новые неизвестные ут = 4x^(4—Лх։), 
(т - 1. 2....) в этом случае будем иметь бесконечную систему линейных ал­
гебраических уравнений
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00

-Г б1 (т=1, 2,...)
л —1

где

(3.6)

(п, т = 1, 2,...)

1
*- = ‘"Т-Ц7՜», i(2;—l)dt 2,...)

Tî (2тП 1),; 1 --- î
О

Легко показать, что имеют место оценки

~ 4
W<T' 2 1 „ | <

п I

2
2m 1

46, ln 2
-(2m - 1)’

(т = 1, 2,...)

откуда вытекает, что при О,<3'4 бесконечная система (3.6) вполне регу­
лярна, а при 0, ^3/4 она квазивполне регулярна.

§ 4. Центральный удар штампа о шероховатую степенно упрочняю- 
щуюся полуплоскость

Теперь в рамках теории удара Г. Герца [11] рассмотрим центральный 
удар штампа прямолинейного основания о шероховатую степенно упроч­
няющуюся полуплоскость.

Пренебрегая влиянием всех сил, за исключением силы взаимодействия 
между штампом и полуплоскостью, уравнение движения штампа запишем 
в виде

Р m----- = г
dtz

(4.1)

при начальных условиях

do
dt с—О

= К. (4.2)

Здесь ш—масса штампа, 6—осадка штампа, то есть мера погружения штам­
па в основание. Р—равнодействующая нормальных давлении, возникающих 
под штампом, /—координата времени, V.—начальная скорость штампа. 
С учетом (1.3) уравнение (4.1) и условия (4.2) переходят в следующие: 

= Ь 

t о а
£1
dt-

4-0 = °’
d\
dt

(4.3)= ֊

где к == 2т а (а1~- а2) . Далее, если д* (:, 7) — решение интеграль­
ного уравнения
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I
<?♦('.. = R—чГ ’[1 ч?(ъ *))3^г. 

о

(4.4)

при заданном у. то при помощи (1.7)—(1.9) легко получить, что записи* 
мость между Р. ։• у дастся формулой 

(4.5)

Подставляя (4.5) в (4.3), после несложных выкладок находим

«<■՛***
О 5

Отсюда следует, что уш։։ удовлетворяет уравнению 
I I

(4.6)

а и
<*(՝• т.м.тЗГ^ч (4.7)

Имея значение утм, по формуле (4.5) найдем
1

(/’»)».. = [[1 - < (5.

О

(4.8)

Теперь вычислим максимальное контактное давление, возникающее под 
штампом. Из (1.7)—(1.9) и (4.4) будем иметь

max р0(;) = max [1 ֊ <(;, ~ra„)j 
о- к։

[родолжительность удара определяется формулой

___ 1-3 1 1 ։

I r=j/Y՝«“f| fp«1՜«5’ i-л)]3- 
о о v

(4.9)

_L
х ’|1—<77(5. Увм1х)Н dzd-r, I dx (4.10)

Займемся определением функции с/. (£. у) При помощи принципа сжатых 
отображений Банаха можно доказать, что при выполнении условия

6у?“*<хИ։21‘"։ (4.11)

^следовательнос ть функцнй

I
<7о(՝> 7) <7П(«» *() Ц1՝ 1)1 (4.12)

(л = 1, 2,...)
о
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сходится к 7 , (с, V) равномерно ио с и у. При этом условие (4.11) заведо­
ма выполняется, если

։4? ։

Ио’ < 2Аа։ [а/2՞՜1 Г՞ ֊ ։*" }'<>'■

(I

которое можно проверить при помощи (4.4) и (4.7).
Используя последовательные лриближения (4.12), из уравнения (4.7) 

легко получить приближенное выражение для 1п։а։ в виде

1 га»х

„ ։ „ 1 2
(14 р) и? [— , . (1-И) Ио2 р*‘

2ка֊ | ' 2к<г | ' \ (4.13)

где

(1
1

1 +?

Далее, при помощи (4.4). (4.8) — (4.10) и (4.13) находим остальные
основные характеристики удара, а именно:

(^и =
(I 4- ?) кг? |гЬ 

2ка- ' |
(1 4- ?) К? 

2ка2
(4.14)

шах р0(;) -■ 
0<€<1

1(1 -.3)
[ 2ка2

Г 3

3 23
+ ?[/֊ (втГ]|!ШД1^*+о(^

I. 2««՜ \ /
(4.15)

г = у, 1/' (1 +Д + ‘ [(р 1)у,/ГП +
> к 2каг у 2к

§ 5. Чцс.^чиыи пример
Рассмотрим задачу о давлении штампа с плоским основанием на чу­

гунную степенно упрочняющуюся полуплоскость с шлифованной опреде-
ленным образом поверхностью. В этом случае а։=Д։=0, а /(5)^0.
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Согласно экспериментальным данным ([6]. стр. 110) для некоторых кон- 

кретных чугуных образцов а2 = 1.289 10 .и (кг/елг)" ’ , ? = 2.5. Для 
получения числовых результатов положим а - 0.1 лг, г- = 0.7 и р=0.9.

Вычисления проведены на ЭВМ «Наирн-2». При указанных значениях 
параметров методом последовательных приближений, исходя из формул 
(2.5) и (2.7), должны вычисляться коэффициенты ։ в разложении
(2.3), после чего из (1.9) находим давление под штампом £■>(*). Однако, 
в разбираемом частном случае проще непосредственно исходить из уравне­
ния (1.4), где /U)~0. что и сделано. А именно, построено второе прибли­
жение решения уравнения (1.4). отправляясь от нуля в качестве нулевого

приближения՜. По результатам этих вычислений построены графики дав­
ления р,(£) (фиг. 2) при значениях Л—0.5; 0.7; 0.9 и 1.0. где Ро дается

' В пространстве непрерывных функций к уравнению (1.4) можно применить прин­
цип неподвижной точки Банаха и построить его решение методом последовательных при­
ближений. В настоящей работе, однако, развивается .метод исследования этого уравне­
ния как уравнения Гаммсрштсйна.
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последней формулой из (1.3). На этих графиках сплошными линиями изо­
бражено давление под штампом в случае р = 0.9. а пунктирными—в случае 
|1 = 0.7. Отметим, что при увеличении значения Р„ давление заметно уве­
нчивается. особенно но концах контактного участка, вследствие чего эти 
линии нее сильнее изгибаются. Последнее обстоятельство имеет место так­
же при возрастании ||. когда /' фиксировано.

Па остальных графиках (фиг. 3. 4. 5. 6) иллюстрируется ход изменения 
основных механических характеристик статического удара штампа с пло­
ским основанием о границу степенно упрочняющейся чугунной полупло­
скости.

Авторы благодарят Н. X. Арутюняна за внимание к работе.
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Ս 1Г. 1րԱէ>^Ա«41ԼՆ, Լ. Ա. ՀենՅԱՆ

ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ ՕՐԵՆՔՈՎ ԱՄՐԱՊՆԴՎՈՂ ԽՐԿՈԽ ԱՆՀԱՐԹ ՊԻՆԴ 
ՄԱՐՄԻՆՆՍՐԻ ՀԱՄԱՐ ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ հՆԴԻՐՐ

II. մ փ ո փ ո է մ

Դիտարկվող իւնղիրր նկարաղրվա մ է Համմերշտ ք։ յնի Ա/իպի Ոչ 
ինւոեղրաք հավասարումով։ ԳեղենրտոէԼրի օրք/ու/ոՆւս[ րա ղմանղս։մների ապա­
րատի օղնուքէ յամ ր ա յղ .՛ ա վ ա и արո ւ մ ր քերվում / նրան համարժեք ոչ ղձա- 
յին Հանրահաշվական անվեր* Համակարգի։ Վերջինիս ուսումն ա и իրո։քձ 
կաաարվսէւ! / հ՚անախի սեղմող արտապատկերումների սկղրունրի հիման 
վրա։ Դիտարկվում են մասնավոր ղեւղրեր։
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Ստացված արդյունքների -.իման վրա այնուհետև դիտարկվում է աստի­
ճանային օրենքով ամրապնդվոդ անհարթ կիսահարթության և ոպդադիծ հիմ­
քով դրոշմի կենտրոնական հարվածի խնդիրրւ

Բհրված է թվային օրինակ г

A PLANE CONTACT PROBLEM FOR TWO ROUGH SOLIDS 
MADE OF GRADUALLY HARDENING MATERIALS

S. M. MKHITAR1AN, L A. SHEKIAN

Summary

The problem is reduced to the solution of Hammers!) tein's non­
linear integral equation. By the set of Hcgenbouer’s orthogonal polyno­
mials the solution of this equation is reduced to the equivalent infinite 
system of nonlinear algebraic equations. The examination of the infinite 
system follows Banah's compressed reflection principles. Special instances 
are considered. Using this solution, the central impact of the punch 
with rectilinear basis against a rough gradually hardening semi-plane 
Is examined. Numerical examples are presented.
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МОДИФИКАЦИЯ УТОЧНЕННОЙ ТЕОРИИ ПЛАСТИН 
ДЛЯ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ

Основные уравнения теории пластин, учитывающей поперечные сдви­
ги. <‘ы ли опубликованы Э. Рейсснером [1] в 1944 г. В 1945 г. он получил 
разрешающие уравнения своей теории [2]. В 1947 I՛. Э. Рейсснер дает не- 
скилг-ко иной вывод уравнений, вводя углы поворота, а также дает способ 
преобразования системы уравнений [3]. В 1949 году А. Грин [4] вывел 
уравнения Э. Рейсснера энергетическим путем без использования теоремы 
Касте лиано. М. Шефер [5] (1952) получил статическим и геометрическим 
путем систему дифференциальных уравнений малого прогиба четвертого 
порядка относительно вертикального перемещения (в уравнении классиче­
ской теории появляется неоднородный член, обусловленный нагрузкой) и 
второго порядка относительно некоторой моментной функции, то есть урав­
нения работы [3]. На примере свободно опертой пластины, подверженной 
распределенной по закону синуса нагрузки, он показал, что прогибы пла­
стины по сравнению с классической теорией практически не меняются, по­
перечные же силы, особенно в углах, видоизменяются. Александр Кромм 
[6] ('953) построил уточненную теорию пластин, учитывая только дефор­
мацию поперечного сдвига и пренебрегая поперечным обжатием. Позд- 
пес [7] (1955) он для случая нагруженной синусоидальным распределен­
ным давлением свободно опертой пластины проанализировал характер из­
менения контурных поперечных усилий, а также поперечные усилия в углах 
пластины. К. Гнркман и Р. Беер [8| (1958) исследовали случай ортотроп­
ной пластины в духе теории Э. Рейсснера. Некоторые обсуждаемые здесь 
результаты суммированы в монографии [9] (1963). Прием А. Грина ис­
пользовал также С. П. Тимошенко [10]. Обобщение теории Э. Рейссне­
ра [ 11 на произвольный закон изменения изгибных напряжений по тол­
щин пластины дал А. Л. Гольденвейзер [II] (1958). При этом закон из­
менения взят одинаковым для всех трех компонентов напряжения. Л. Я. Ай- 
н< лг ' 12] (1964) показал, что функция распределения напряжений по тол­
щине пластины, введенная А. Л. Гольденвейзером, может быть определена 
Из вариационного принципа Кастнлиано.

Перечисленные работы характерны тем, что рассматривается случай, 
когда пластина нагружена только нормальными усилиями, прогиб считает­
ся постоянным по толщине, закон изменения тангенциальных смещений по 
толщине из теории не вытекает.

Модификация теории Э. Рейсснера II] для случая произвольных на­
грузок. учитывающая поперечное обжатие, развита П. Нагди [13]. кото­
рый постулирует линейный закон изменения перемещений ы. V и напряже­
нии ՛■•:. Оу, тху по толщине пластины, а прогиб задает квадратной парабо- 
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лон. Уравнения получены для оболочек с помощью вариационного соотш 
шсния Э. Рейсснера | 14’ и для случая пластины по существу совпали с 
рейсснеровскимн. Поперечное обжатие учитывается отдельной формулой.

В 1974 г. Э. Рейсснер (15) публикует модифицированный вари.нг 
своей теории для случая нормальных нагрузок, согласно которому пропя 
И’ не меняется ко толщине пластины, смещения И, С' иэзмсняюгся по кубн'И 
скон параболе, напряжения п,_ ст.,. т, —по квадратной параболе. Обобщи 
ныс по толщине соотношения закона Гука сохраняют прежний вид.

Вопросы уточнения теории Э. Рейсснера рассматривались таки 
Б. Ф. Власовым [ 16] и другими авторами

Известно, что теория Э. Рейсснера, как и теория Кирхгофа-Ляпа, ч 
контактных задачах приводит к формальным противоречиям при опреде­
лении реакции, хотя в ряде случаев верно отражает характер напряженном 
состояния | 171. Эти противоречия связаны с искажением действительного! 
характера изменения реакции вблизи краевых участков зон контакта. Та же 
относится и к варианту П. Нагли [13] Для устранения указанных про пн 
поречии желательна модификация теории Рейсснера. Применительно к рас­
чету клеевых соединений такая модификация дана Ю. II. Артюхины1 
[18] (1975) в предположении, что клеевой слой нс сопротивляется изгиб 
и растяжению.

Ниже дана попытка модификации теории Рейсснера, которая позве 
лист устранить формальные противоречия при решении контактных задач.

Рассмотрим общий случай, когда на поверхностях пластины 
действуют поверхностные усилия <7.» » </։ • Граничные условия для
напряжений на этих поверхностях будут иметь вид

= <?;, = я՜ при г = ± (1)

■
В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

д 
^7=— <97 - 7^)» } = X, у, г

Будем точно выполнять уравнения равновесия трехмерного тела, а за­
кон распределения перемещении по толщине пластины определим путем 
точного интегрирования 3-х соотношении закона I ука

<>£ Е

ди* ды« оил ди^
■ ■■■■" -р ----- =х —— • —-— • —— О ——
О? Ох О: Оу С

Здесь и„, V,,, —смещения произвольной точки пластины в направлен! 
осей х. у, г: Ь — толщина пластины; Е. V—модуль упругости и коэфф 
циент Пуассона; (7 — модуль сдвига. В теории Э. Рейсснера соотнош 
ния (3) выполняются в интегральном по толщине пластины смысле.
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Как и в теории Э. Рейсснера, зададим линейный закон изменения на­
пряжений ох. <!», тД7 по толщине пластины

/V, , 6М. /V, , 6М։.
с.. ~---------------- Л \ = —- н—• 1к л2 у л л2 (4)

_ Л\у 6МЛ5, _ 2г
։и -- ‘ — —

Л /г Л

где Л., /V.,, — удельные усилия, Мд, Мг1/— удельные изги­
бающие и крутящий моменты.

Интегрируя уравнения равновесия с учетом (4). найдем закон распре­
деления напряжений тг., -у-, з- по толщине пластины

- = <?. А + ТГ 1 + 3':) + 7֊ О ֊

= <?-- + (- 1 + ЗЛ) + (1 - /։)’ /„ 2 2Д V > и

+ ЛЛ^ + ^М(1 /։) (5)
+ 8 ав /

где (},. тх—величины, определяемые формулами (2); Фу— удельные 
поперечные силы.

Напряжения, определяемые формулами (5), удовлетворяют гранич­
ив'՛. условиям (1) на поверхности пластины. Формулы (5) справедливы при 
услсаин. что выполняются уравнения равновесия

Ж !. (’У" д 

дх ду

=0. =0 
ахдх

оМ, дМХ9 О 1- -т Л дМх„ ^6)
Ох дУ дх

<!-. О

Эн։ уравнения получаются при выполнении граничных условий (1).
Подставляя напряжения из формул (4) и (5) в соотношения закона 

Гука (3), из первого из них определим закон изменения смещения и’о по 
толщине пластины, из второго и третьего найдем У<>
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"о=

2Е

- А
“+2ё

А С/го
2~д~х 1

1 . V— (Зд — — уз_.)
£

тг

2А

/։

/г дтп: I1 1 ду.
4£ 77 2А 4 8 77

(7)

3£
2А

* —----- ) 4-10/ *

4
£ т

1 д (д^, <ул»у\ / /д £_\ , 6 д /^ях , \ /'., **
8 дх \ дх ду / \ 3 10/ 16 дх \ дх ду / ՝ 6

>А Г д
4Е | дх

(М + М.)֊'- Мг)<’
2 А дх

(8)

й'„ получается из (8) перестановкой индексов х и у.

В формулах (7). (8) и, V, «.՛ — смещения срединной плоскости пласти­
ны. Первая квадратная скобка в (7) характеризует вклад в прогиб напря­
жений вторая — вклад ол" ау. В (8) слагаемые с .множителем А'(26) 
характеризуют вклад в смещение и<> касательных усилий “гг остальные 
слагаемые от смещения йУ<, (см. (3) ).

Соотношения обобщенного закона Гука между усилиями, моментами 
и смещениями, а также граничные условия получим из вариационного урав­
нения Кастилиано. Если считать выполненными уравнения равновесия тео­
рии упругости и соотношения закона Гука (3), вариационное уравнение 
Кастилиано для пластины как трехмерного тела будет иметь вид

’ дх

оч I 
оу I

'пг/'Ч .ои0\] )
(9)

4 | [(м<1 ֊ и*) -г (г,0 — 4) У + («’0 — щ’) 32] О

где •: объем. - поверхность пластины, н’, гс։’ — заданные на 

поверхности смещения, X У, 2 компоненты поверхностных усилий 
на оси л-, у, г.

Отметим, что из вариационного принципа Кастилиано не вытекаег 
закон Гука (3). если задан какой-то определенный закон изменения напря­
жений по толщине. Для этого нужно дать полный произвол в изменении 
напряжений, чего нет в рассматриваемой теории. Однако, с другой сторо­
ны, выполнение уравнений (3) не противоречит уравнению Кастилиано 
Оно лишь будет иметь упрощенный вид (9). Из (9) согласно формулам 
(4). приравнивая к нулю множители при произвольных вариациях усилий 
и моментов, получим следующие интегральные по толщине пластины соот­
ношения закона Гука
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1 — V /£©

Здесь введены обозначения

V - (12)

(13)

/• н — средние по толщине пластины перемещения. и <эу—средние па 
толщине пластины углы поворота сечения.

Слагаемые с и в формулах (11) те же, что и в классический тео­
рии Э. Рейсснера, остальные слагаемые учитывают влияние напряжения

Аналог соотношений (10) в теории Э. Рейсснера отсутствует, так как 
обычно не учитываются мембранные усилия.

Подставляя смещения из формулы (8) в (12). получим связь между 
средними во толщине смещениями и и смещениями срединной плоскости 
пластины и

- А(Ц֊у) Л2 
“-"+ 12 £ ч‘ 32£

4 дте ЗА д /дд* । дуу \ 
ЗА дх 1 20 дх \ дх ду /

— — + Лу24 Е дх ’ (14)

Аналогичное соотношение для У получится заменой и на У и х на у.
Подставляя И., непосредственно из закона Гука (3) в первую форму­

лу (13). получим

։
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где

1
и՛ = — ( а»0 (1 - (-) <Н

-1

05

— средний по толщине прогиб.
Если подставить в предыдущую формулу для и аналогичную 

формулу для напряжения и -у: из формул (5), получим

6

<7 1 777
| 6 { „ 1

--------- ------------- I •/</ —   ГП и 
оу 56’А \-----6

Эти формулы отличаются из соотношений теории Э. Рейсснера, в ко­
торой не учитываются касательные поверхностные усилия, слагаемыми с 
тх и т:).

По формуле (15) с учетом (7) определим связь между средним по тол­

щине прогибом и прогибом срединной плоскости £2»

зл И* — и՛ ———
16-70 Е

11 /Отх , дт,, 
~3~\дх ~Оу + М,} (17ЮЛ'Л " '

Чтобы получить связь между смещениями «ф> ь'о. произвольной точ­
ки по толщине пластинки со средними смещениями ». V, нужно исклю­
чить и. а* .из соотношений (8). (7) с помощью формул (14) и (17). Выпи­
шем формулы для смещений поверхностей пластины. Они используются 
для условий стыковки при решении контактных задач.

«»(+ 1) = « + -֊֊.(-֊ <7. ֊ 
ди \ о

О* \ . А дщ

Т / ' 7? 77
а*

4Ё
1 От- 3 ду2 1 д (дтх дту\ 

՛ ~ЗЬ~ох “70՜^ ± 105 1 ~оу )

А а /ду։ ду(/ \ I •//» 
30 дх \ дл Оу) I 4Е

1 д

2 д4. + Му)
5А дх

(18,

т- 17Адг ЗА /дтх д.тЛ
ТРо(± 1) - Ш |

/г
1АЁ

°ЧХ , 1 _ _2__
дх ду 1 ЧЕ М9)

ЭЛ

Верхний знак относится к поверхности пластины /= |֊ I, нижний — к
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в— — I. Слагаемые с одним знаком характеризуют симметричную часть сме­
шений. с двумя—кососимметричную.

Остановимся на естественных граничных условиях. Разбив поверх­
ностный интеграл в (9) на интеграл по поверхности t = :: I и интеграл по 
боковой (контурной) поверхности S, убеждаемся, что на поверхностях

± 1 могут быть заданы либо напряжения ~я:, “9Zi либо сме­
шения «0, w(։. Контурный интеграл будет иметь вид

1

( [(««О—-И*о)'X, 4՜ (и«о— •’ («о wj) ОТ„.| (it — о (19)

-1

где ~п: — напряжения; ипс, ил—смещения вдоль нормали и но
касательной к контуру

/V,, 6М. /V.„ бМхп .

-=‘7.4+7t(1-3/3)+^:(1՜^ (2։)
Z 2Л Z/1

ВЛгл, /V,,, удельное нормальное и сдвигающее усилие на контуре; Qn 
’.дельная поперечная сила; М„, М<п— удельный нормальный и крутя­
щий моменты.

Из равенства (19) и формул (20). (21) следует, что на контуре пла­
стины можно задать произвольно удельные усилия и удельные моменты

м„, а, м», м« (22)

э также поверхностные усилия или их комбинация

= qx cos ’J. -г qf/ sin a, mn = nir cos a -f- m4 sin a (23)

(a —угол между нормалью к контуру и осью л).

F
 нематические граничные условия, соответствующие произвольным па­

шням усилий и моментов (22), будут

На = и'„, Us = W*> W - W*, = с/, = <р’ (24)

где ип, us, zo ■ средние по толщине в смысле (12) и (15) смещения, 
?д И 9,-углы поворота.

При решении контактных задач поверхностные нагрузки (2) подлежат 
определению и могут произвольно варьироваться даже на контуре, если 
они там неизвестны. Кинематические граничные условия, соответствующие 
произвольным вариациям нагрузок (23). будут

* = V = (25)

где
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1

7 = шД- 1 4- ЗГ) Л 

- ։

(26)

а £*, у* — соответствующие величины от заданного на границе смещения 
С учетом (7) найдем

ш, /։ /Од д(1 \ V'-£7. +<ог(аГ ' ^)-£л’(Л'' + л,’)
ЗЛ<7, 2Л (От. ОтЛ Ъ

1 ՛ 35 £ 105/Г \ Ох ~ Оу ’ 5£Л {М' 1 (27)

Итак, кикематнчсскяе граничные условия при разыскании контактных уси­
лий сводятся к тому, что правые части выражении (27 > на контуре долж­
ны быть ; .»ним интегралам (26) от заданного на кон гуре прогиба. Здесь £ 
имеет смысл величины поперечного обжатия.

Отметим, что условия (25) можно задавать независимо, если неиз­
вестны на контуре нагрузки на обеих поверхностях пластины, а значит и 
их комбинации (23). Кинематические граничные условия, соответствующий 
каждой из неизвестных нагрузок д՜ и д' на контурных линиях поверх­
ностен / = ± 1. согласно формулам типа (2)

в я2 д~^ тп =
ЛЛ

д~ — Я ՝ сое з + <7У з։п а

формуле (21) и выражению ( 19). будут

(28)

где С и у — выражения (27). верхний знак относится к поверхности / = 4֊1, 
нижний — к ( = — 1.

Отмстим сходство и различие представленного здесь варианта теории 
Э. Рейсснера и варианта теории Э. Рейсснера, данного П. Нагди [13]. где 
также учитывается эффект поперечного обжатия. Уравнения равнове­
сия (6). естественно, являются одними и теми же, так как они не зависят 
ни от кинематических, ни от статических гипотез. Соотношения закона Гу 
ка (10). (II). (16) формально совпадают с аналогичными соотношениям։։ 
работы [8]. Однако у П Нагди в эти соотношения входят смещения сре­
динной плоскости Кроме этого, соотношения типа (16) получаются в ра­
боте [8| путем отбрасыпання эффекта поперечного обжатия при их полу­
чении. В настоящей работе никаких упрощении нс делалось. Закон изме­
нения смешений по толщине пластины у II. Нагди постулируется в су­
щественно отличается от полученного в настоящей работе закона (7). (8). 
Аналога граничных условий типа (23) и (28) для поверхностных усилия 
ч варианте II. Нагди нет. По существу предложенный в настоящей работе 
вариант теории Э Рейсснера и нужен для того, чтобы можно было выпол­
нять эти Важные условия при рсв։снни комта*тных задач. Как легко можно 
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убедиться при формулировке даже простейших контактных задач, ни клас­
сическая теория Э. Рейсснера, ни теория П. Нагди не позволяет этого сде­
лать. При решении же обычных задач для тонких пластин с заданными по­
верхностными усилиями все модификации теории пластин в большинстве 
случаев приводят к близким результатам, включая и теорию Кирхгофа. 
Иными словами, тот или иной вариант теории желательно выбирать в за­
висимости от класса рассматриваемых задач.

В качестве примера применения изложенного варианта теории Э. Рейс­
снера, рассмотрим простейшую задачу (фиг. I) определения реакций взан- 
V■ •действия в грехслойной полосе толщиной и шириной А. нагру­
женной, как показано на фиг. 1. Среднюю пластину будем рассчитывать, 
используя изложенную выше теорию и теорию Э. Рейсснера, данную 
II Нагди 113]. Наружные пластины будем считать мембранами, не сопро­
тивляющимися изгибу , и, таким образом, не будем учитывать нормальные 
реакции взаимодействия. Касательную реакцию взаимодействия обозна­
чим через Ц.

Из уравнений равновесия (6). соотношений закона Гука (10). (11). (16) 
п граничных условий для средней пластины найдем

х I

О. = М. = = 0, /V, = 2 дс!х, дЗх —

о о

(а)

20 ’'г) Г д *)/» Нд

о

(6)

Эти же соотношения имеют место для варианта 11. Нагди [13]. Соглас­
но варианту I I. Нагди. смещения на поверхностях пластины г = ±/М2 опре­
деляются по формуле и0 и ± А?ж/2. Так как — 0, то деформация 
сй/./'дг. на поверхностях пластины будет иметь вил (б), а по формулам (18)

с1«п _ Нм _ 2(1 -*- *) /Р сРд
Их <3х 6£ Зх 60£ Зх3

где <1иМх имеет вид (б)
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Деформация верхней и нижней пластины

du, 1 —чг / р Г \ 
• - —- --------|--------- I gdx )dx EJit \ 2 J / (г)

где Л1. й։ — модуль упругости и толщина наружных пластин.
Сравнивая деформации (6) и (г), а затем (в) и (г), получим два ураз- 

нення для определения реакции г/. Уравнение, вытекающее из варианта 
II. Нагди

12(1-ч)(1 4-л) dx

Eh р к Р 
ïEJh ’ ’ 1 + л 2

я уравнение, вытекающее из изложенного варианта теории Э. Рейсснера

(2 - ч*) /г ________ V________  d\j
12(1 ->)(! -Н) ' 120(1-՝r)(l -H)dx3

(д)

«

(ж)

Уравнение (д) при условии (а) имеет лишь решение типа дельта- 
функций на концах х = 0, Ь

q ֊= Рр (х) + (~ Л J ^ ( £ -֊ *)

Это сопроматовское решение, в котором пластины растягиваются, как 
стержни, усилия п них пропорциональны жесткостям

P РКNrï~ ----- ------- . ;Vx=-i—
2 а+м 14֊ à

Есть еще быстроосцнллирующее решение, которое физически не объяс­
нимо и вызвано особенностями теории.

Таким образом, классическая теория Э. Рейсснера, в том числе к ег 
вариант IL Haï ди, учитывающий поперечное обжатие, не позволяет найти 
характер распределения касательных усилий.

Уравнение (ж) имеет более высокий порядок по сравнению с (д). На­
личие третьего слагаемого в левой части позволяет удовлетворить условию 
равенства нулю реакции г/ при х = 0, L. Это слагаемое, согласно (в) и фор­
мулы (8), связано с учетом изменения прогиба по толщине пластины, 
то есть с учетом обжатия. Второе слагаемое в левой части уравнения (ж) 
(если отвлечься от влияния коэффициента Пуассона v) характеризует 
вклад в смещение и,. от касательных напряжений но учтенный акку­
ратно. согласно формуле (8), а не в обобщенном смысле от перерезываю­
щей силы Q*. Если даже отбросить третье слагаемое и оставить только вто- 
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рос. то получим вполне определенное решение без сосредоточенных сил. он:՛ 
только будет возрастать на концах зоны контакта и условие <7 = 0 при 
т “0. L выполнено нс будет.

Уравнение (ж) имеет следующее решение, удовлетворяющее усло­
вию (а) и условиям Q = 0 при х = 0, Л:

q = A sh р: sin q(l—;) -|- Bsh р (1 — ;) sin qz

где

P| Ze>_________ q sh pl 4~ 'P sin q I______

2Л (1 ■ A)(</2sh"pZ -/rsin:;<7?)

P\' w__________ цг sh pl ֊\-pAnql______
2Л (1 -|- >■) (q՜ sir pl p~ sin'՜ ql)

I = .»=120(1-,=) (l + O
h h

— _ / ՝s c \ | <>i — a*
p 4֊ iq ।' v> I cos — 4- f sin — b ? — arc tg----------------

Результаты численного расчета безразмерной реакции (]4=2дЬ.!Р при­
ведены на фиг. 2. где для каждой кривой даны также параметры I и л. Вид­
но. что максимум реакции смещается влево с увеличением относительной 
жесткости средней пластины.

Институт механики МГУ 
им. М. В. Ломоносова Поступила 8 IV 1976
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է. I՛. ԴՐԻԴՈԼ3111Պ, Վ. Մ. ՏՈԼԿԱ85ՈՎ

ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԽՐՆևՐհ ՀԱՄԱՐ ՍԱԼԵՐԻ ՃՇԳՐՏՎԱԾ 
ՏԵՈՈհԱՅԱՆ ՄՈԴԻՖԻԿԱՑԻԱՆ

Ա մ փ ո փ ում

Տրվում է սալերի ///Aսութ յան մոդիֆիկացիան, որը հաշվի կ առնում 
լա յն ական սահքը և շրշա սեղմ ում ը կոնտակտս։ յին խնդիրների լուծման րն~ 
թարքում օդտա դործելու նպատակով։ Մոդիֆիկացիայի էությունը կայանում 
Հ նրանում, որ ճիշտ որոշվում է տեղափոխությունների բաշխման Օրենքը ըսւո 
սալի հաստության։ Այդ օրենքը համապատասխանում է ըստ սալի հաստության 
մեմըրանային լարումների դձււ/յին փուիոխությւսնր։ 1իստ հաստության ին- 
տեդրալ արսւահա լտութ յուննեըը չեն փոխվում ի. Մեյսների հայտնի տեսու՝ 
թյան և Պ. Նաղդիի տարբերակի համեմատությամբ։

Հավասարումների արտածման ժամանակ օդս։ ա։լ։ր րծվե / l։ h ւսսւսիլիանո- 
յի սկդրունքրւ Տրվում է խնդրի լուծման օրինակ։

MODIFICATION OF THE REFINED THEORY OF PLATES 
FOR CONTACT PROBLEMS

E. I. GR1OOL1UK, V. M. TOLKACHEV

Summary
A modified version of the theory of plates for contact problems 

is proposed offering an accurate law of displacement variation over 
the plate’s thickness is terms of the hypothesis on linear distribution 
of membrane stresses across the aforesaid thickness. Accordingly, the 
integral thickness correlations coincide with the familiar correlations 
of the jcfincd theory taking into account the lateral normal linear de­
formation and lateral shear.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН С К О И ССР 
Մեխսւնիկա XXX, № 3, 1977 Механика

С. А. МОЛАСЯН

О ДВИЖЕНИИ УПРУГОЙ СИСТЕМЫ, СВОБОДНО ЛЕЖАЩЕЙ 
НА ШЕРОХОВАТОЙ ПЛОСКОСТИ. ПОД ДЕЙСТВИЕМ

ПЕРИОДИЧЕСКИХ ИМПУЛЬСОВ

Хорошо известно, что если на твердое тело, лежащее не шероховатой 
плоскости, действует сила, вектор которой лежит внутри конуса трения, то 
тело остается неподвижным. В настоящей работе обращается внимание на 
то. что указанная закономерность не сохраняется в случае, когда тело яв­
ляется деформируемым, то есть имеет «внутренние колебательные степени 
свободы», а действующая сила является переменной во времени. В этом 
случае движение тела по неподвижной шероховатой плоскости может про­
исходить также, если вектор силы лежит внутри конуса статического тре­
ния. Задача рассматривается на примере простейшей системы, представляю­
щей собой лежащее на шероховатой плоскости твердое тело, внутри кото­
рого расположено другое тело, связанное с первым посредством упругого и 
демпфирующего элементов. Периодическая сила приложена именно к это­
му последнему телу, причем рассматриваются два случая — действие мгно­
венных импульсов и гармонического возмущения.

Показано, что в сравнительно широкой области изменения параметров 
система движется по плоскости в направлении, противоположном направле­
нию действия импульсов. Дано физическое объяснение этого, на первый 
взгляд, парадоксального результата.

Рассмотренная задача представляет интерес в связи с теорией вибра­
ционного перемещения [1], в частности, в связи с расчетом вибрационных 
двигателей [2. 3] и с изучением поведения свободно лежащих на грунте 
сооружений под действием импульсной нагрузки. Для частного случая аб­
солютно твердого тела изучаемая система рассмотрена в работе [4].

§ 1. Дифференциальные уравнения движения колебательной системы
Динамическая схема рассматриваемой колебательной системы пред­

ставлена на фиг. 1. Основное тело, имеющее массу /И։, расположено на не­
подвижной шероховатой плоскости. Внутри этого тела вдоль некоторой ли­
нии, составляющей угол 6 с вертикалью, может перемещаться дополнитель­
ное тело массы П12, связанное с основным телом линейными упругим и демп­
фирующим элементами.

Система координат хоу неподвижна; относительно этой системы и 
рассматривается движение колебательной системы. Подвижная система 
координат «0,0, относительно которой рассматривается движение дополни­
тельного тела, жестко связана с основным телом. Предполагаем, что между 
основным телом и неподвижной плоскостью действует сила сухого трения.
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Описанная система имеет три степени свободы. Общие уравнения дви­
жения системы под действием импульсной силы имеют следующий вид:

тх -р rn2u sin о = F(0 4՜ Q (О sin о

ту — т2и cos о = N(t) — mg — Q (/) cos о (1.1)

и 4֊ 2пи 4՜ /<2w ="• ■— Q (0 + Я cos $ — (x sin о — у cos о) 
лп2

где л(<), у(0 — координаты основного тела в неподвижной системе коор­
динат xyz,

Ъ— угол наклона оси упругого элемента к вертикали,
с— жесткость упругого элемента, 
g— ускорение силы тяжести,

и (t)— координата дополнительного тела в системе осей, связанной 
с основным телом,

0(f)— импульсная сила, 
F(t)— сила cyrforo трения 
N (f)— нормальная реакция,

/Q
— — частота свободных колебаний дополнительного тела при не-I т2

подвижном основном теле, 
т = т1-\֊т2— масса системы,

/ X.
р--- коэффициент ВЯЗКОГО сопротивления /

Периодическую импульсную силу предполагаем заданной в виде

Q(/) = Q(I+ 7-) = ["при
I 0 при <4 t \ /

(1.2)

где Н — некоторая постоянная, а 1 — период импульсной силы (фиг. 2).
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Если колебательная система не отрывается от неподвижной плоскости, 
то

ЩГ)>0, у~0 (1.3)

а сила сухого трения А (О связана с нормальной реакцией Л(/) соотноше­
ниями

֊/А(/) при х 0

/Аф) при х<0 (1.4)

^(0 при х = 0

где /— коэффициент трения скольжения,
Д — коэффициент трения покоя, 
е— множитель, лежащий в пределах —1 1.

Основное тело находится в покое на плоскости (у = 0, х = СОП51), если

11ри движении основного тела вперед по плоскости

F(t) = 
и

у = 0, х^>0, 7V(/)>0

Тогда из системы (1.1) получим

sin (о р) \"т г 
х = ---------------  I W) — rn^—fg

т cos р 

Аналогично для случая движения назад

у = 0, х<0, Лф)>0

(1.6)
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Уравнения (1.6) и (1.7) можно записать в одной форме

■х = I Q(0 - m2u] + fg (1.7)
т cos р

х - [ Q(0 т2и\ + fg (1.8)
т cos р

причем, верхние знаки здесь и далее соответствуют движению тела вперед 
(л>0), а нижние — назад (х<0).

Итак, для движения колебательной системы под действием импульсной
силы при наличии контакта с плоскостью получим следующие дифферен-
циальные уравнения:

и 4֊ 2пи 4՜ kzu= —— Q (/) 4՜ g cos r'> — х sin 8
ЛП,

■ /՝֊ 1 (1-9)
s i n (ъ *4՜ p) г /л /. x — fx= [Q(0 /Hotz] + fg

или после

m cos p

простых преобразований

x = a [Q(/) — mzu] + fg
(1.10)

и 4- 2n и 4՜ к2 и = — Q (/) 4՜ Ь 
т„

где

sin (8 + p) 
a —---------------

m cos p

, g cos (8 + p)
o± —

(1 — Gi m2 sin o) cos p

n
nb = . . ;1 — a±m2 sino

k\ =-------- k-------- ;
1 —at m2 sin о

§ 2. Движение дополнительного тела под действием импульсной
силы при неподвижном основном теле

Движение дополнительного тела описывается третьим уравнением (1.1). 
Рассмотрим частный случай, когда во время движения дополнительного 
тела основное тело находится в покое. В этом случае будем иметь

и упомянутое уравнение принимает следующий вид:

х — const, у = 0, N> 0

4 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 3
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и 4- ‘Inu 4՜ к?и = ----- Q(f)4֊£cos6 (2-1)
zn2

Найдем установившееся периодическое движение дополнительного те 
ла, учитывая, что сила Q(0 определяется соотношением (1.2) (фиг. 2). При 
этом будем считать промежуток времени /, весьма малым, а импульс 
Slt = Hl — конечным. Тогда, если в начальный момент времени t= — 0

и (— 0) = Mj 4՜ Ust, и (— 0) — «1 (2-2)

# cos о 
где usl = ——— > а иг и иг — некоторые неизвестные величины, то

в момент времени t — = 4՜ 0 перемещение и скорость дополни­
тельного тела будут равны соответственно

и (fj = и (0) = usl 4֊ иг
о (2.3)

U(/,) = „(+0) = UI+֊°
m2

В интервале времени (/,, Т) движение дополнительного тела описывается 
уравнением

и 4֊ 2nw 4՜ к?и = g cos о (2-4)

решение которого имеет вид

ц = e~nt (С\ cos kJ 4՜ С2 sin kJ) 4՜ Ust 
_____ .. (2.5) 

(^ = ^F֊n2)

и —e П/[(С2&1— Схп) cos kJ — (C2n 4՜ Ci&i) sin (2-6)

где Ct и C2 — постоянные, легко выражающиеся через Ut и W, при учете 
условий (2.3)

1 / - 5 \ (2-7)
С2= ֊( + ^-)

*1 \ т2 /

В свою очередь, постоянные W։ и Ut найдутся из условий периодичности 
движения дополнительного тела

а(Г) = и(-0) = а(+0)

н(Т) = а(—0)

Исходя из последних условий при учете равенств (2.2), (2.3), (2.5) и (2.6),
ПОЛУЧИМ

1
— ^ое"Т________ sin Т

кгт2 (1 — 2e"Z cos kY T J- e2"')

(2.8)
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1пТ 1 'г՛ \ пТ . I т՝— е cos kr 1 ------- е sin кл 1и = А___________________  ______________L

1 1 О "7՜ / п֊. , 2пТm2 1 — ze cos кг1 е

Итак, в установившемся режиме при неподвижном основном теле движение 
дополнительного тела происходит согласно закону

и (f) = u(t +
Soe sin ( T—t) 4֊ e"7 sin kAt 
m2ky enT 4֊ e —2 cos кг T

(2.9) 
k2

§ 3. H екоторые качественные закономерности поведения системы 
под действием периодических импульсов

Пусть система находится на плоскости, причем основное тело непод­
вижно. Тогда у = 0, x = const и из уравнений (1.1) получаются следующие 
выражения для силы трения F, нормальной реакции N (далее для упроще­
ния пренебрегаем коэффициентом вязкого трения и):

F = sin cos $ — Cl1 sin $
/V = mxg + си cos о -р m2g sin2 о

При П=0 выражение (2.9) после простых преобразований может 
представлено в форме

(3.1)

быть

(3.2)

и тогда условие отсутствия отрыва основного тела от плоскости сво­
дится к требованию выполнения неравенства

kS0 cos о
9 .z sin —

2

/ Т \cos kit-----~ ) J> — mg (3.3)

в любой момент времени Л Если период следования импульсов Т —----
ш

больше периода свободных колебаний дополнительного тела То =—» то есть 
к

ы<^к, то необходимое и достаточное условие, обеспечивающее выполнение 
неравенства (3.3) при любом /. можно записать в виде

а | cos о | (3.4)

где обозначено

. кТ2mg
Sok

sin----- (3.5)
2
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Аналогичным образом условие (1.5) отсутствия скольжения основного те­
ла выражается при (։><& в виде

a sin pj > j sin (S + p։) | (3.6)

где, как и раньше, верхние знаки отвечают скольжению вперед, а нижние— 
назад. Очевидно, что при одновременном выполнении неравенств (3.4) и 
(3.6) основное тело будет покоиться на плоскости. При выполнении условий

a sin < | sin (о — pj |, a sin Pj > | sin (o 4֊ p։) | 
a | cos о |

основное тело будет скользить без отрыва вперед по плоскости, а при вы­
полнении условий

a sin pj > | sin (о — Pj) a sin рх. < | sin (о 4֊ pj |
а |cos о |

оно будет скользить без отрыва назад.

На фиг. За, б для трех значений угла трения Р1

в координатах х = 6, у = а5Шр։ изображены области, определяемые неравен­
ствами (3.4), (3 6), (3.7), (3.8). Области, в которых происходит безотрыв­
ное скольжение основного тела только вперед, помечены знаком « + », а 
только назад — знаком «—»; в области, помеченной знаком «4----» имеет
место безотрывное скольжение в обоих направлениях. Наконец, область, 
лежащая ниже кривой у = зтр, |сО5Д'| и заштрихованная вовнутрь, соответ­
ствует движению с отрывом. Из фиг. 3 следует, что поведение рассматри­
ваемой системы существенно отличается от поведения при тех же условиях 
абсолютно твердого тела. В последнем случае, если вектор импульса, дей­
ствующий на абсолютно твердое тело, лежит внутри конуса трения 16| <рп 
то тело остается неподвижным. Изучаемую же простейшую деформируемую 
систему практически при любом значении угла 6 можно заставить не толь­
ко скользить по плоскости, но и периодически отрываться от последней, 
для этого, согласно формуле (3.5) и фиг. 3, следует соответствующим обра- 

е 2'зом выбрать величину о0 и частоту следования импульсов со= —— •

Далее, из фиг. 3 видно, что, например, при 6>0 существует значитель­
ная область изменения параметров, при которых тело в рассматриваемом 
случае движется назад, то есть в направлении, противоположном направле­
нию действия импульса (фиг. 1). Этот, на первый взгляд, неожиданный ре­
зультат, допускает простое физическое истолкование: импульсы вызывают 
периодические колебания дополнительного тела; при этом в течение той 
части периода, когда это тело движется вперед-вниз, оно сжимает пружи­
ну с и прижимает основное тело к плоскости, препятствуя его продвижению 
вперед; в той же части периода, когда дополнительное тело движется на­
зад-вверх, пружина с растягивается и при этом уменьшается нормальная 
реакция X и вместе с нею — предельная сила сухого трения; в итоге основ­
ное тело получает возможность проскальзывать назад.
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Аналогично объясняется и возможность отрыва основного тела от пло­
дополнительного тела.скости под действием колебаний

§ 4. Случаи возмущающей силы, изменяющейся по гармоническому 
закону

В случае, когда сила Q(0 изменяется по гармоническому закону

Q (0 == Qo sin œf (4.1)

с амплитудой Q,, и частотой (О, решение уравнения (2.1), отвечающее уста­
новившимся вынужденным колебаниям, имеет вид (как и ранее, полагаем 
п«0)

и =-------- —------- sin + — — cos о (4.2)
- m^k2 — œ2) с

Нетрудно заметить, что в данном случае анализ приводит к тем же нера­
венствам (3.4), (3.6)—(3.8) с той лишь разницей, что величина «а» опре­
деляется выражением

т& /По«)2 / к \2 . I
а — —- ----- -— I — I — 1

Qo с \ ш /

и чю в данном случае для упрощения не требуется предполагать, что ia<C.k. 
Поэтому диаграммы, изображенные на фиг. 3, а также все качественные вы­
воды сохраняются и в данном случае.
-Ленинаканский филиал Ереванского 

политехнического института
им. К. Маркса Поступила 10 XI 1976
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II. II.. Ս111.Ա113ԱՆ

ՊԱՐԲԵՐԱԿԱՆ ԻՄՊՈՒԼՍՆԵՐԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ ԱՆՀԱՐԹ 
ՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ ՎՐԱ ԱԶԱՏ ՏԵՂԱԴՐՎԱԾ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ 

ՀԱՄԱԿԱՐԳԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ո փ ո I if

/ևսումնասիրվող տատանողական համակարգը իրենից ն ե րկա լա ցն ո ւմ է 
անզարթ հարթության վըս* գտնվող պինդ մարմին, որի ներսում տեղավոր­
ված երկրորդ մարմինը կապված է առաջին ի հետ առաձգական և հ ան գս տ ա- 
ցուցիչ էլեմենտների միջոցով։ ենթադրվում է, որ լրացուցիչ մարմնի վրա 
գործում է իմ պուլս ալին ում։

Հետազոտությունները ՕՈ1֊1Ը են տվել, որ դիտարկվող համակարգի վար֊ 
քր նույն պայմանների դեպքում էապես տարբերվում է բացարձակ պինդ 
մարմնի վարքից։ Պարզվում է, որ նշված համակարգի շարմումր անհարթ 
հարթության վրայով հնարավոր է աղդող,ուժի վեկտորի ցանկացած ուղղու­
թյան դեպքում։ Ցույց է տրվում, որ պարամետրերի բավականաչափ մեծ փո- 
փոխման տիրույթում, հանք ակարգր շա րմ վում է հարթության վրայով ի մ պո լլ֊ 
սային ում ի ագդմանր հակադիր ո ւղղո ւթ լա մ բ։

ON MOTION OF AN ELASTIC SYSTEM LYING ON A ROUGH 
PLANE UNDER THE EFFECT OF PERIODIC IMPULSES

S. A. MOLASIAN

Summary

An oscillating system is considered that consists of a solid, lying 
on a rough plane, containing another body connected with the former 
by means of an elastic and damper element. The inner body is assumed 
to be affected by an impulse force.

Examination indicates that the behaviour of the system in question 
is unlike that of a perfect solid ttnder the same conditions. I he motion 
of a given system along the rough plane is found to be possible at 
any direction of the impulse vector. The system is shown to move 
along the plane in the direction contrary to that of impulse over a 
wide area of parameter variations.
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ւրւխաէ|ւկա XXX. №3. 1977 ՜՜ M^swnlf

А. М. СИМОНЯН

О ДВУХ ВОПРОСАХ В ОДНОМЕРНОЙ ТЕОРИИ 
ПОЛЗУЧЕСТИ

Развитие техники с применением высоких напряжении и температур 
делает псе более актуальным изучение явления ползучести. Для учен 
ползучести при расчете элементов конструкций необходимо иметь теорию 
ползучести, достаточно точно обобщающую аппроксимации деформаций 
ползучести при постоянных напряжениях ил случаи произвольно изменяю­
щихся но времени напряжений. Теории ползучести, чисто феноменологи* 
ческне или осниванные на физических представлениях, многочисленны, од­
нако выбор их для конкретного материала затрудняется тем. что при одних 
и тех же программах изменения напряжения различные теории, зачастую 
предсказывают незначительные расхождения кривых ползучести, соизмери­
мые с разбросом экспериментальных данных. В этом смысле определенный 
интерес представляют качественные явления, предсказываемые той илч 
иной теорией ползучести и относительно легко проверяемые эксперимен­
тальным путем.

В настоящем работе формулируются два подхода в одномерной теории; 
ползучести — преемственность и допущение нарушения коммутативности, и 
исследуются соответствующие предсказания по ряду современных теорий 
ползучести—теории упрочнения, теории наследственности, энергетической 
теории Соснина. кине и чес? .;й теории в двух вариантах, структурной тео­
рии Малиннна-Хажинсхого. теории Лагнсборга я теории, использованной 
автором при изучении III стадии ползучести.

1. Примем следующую формулировку преемственности: «ползучесть 
образна, имеющего некоторую остаточную деформацию, тем ннтснсипнег. 
им при меньшем напряжении была достигнута эта остаточная деформация».

I Тресмстаенность имеет экспериментальные подтаерждения в работах 
[ I—4 и др.]. Схематически она показана на фиг. 1. Здесь при к>еФ и при 
одном и том же напряжении о кривая I положе кривой II. а та, в свою оче­
редь, положе кривой III. Математически она может быть записана следую­
щим образом. Принимается программа эксперимента

5 </) = 1 ° ° '/։ /в) - «0։ »= const (1.1)
I з / > f9

Рассмотрим выражение

<« Ч = Г(з. G, 50); />/в. 0 = / —/0 (1.2)

где с помощью условия е0< = const в /'։ устранено о0, а в К — /0.
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Преемственность соблюдается, если имеет место

—’ >0 или —2<0 (1.3)
<Ч> <4

Отметим, что это допущение согласуется с высказанным в [5, 6] утвержде­
нием, что после увеличения нагрузки деформации ползучести протекают с 
большей скоростью, чем это предсказывается гипотезой уравнения состоя­
ния [5].

Преемственность имеет место и для ползучести на 111 стадии (фиг. 2), 
хотя здесь эксперименты для его подтверждения единичны. Как показано 
а работе [4] для стали X 181110 при 700°С, удлинение образца до некото­
рого значения £Лс тем больше разупрочпярт его. чем при мр-ныпем напря­
жении достигнута эта деформация

2 Ф. Одквистом [7] в 1956 г. был введен так называемый коммута­
тивный закон ползучести, согласно которому при ряде последовательных 
приложений напряжений полные пластические деформации ползучести не 
зависят от порядка, в котором прикладывались напряжения. В той же ра­
боте [7] приведены экспериментальные данные, не подтверждающие ком- 
м’.'та; лвный закон. Дальнейшие исследования [1.3 и др.] по проверке 
։оммутативиого закона привели к общему выводу [5. 8] о систематичности 
н-клонений экспериментальных данных от коммутативного закона, причем 

общая деформация ползучести оказывается большей в том случае, когда на 
последней ступени нагрузка оказывается большей (фиг. 3). Такое наруше­
ние коммутативности будем называть «нормальным». При наличии проти­
воположной картины (фиг. 4) нарушение коммутативности будем называть 
«обратным».

Математически допущение нарушения коммутативности может быть 
«писано следующим образом. Принимаются следующие две программы 
кспернментов:
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О

2)

о < t < tn 

'o<J<2'o

t0<t<2<9

(2.1)

При положительности е1։. (2/0) -г« (2/0) имеет место нормальное на­

рушение коммутативности, а при его отрицательности обратное 
нарушение комм у тативности.

Далее будут рассмотрены предсказания Относительно принятых допу­
щений согласно некоторым теориям ползучести.

3. Теория упрочнения (иля «гипотеза уравнения состояния») [5. 9] 
предсказывает однозначную зависимость между скоростью ползучести

напряжением (э) и деформацией ползучести (з..) независимо от 
՝ dt /
истории нагружения

Согласно (3.1). на фиг. 1 и 2 при ֊.■ кривые 1. II и III в точках с 
одинаковыми ординатами должны иметь касательные < равным наклоном, 
чги противоречит постулату преемственное гя.

Как показано в работе [7]. для 'вырожденной зависимости (/(-.֊■■) = 
— А (°)/? (s<-))> согласно теории упрочнения, имеет место коммутативный 
закон, то есть на фиг. 3 и 4 кривые должны пересекаться в точке 1-2L.

4. Наследственная теория [ 10]

SC (О т)сЛ (41)
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рюбщи говоря, дает различные предсказания относительно преемственно* 
<т.1 я зависимости от вида аппроксимации при постоянных напряжениях 
или. что то же. и зависимости от вида ядра Л'(/. т). Согласно програм* 
мг (1 1) и уравнению (4.1) получим

1֊4 = г։<’. 0. /0)= С(0)/(.-)֊ Ч 4 С(^[С<'о 4 ®) С(®)1 (4-I 2> 

где

I =------ Д=]---------А — — <И (5.1)
д! (А*-АГ ;)

что Соотпетстпус! аппроксимации по времени

I ”|’ 1 | (5-2)

описывающей деформации с монотонно возрастающей скоростью.
Соотвстстпснно программе эксперимента (1 1) из (5.1) при />/., по* 

лучим

I
I С(/) = ^К(1.

ассмотрим дна простейших типа ядер К((, ') якепоненциаль- 

моег ' | аппроксимация ։*"/(’)“(! е и степенное (/ ’)'

со слабой особенностью (0 ■ а 1) ( аппроксимация -< — --С )•

для экспоненциального ядра имеем
дЧ~ е О, то есть

емственность не соблюдается, а имеет место картина, аналогия-
пая предсказанной теорией упрочнения.

Для степенного ядра имеем
дГ։ = 2_|

<?/0 I
(/оЧ-0),~а֊^-д 

Й՜“

> 0. то есть преемственность соблю-

Соответственно программам экспериментов (2.1). для (4.1) получим 

ч(ад֊ч<ад = [/(=.) /(’01 |2С(/0)- с(2/ои <4.з» 

выражение (4.3) в условиях затухающей скорости ползучести всегда поло­
жительно. откуда заключаем о соблюдении нормального» нарушения ком- 
|утативиостн для любого наследственного оператора с затухающей па- 
1ЯТЬЮ

5. Согласно энергетической теории Соснина [11] имеем
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S։W-։.w=4l7i_^(։/(։։)_

- V1 - ('»/(=»> + VO)]} (5.3>.

Устраняя здесь /0 из условия еОг = const, в обозначениях (1.2) получим

Л(5, е, <0 =

(5.4) 

причем

то есть преемственность не соблюдается.
Для проверки нарушения коммутативности используем программы 

экспериментов (2.1). согласно которым имеем

че(2^)—Ч(2;о) =

+"1 - -ЦЩ/(=.) ֊”]/1 ֊ ° (?I

. >п-1-----------------------— т->-1 . ՛ I
так как ~г > з։ и функция •!>(?) = V 1 — а — 4-1 / 1 — а—

— V1 и при ։^>0, Р^>0, а-| 3 < 1 имеет отрицательную про*
д'> 1 I 1 1 п

изводную — =--------- —- т+1 —• ֊ т+1/-----------< 0՛
6а । г (1—а —£)”* У (1 а)"«

? (0) 0 и, следовательно, Ь(а)<^0. Из (5.5) заключаем об обратном
нарушении коммутативности.

6. Согласи > одному из вариантов кинетической теории [5 | имеет место 
соотношение

(6.1)

При аппроксимации с,. = /.с"‘Г уравнение (6.1) запишется так 

(6.2)
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кпользуя программы экспериментов (2.1). из (6.2) получим выражение

ч (2'.) - ч 12'«) =
ж . I

т= (6.3)

Которое положительно при любом я<1. следовательно, п условиях ползу­
чести с затухающей скоростью предсказывается нормальное нарушение 
коммутативности.

Для Соблюдения преемственности, согласно кинетическом теории, до­
статочно условие убывания / по второму аргументу Действительно, соглас­
но (1.1) для />/„ имеем

с/*
= /{«. 3А + 3М') - чИ- Ч = со։и1 (6.4)

откуда легко видеть, что при достижении одной и тон же деформации 
МО скорость ползучести будет тем больше, чем меньше о».

7. Рассмотрим еще один вариант кинетической теории [3]

где

г)вг
-=-,։<-ехр

|ае</з
й_____
Ь

этветствуюший аппроксимации = (: — 1)т/ев ' . 

Для программы экспериментов (1.1) нз (7.1) получим

-ч

(7.1)

(7.2)

дЕ
откуда видно, чтг —- <^0 и. следовательно, преемственность соблюдает*

ся как для затухающей ползучести (а>0), так и для ползучести с поз- 
стающен скоростью (—1<а<0).

Для программ экспериментов (2.1) из (7.1) получим

Е։< (2^<>) ~ с!

— I1 (7.3)

|1 »

I

9

а
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следовательно, уравнением (7.1) предсказывается нормальное нарушении 
к мму тативнос ти и для затухающе»“։ ползучести, и для ползучести с воз­
растающей СКО4Х СЧЫО.

<8. Согласно теории Малинина-ХажинскоГо [6] 

dse ....

ау = Д(з — г,, z)dzt

где / и . ! экспериментально определяемые функции, причем F — воз­
растающая функция, а величина о до нагружения равна нулю. При 
/'(п—р, о) —const (8.1) вырождается в теорию упрочнения.

Соответственно программе эксперимента (1.1) гг(/) ֊ 2е(/0) здесь 
будет определяться лишь значением у(' У и напряжением =, незави­
симо от истории нагружения. Для соблюдения преемственности при 
достижении одного и того же ;г(/0) величина у0 — у (t0) должна быть 

тем меньшей, чем меньше '0, то есть при £C(ZO) — const ^>0. Ис-
Ъо

пользуя это для второго уравнения (8.1), получим

Uf—'--------  ----------1----------<0

• ^“о (3 ?» 3) </7о-4(со "('о> Зи)
0

<М(5-р, _

что во всяком случае соблюдается при -------------------- О.

Рассмотрен» е же нарушения коммутативности, в общем, здесь затруд­
нено гем, что для этого необходимо рассматривать также и случай умень­
шения напряжения, а функция Л(п—р, о) в силу корректности (8.1) 
должна иметь различные выражения для случая нагружения и разгрузки, 
при этом, естественно, для разгрузки могу՛։ быть выбраны выражения, 
соответствующие различным предсказаниям.

9. Согласно теории Лагнеборга | 12], имеем

77 =чех₽« - МО —
л л, (9л)1А'. + 2Л^։ = с^а-

д( д1

где рЗ>0 и С>0—постоянные, М. г и г01. — функции от напряжения.
!՛— плотность дислокаций. Уравнения (9.1) описывают ползучесть мате­
риала в первых двух стадиях, причем скорость ползучести на второй ста­
дии 1-. определяется по формуле

2ЛЛ 

с 
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где р։—установившаяся плотность дислокаций на второй стадии ползу­
чести. определяемая из формулы

2Мтр>
с=------- ‘‘ехр[?(| Р, - | ?0)1

£о
В работе [ 12] принимается, что до нагружения образца дислокации 

пнем отсутствуют (р 0). но сразу после нагружения |»--Рл(п); и даль- 
ксГппсм же при ступенчатых изменениях напряжения плотность дислокации 
претерпевает лишь непрерывные изменения. Недостаток такой концепции 
иллюстрируется сравнением ползучести вновь нагруженного образца до на- 
пряжения о с ползучестью образца, догруженного от весьма малого иапря- 
женвя Лп до того же напряжения о. В первом случае сразу после приложе­
нии напряжения о плотность дислокаций равна р (п). но втором же случае

.та Р.03) * 0- Этот недостаток не имеет места, если в (9.1) принять

М*) = 0 (9.2)

то есть если пренебречь р. п сравнении с р,-
1,-Из уравнении (9.1) вытекает, что скорость ползучести на некотором 

участке действия постоянного напряжения о определяется величиной п. .։ 
также значением р в начале этого участка, независимо от истории пагруже- 
яня. Для программы эксперимента (1.1) после выхода на вторую стадию 
ползучести одна и та же деформация к(- ) будет соответствовать различ-

I С-7
ным значениям 1 —-— в зависимости от величины ол, причем при

’ 2М~
меньшем о„. а следовательно и ползучесть будет более интенсивной, чти 
подтверждает соблюдение преемственности.

Для проверки нарушения коммутативности, используя (9.1) и (9.2). за­

пишем уравнение для дополнительной деформации - — £<- — =,г:

2ЛГ(з)-(*)£(*)
*՜ ч(--)С ехр(?к>)

ехр(31 Г)
ЕСс(5)С

(9-3)

Принимая в (2.1). что за промежуток времени •՛, ползучесть устанавливает­
ся (фиг 4) согласно программам (2.1). после ряда выкладок нз (9.1). (9.2) 
•I (9.3) получим

Д*(2/о) М2'о)

р, __
1 гехр^! ֊1 ,*« )| — 1 

схр|.9(1'Х֊1/Г)|—£

₽. ■___
1 Г ' схр[3(|'р Гр)|~ 1

— I ------------ —1------------—------------- —

С г/ ехр (3(| рь— I ? )]— ‘р-
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Р։, ,__  _
ехр[?(!%- I Г')| 1

С<; ехР|Х^- 17)] ֊5

Поскольку <; (0) —0 и, кроме того,

при любом положительном \ Из соотношений (9.5) и (9.6) как для 
так и для после ряда выкладок получаем, что подын­

тегральное выражение (9.4) отрицательно при любом ;< и, следова­
тельно,

А,(2/с)֊Х(2/в)<0 (9.7)

откуда заключаем, что теория Лагнеборга в стадии установившейся ползу­
че; ти предсказывает обратное нарушение коммутативности, как и показано 
на фиг. 4.

К). В работе [4] при изучении деформаций с возрастающей скоростью 
использовалось уравнение

о о

(10.1)
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где ПОЛОЖИМ

(10.2)

Уравнение (10.1) соответствует аппроксимации ։<(/)=* Ага" (л = А-|-
-I՛■•'■* -*) и может описывать как деформации с возрастающей ско­
ростью («^>1), так и с затухающей скоростью (0<д<՜ 1).

Для программы эксперимента (1.1) из (10.1) и (10.2) получим

■H-D ______

(10.3)

Выражение (10.3) является убывающей функцией от о.,. нсзлписимо от зиа- 
чении а>1, то есть здесь всегда предсказывается принцип преемственно­
сти.

Для программ экспериментов (2.1) имеем

Выражение (10.4) положительно и для затухающей ползучести и для пол- 
зучести с возрастающей скоростью, следовательно, всегда предсказывается 
нормальное нарушение коммутативности.

Отметим, что выводы п. 10 остались бы в силе и в том случае, если 
соотношения (10.2) заменить более общими условиями: Л>У при а> I и 

при а<1.

Выводы

1. Сформулированы дна подхода в теории ползучести — соблюдение 
преемственности и нарушение коммутативности.

2. Рассмотрены предсказания относительно этих подходов согласно 
теориям упрочнения, двум вариантам кинетической теории, теории наслед­
ственности. энергетической теории Соснина, теории Малининл-Хажннско- 
го, теории Лагпсборга и теории, использованной автором при изучении 
III стадии ползучести.

3. Из рассмотренных теорий преемственность предсказывается на­
следственной теорией со степенным ядром, кинетической теорией в двух 
вариантах, теорией Малинина-Хажинского, теорией Лагнеборга и уравне­
нием (10.1).

4. Нормальное нарушение коммутативности предсказывается паслсд- 
ствгнноп теорией с любым ядром, соответствующим затухающей памяти, 
обоими вариантами кинетической теории и уравнением (10.1).

В заключение отметим, что такая постановка может помочь оптималь­
ному выбору теории ползучести в применении к тому или иному материя- 
5 II -псстня ЛН Армянской ССР. Мехлккса. № J
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л у, во. конечно, не может служить однозначным критерием для оценки те.> 
рии ползучести.
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ON TWO ASPECTS OF THE ONE-DIMENSIOXAL 
CREEP THEORY

A. M. SIMONIAN

Summary

The study deals with the theoretical analysis of two aspects of 
the one-dimensional creep theory. Some pertinent predictions in terras 
of the theory of strengthening, heredity, Sosnin’s theory, kinetic theory in 
two variants, Malinin-Khazhinsky’s structural theory. Lagneborg’s theory 
and the theory used by the author in studying the third stage o’ creep 
are considered.

ЛИТЕРАТУРА

I. Наместников В. С.. Хвттунков А. А. Ползучесть дуралюмннй при постоянны։ ■ 
переменных нагрузках. ПМТФ. 1960, № 4.

2. Вилгсоаа В. С. Хпосгукков А А. Ползучесть дурл.момииа при постоянных и пер** 
менных нагрузках. ПМТФ. 1960. № 4.

3. Нчмссгнчкоп В. С . Работноо К) И О гппоте.те урлянсиня состоянии при полаучо* 
ети. ЖПМТФ. 1961. № 3.

•1. Симиинн А. Л Исследование высокотсмпературиой полаучсстн »ромо-ннкелспой стт.
MI и услОпния ступенчатых изменении кзоряжепцп Или. АН АрмССР, Мсхпник.( 

1974. т. XXVII. № 4
5. Работноо Ю /7 Ползучесть илемепто* конструкций М.. Наук«. 1966.
6. Малинин Н. II.. Хажинткии Г М К построению теории ползучести дни lorpomiMi 

упрочнением МТТ. 1969. № 3.



О двух вопросах в одномерной теории ползучести 67

'7 Odgvht F. К. G. Engineering throne» of metallic creep Simposium su la pla- 
»ticata uclln scieuza delle costrusioni. Bologna. 1956.
OjKtfucr Ф. Технологические теории ползучести металлом. Механика (со. перево­
дов). 1959. 2.

.* Мс 1UMин /7. Н. Прикладная теория пластичности н ползучести М.. Машинострое­
ние, 1968.

9 А'ич.чho» Л, ЛГ. Теория ползучести. М . Фиаматгнэ. 1960.
KJ Лругюняп Н. X. Некоторые вопросы теории ползучести М — Л.. Гостехтсоризда». 

1952.
II Спсимн О. Н Энергетический парней՝! теории ползучести и длительной прочности. 

Ползучесть и разрушение ие упрочняющихся материален Сообщение 1 Пробле­
мы прочности. 1973, № 5.

I- LQgnrborg R. А thooretical approach to creep deloruialion dunng intnrmittciit 
load. Trans. ASME, 1971. I). 93. No. 2.



ZU.3TOIU.L IIU > ЯФЗПЬР-ЗПЬЪЪЬГЬ U«։U.'bbiri’U.3b Sbn.b’iU.HP 
И 3 В E С T И Я А К А Д Е М И И Н А УК АРМЯНЕ КОП С С F [ 
u-bfuiut^m XXX, №ЗГТ977 Мсхаиш!

К. С. КАРАПЕТЯН. Р. А. КОТИКЯ11

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗНОМОДУЛЬНОСТН БЕТОНА

Как известно, сопротивляемость бетона растяжению в 10—20 раз и* I 
же, чем сжатию. Существенно отличаются и модули упругости при pacrs-l 
женин и сжатии, однако этот вопрос еще совершенно мало исследован [4]. I

Настоящая работа посвящена исследованию разномодульностн тяжелт-! 
го и легкого бетонов в зависимости от размеров поперечного сечения oeroi 
кого элемента и некоторых других факторов. В работе рассматриваются ре­
зультаты двух больших серий опытов авторов, из коих данные по тяжелому 
бетону частично опубликованы в работе [1J, а по легкому бетону — полян- 
стыо в работе |2|. Отметим, что r этих работах результаты указанных опк-; 
тов с точки зрения разномодульностн бетона не рассматривались.

В опытах над тяжелым бетоном испытывались призмы и восьмерки сс-' 
чеияем 7X7, ЮХЮ, 15X15 И 20X20 ем. Для приготовления бетона при­
менялись: базальтовый щебень, кварцевый песок и портланд-цемент Ара­
ратского завода (Ереван) марки 500. Состав бетона (по массе) 1:2.07:2.65 
В Ц 0.575: расход цемента 355 кг на 1 .и՝1 бетона.

Призмы и восьмерки бетонировались в горизонтальном положении ՝< 
освобождались от форм через 2 сут, после чего часть их изолировалась м 
влагопотерь парафином. До момента испытания в возрастах 28 и 700 сл 
вес образцы хранились в обычных лабораторных условиях. При кратковрь. 
менных испытаниях определяли: призменную прочность, прочность на рас­
тяжение и модуль деформация при сжатии и растяжении.

Вторая серия опытов была поставлена одним из авторов данной cran.il 
с целью изучения анизотропии прочности, модуля деформации и дефорнй 
ций ползучести легкого бетона па литочдной пемзе при сжатии и растя:«- 
нни в зависимости от масштабного фактора [2|. Хотя методика этих о ак­
тов подробно описана автором, все же отмстим, что и в этом случае испы­
тывались призяы и восьмерки сечением 7X7, ЮХЮ. 15X15 и 20X20 с.՝ 
Бетон был приготовлен на песке и щебне из лягондной пемзы и на пуцола-f 
новом портланд-цементе Араратского завода активностью 471 кк.'сЛ 
Состав бетона (по массе) 1:1.85:3.00: ВЦ=1: расход цемента 252 к: нл 

1 м՛ бетона. Образцы испытывались в возрастах 28 сут и 1 юл как перпен­
дикулярно (образцы, изготовленные в вертикальных формах), так и парал­
лельно (образцы, изготовленные з горизонтальных формах) слоям бетони­
рования.

Все экспериментальные данные подвергались статистической обработке; 
ио методике | 5]. Показатель точности корреляционного уравнения в боль­
шинстве случаев не превышает 7%. Среднеквадратическое отклонением, 
коэффициент вариации прочности бетона только в отдельных случаях соот* 
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тсгвенно превышают: при сжатии 10—15 кге/елг и 5%, а при растяже- 
|ц— 1 —1.2 кгс/с.«2 и 7%.

Экспериментальные кривые деформаций как призм, так и восьмерок 
нсывались корреляционным уравнением

к о и Ь — опытные параметры.
Касательные модули деформации при растяжении и сжатии определи-- 

II при одинаковых уровнях напряжений по зависимости

(1.2)

Ш« Е представляет начальный модуль деформации (£,> — /?•'«).
Данные о прочности и касательном модуле деформации исследованно- 

г.го тяжелого бетона при растяжении и сжатии приведены в табл. I. Отме­
тим. что из этих данных в работе [1] были опубликованы только прочно- 

’։:«։ неизолированных восьмерок и призм, прочности изолированных призм, 
р'тэкже модули деформации по хорде при относительном напряжении 0.5.

Как видно из табл. 1, при неизолированных образцах масштабный 
Виктор оказывает существенное влияние на прочность тяжелого бетона как 

при растяжении, так и при сжатии. Независимо от возраста к моменту 
^Испытания с увеличением размеров поперечного сечения образца прочность 
Метона как на растяжение, так и на сжатие (призменная прочность) воз­

растает. Отношение прочности восьмерок сечением 20X20 см к прочности 
посьмерок сечением 7X7 с.п при возрасте бетона 28 и 700 сут соответствен- 
е:֊ составляет 1.31 и 1.40. Отношение же прочностей призм аналогичных се- 

! тений в тех же возрастах составляет 1.50 и 1.24.
При изолированных образцах, испытанных в возрасте 28 сут, прочно­

сти образцов разных сечении как при сжатии, гак и при растяжении отли­
ваются незначительно в поэтому можно заключить, что в этом случае 
масштабный фактор практически нс оказывает влияния на прочность бето­
на. Однако. со старением бетона влияние масштабного фактора вновь начи­

тает Проявляться и в возрасте 700 сут призменная прочность так же, как и 
прочность бетона на растяжение, с увеличением размеров сечения образца 
возрастает, Изменение характера влияния масштабного фактора на проч­
ность бетона при сжатии и растяжении является следствием частичного 
.‘сварения, которое имело место из-за ненадежной изоляции образцов па­
рафином |1|. Отрицательное влияние испарения тем больше, чем меньше 
сечение образца и больше возраст бетона к моменту испытания.

По данным табл. 1 прочности изолированных призм сечением 7X7: 
ЮХЮ, 15X15 и 20X20 см в возрасте 700 сут соответственно составляют 
373. 319, 548 483 кк-'с.м2. Наблюдаемое некоторое отступление прочности
призм сечением 10X10 и 20X20 см от общей закономерности является



Таблица /
Влияние масштабного фактора на прочность, модуль деформации к рааномодульность тяжелого батона

Условии 
хранения 
образцов

Во
зр

ас
т 

бе
то

на
 

в с
ут

Размеры се­
чения об­

разцов н

Прочность в 
кчс.сл2

£рХЮ՜3 в «»с/с.
уровне нанря։

М: При 
кення

£.хХЮ ' » к։с/с-«а при 
уровне напри женин

Коэффициент раэномодуль- 
ностн (Ер/ЕКЛ1) при уровне 

напряжения

/?р /?пр 0 0.25 0.50 0 0.25 0.50 0 0.25 0.50

7Х 7 11.7 150 300 235 178 193 1о1 128 1.51 1.46 1.39
28 10X10 15.7 201 294 238 188 229 190 154 1.28 1.25 1.22

15X15 15.5 229 310 271 210 233 198 16с. 1.46 1.37 1.27
Обычное 20X20 15.3 225 348 282 223 214 208 174 1.42 1.35 1.28
без и золя- 7Х 7 13.5 212 354 262 186 195 168 143 1.82 1.56 1.30

пни 700 10x10 15.0 1«’>3 409 295 200 235 186 143 1.74 1.59 1.40
15x15 17.5 225 324 252 190 215 187 163 1.51 1.35 1.17
20X20 18.9 262 304 2:18 180 228 189 153 1.33 1.26 1.18

7х 7 19.9 341 538 424 323 334 271 214 1.61 1.56 1.51
28 10x1«) 17.9 367 442 364 294 328 289 254 1.35 1.26 1.16

15x15 23.0 333 488 404 328 354 273 202 1.38 1.48 1.62
Обычное с 20X20 22.8 327 456 390 329 337 261 195 1.35 1.49 1.69
изоляцией 7Х 7 19.2 373 467 339 232 280 265 250 1.67 1.28 0.93

700 юхю 23.5 319 520 398 292 295 278 26*» 1.76 1.43 1.09
15; 15 26.3 548 473 389 314 375 333 294 1.26 1.17 1.07
20 2С) 29.0 483 419 362 310 347 298 254 1.21 1.21 1.22
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следствием как неодинаковой степени надежности наружной изоляции об­
разцов, так и того, что ввиду необходимости п большом количестве образ­
цов последние изготавливались группами из разных замесов исследуемо։՝? 
бетона Как правило, призмы сечениями 7X7. 10X10 и 15X15 с.м бетони­
ровались из одного замеса, а призмы сечением 20X20 с.м— из другого за­
меса. По такой же методике изготавливались и восьмерки таких сечений.

По данным табл. I в случае неизолированных образцов, испытанных 
г возрасте 28 сут. во влиянии масштабного фактора на модуль деформации 
тяжелого бетона как при растяжении, ։лк и при сжатии наблюдается чет­
кий закономерность — с увеличением размеров поперечного сечения образ­
ца модуль деформации возрастает. При возрасте же бетона 700 сут мас­
штабный фактор уже практически не оказывает влияния на модуль дефор­
мации бетона как при растяжении, так и при сжатии. Следует обратить 
айимание и на то, что после 28 сут возраста модуль деформации бетона вз 
времени возрос незначительно, а в некоторых случаях наблюдается даже 
его спад.

По данным испытаний изолированных образцов в возрасте 28 сут мо­
дуль деформации бетона как яри растяжения, так и при сжатии практиче­
ски не зависит от размеров поперечного сечения образца. Однако, со ста­
рением бетона влияние масштабного фактора начинает вновь проявляться 
и модуль деформации гем больше, чем больше сечение образца. Наблюдае­
мое некоторое отступление модулей деформаций изолированных восьмерок 
и призм сечением 20X20 сл< от указанной закономерности, несомненна, яв­
ляется следствием того, что эти образцы изготовлены ни из тех замесоа 
бетона, из которых были изготовлены восьмерки и призмы сечениями 
7X7. 10X10 и 15X15 с.и.

Рассмотрим опытные данные коэффициента разномодульности тяжело­
го б тона (к ). который представляет отношение модуля деформации при 
растяжении (£р) к модулю деформации яри сжатии (£Х). Па основа­
ния .- .их данных, независимо от масштабного фактора, уровня напряже­
ния, возраста бетона к моменту испытания и от того испытываются неизо­
лированные или изолированные образцы, коэффициент разномодульности 
тяжелого бетона А’ почти вс. всех случаях больше единицы и изменяется з 
довс ՝,ъно широки:-: пределах (от 1.07 до 1.82).

Масштабный фактор оказываем существенное влияние на коэффициент 
рази омедулкности тяжелого бетона (табл. 1). При неизолированных об­
разцах, независимо от уровня напряжения и возраста бетона к моменту 
испытания, с увеличением размеров поперечного сечения образца А» имеет 
тенд; яцню уменьшаться, причем в некоторых случаях существенно. Что ка­
сается изолированных образцов, испытанных и возрасте 28 и 700 сут. то з 
этом случае указанная закономерность иногда ни только не сохраняется, ио 
.ыжс >■ отдельных случаях наблюдается обратная картина, то есть с увели­
чением сечения образца коэффициент разномодульности возрастает.

Разномодульности тяжелого бетона существенно зависит я от уровня 
напряжения. Независимо от размеров поперечного сечения образца, возрас­
та бетона к моменту испытания и от того, испытываются неизолированные 
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или изолированные образцы, по данным табл. 1 в большинстве случаев 
с увеличением уровня напряжения степень разномодульности тяжелого бе­
тона уменьшается.

Старение бетона также оказывает существенное влияние на разномо- 
дульность тяжелого бетона, однако это влияние тесно связано с масштаб­
ным фактором. По данным табл. 1 можно заключить, что в случае как не­
изолированных, так и изолированных образцов существует некоторое опти­
мальное сечение образца, меньше и больше которого влияние старения ка­
чественно различно. При сечении образцов меньше оптимального со старе­
нием бетона коэффициент разномодульности к. возрастает, а при сечении 
образцов больше оптимального уменьшается. В данном случае оптималь­
ное сечение > ЮХ 10 сл.՛ и < 15Х 15 си.

Как известно, легкие бетоны своими специфическими свойствами отли­
чаются оз тяжелых бетонов и поэтому изучение их разномодульности име­
ет важное как научное, так и практическое значение. Для анализа разномо­
дульности бетона на литоидной пемзе модула деформации при растяжении 
и сжатии были рассчитаны по формуле (1.2) при различных уровнях напря­
жений (табл. 2). где одновременно приводятся и прочностные показатели 
бетона. Подробны։։ анализ влияния масштабного фактора на прочность бе­
тона по этим опытам дан в работе [2] и поэтому здесь этот вопрос не рас­
сматривается.

При анализе данных табл. I было показано, что коэффициент разно* 
модульности тяжелого бетона больше единицы и изменяется в довольно 
широких пределах. С увеличением размеров поперечного сечения образца 
И уровня напряжения степень разномодульности з большинстве случаев 
уменьшается.

Рассматривая данные табл. 2, следует заметить, что с увеличением се­
чения образца коэффициент разномодульнбет:։ легкого бетона на лнтоид- 
ной пемзе уменьшается только в случае испытания образцов перпеидику- 
\ярно слоям бетонирования. В остальных случаях при сечении образцов 
5=10X10 с.и наблюдается обратная картина. Кроме этого, с увеличением 
уровня напряжения степень разномодульности легкого бетона, как правили, 
не уменьшается, как это мы наблюдали при тяжелом бетоне, а, наоборот, 
в большинстве случаев увеличивается.

Другой особенностью легкого бетона на литоидной пемзе является то, 
что его коэффициент разномодульности не всегда больше единицы, он мо- 
жс1 быть меньше, равен и больше единицы. С увеличением возраста бето­
на к моменту испытания степень разномодульНо։ ги легкого бетона ди уров­
ня напряжения 0.25 уменьшается. Из сравнения данных табл. 1 и 2 можно 
также заключить, что степень разномодульности тяжелого бетона более су­
щественна. чем легкого бетона на литоидной пемзе.

Рассмотрим наконец, последние три графы табл. 2. где приведены зна­
чения коэффициента анизотропия разномодульности легкого бетона на ли­
тоидной пемзе (Аг), который представляет отношение коэффициента разно­
модульности образцов, испытанных перпендикулярно слоям (&,) к коэффи­
циенту разномодульности образцов, испытанных параллельно слоям (А'.). 
По этим данным коэффициент к, который характеризует анизотропию раз-
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Таблица 2
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Коэффициент разномодуль- 
ноет и (Лр. Л'гл) при уроппс 

напряжения
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Лир 0 0.25 0.50 0 0.25 0.50 0 0.25 0.50 0.25 0.50
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9.4
10.4
7.9
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77
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131
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78
102
72

1.27
1.07
1.13

1.14
1.05
1.00

0.99
1.05
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1.19

0.84

1.09

0.76

0.94

0,65парад. 8.3 138 214 162 117 160 123 90 1.34 1.32 1.30
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120
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1J.
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1.53 0.98 0.83 0.67
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146 129 ПО ■
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102
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128
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0.99
1.12 1.07 0.98 0.89
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13.3
17.3

143
173

106
130

88
111

72
98
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131

93
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87

0.88
0.97

0.95
1 ՛։

1.06
1.13 0.91 0.91 0.91
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11.7
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175
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ПО

93
<»•»

140
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ИЗ
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88
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0.76
0.89
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1.06

1.05
1.28 0.85 0.83 0.82
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номидульностн бетона, в большой мере зависит от масштабного фактора, 
возраста бетона к моменту испытания и уровня напряжения. При всех при­
веденных уровнях напряжений, независимо от возраста бетона, с увеличе­
нием размеров поперечного сечения образца /? уменьшается и по своей ве­
личине может быть больше, равно и меньше единицы. При сечении образ­
цов 7X7 см коэффициент анизотропии разномодульности больше едини­
цы, а при сечении образцов >■ ЮХ Ю с.и уже меньше единицы.

Коэффициент анизотропии разномодульности легкого бетона на лито? 
идной пемзе существенно зависит н от уровня напряжения, однако ее влия- 
иие |'.сно связано с возрастом бетона к моменту испытания. При возрасте 
бетона 28 сут, независимо от размеров поперечного сечения образца, с уве­
личением уровня напряжения А’ уменьшается, а при возрасте I год сказан­
ное сохраняется, если сечение образца ^10X10 с.ч. При сечении, образцов 
15X15 и 20X20 с.м коэффициент анизотропии разномодульности уже прак­
тически не зависит от уровня напряжения.

Основные выводы

1. При одинаковых уровнях напряжений модули деформации бетояи 
при растяжении и сжатии могут существенно отличаться. Степень разномо- 
дульности бетона зависит от большого количества факторов: размеров по­
перечного сечения образца, уровня напряжения, рода заполнителя, направ­
лении растягивающей и сжимающей нагрузок по отношению к слоям бето­
нирования. влажности образца и др.

2. До уровня напряжения 0.5 независимо от масштабного фактора, эоз* 
раста бетона к моменту испытания и влажности образца коэффициент раз­
номодульности тяжелого бетона (А_. ЕР{Е.Я) больше единицы и изме­
няется в довольно широких пределах (от 1.07 до 1.82). Коэффициент раз­
номодульности легкого бетона из лптоидньй пемзе может быть больше, ра­
вен и меньше единицы.

3. Масштабный фактор оказывает существенное влияние на 
дульность тяжелого бетона. 11ри неизолированных образцах независимо от 
уровня напряжений и возраста бетона к моменту испытания с увеличением 

разнсмо-

размеров поперечного сечения образца коэффициенты разномодульности 
тяжелого бетона уменьшаются. При изолированных образцах эта законо­
мерность сохраняется только в отношении начального коэффициента разно- 
модульности (при о — 0), а при уровне напряжения ֊5= 0.25 наблюдается 
обратная картина.

4. Независимо от размеров поперечного сечения образца и возраста 
6ет< на к моменту испытания, как правило, с увеличением уровня напряже­
ния степень разномодульности тяжелого бетона уменьшается, а легкого бе­
тона на литонднон пемзе — увеличивается.

5. Возраст бетона к моменту испытания оказывает существенное алия՛ 
ни: на степень разнсмодульности как тяжелого, так и легкого бетонов и эгз.
влиячне тесно связан; с масштабным фактором. Независимо от того, испы­
тываются неизолированные или изолированные образцы. существует неко­
торое оптимальное сечение образца. меньше и больше которого влияние
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старения на коэффициент разномодульностн тяжелого бетона качественно 
различно. При сечении образцов меньше оптимального со старением сте­
пень разномодульностн тяжелого бетона возрастает, а при сечении образ­
цов больше оптимального — уменьшается. Коэффициент разномодульностн 
легкого бетона независимо от размеров поперечного сечения образца до 
уровня напряжения 0 25 с увеличением возраста бетона уменьшается.

6 На коэффициент разномодульностн легкого бетона оказывает су­
щественное влияние и направление растягивающей и сжимающей нагрузок 
по отношению к слоям бетонирования. Независимо от уровня напряжения, 
возраста бетон.։ к моменту испытания с увеличенном размеров поперечного 
сечения образца коэффициент анизотропии разномодульностн легкого бе­
тона на лнтоидион пемзе уменьшается и по своей величине может быть 
больше, равен и меньше единицы.

7. Независимо от размеров поперечного сечения образца и возраста 
бетон.։ к моменту испытании с увеличением уровня напряжения коэффи­
циент анизотропии разномодульностн легкого бетона на лптоидной пемзе 
уменьшается.

Институт механики
АН Армянском ССР Поступили 8 VII 1976

Կ. Ս. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ. 1Ւ. Ա. ԿՈՏԻԿՅԱՆ

PbSllbh ՏԱՐԱՄՈԴՈՒԼՈԻԹՅԱՆ ՀԵՏԱՋՈՏՈհՄ!!

։.Լ մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքր նվիրված կ ծանր և թեթև բետոնների տէսրամոէքուչութ յան 
կրսպերիմ ենսւա/ '.ետաղոտմանր կախված մասշտաբի հ մ ի բանի այլ ղ„ր֊ 
ծոննհրից, Փորձարկվող նմուշների լա/նակսւն չափերր եղել են 7X7. 10-^10, 
15X15 և 20%20 սմԿ

Հետաղ/էտությոլններր պարզ!,/ են, որ միևնույն Հարաբերական չարում֊ 
ների ղևպբոէմ բետոնի ղեփորմ ացիաների մողոզնհրր ձգման և սեղմման մա֊ 
մահակ կարող են միմյանցից կապես տարրեր չինեչ. Մինչև 0.5 մակարղակււվ 
չարումնէւրր, անկախ մասշտաբի գործոնից, բետոնի Հասակից և նմուշի խո֊ 
նավուի բոնից, ծանր բետոնի տարամողուչութ չան գորձւսկիրր № — 
միշտ մեծ կ մեկից և փոփոխվում կ բավականաչափ մե ծ սա Հմաններում 
(1.07-ից մինչև 1.82),

խհքէև բետոնի տարաւք ողո, քուիւ յան ղործակիցր կարող կ (իՆեջ 1'Ւձ մեծ. 
հավասար հ վերջապես փոբրւ

Մ աււշտարի ղործոնր կապես ազգում կ ծանր և թևթե բետոնների տա֊ 
րամողուրո/1 յան վրա. Ոչ մեկուսացված նմուշների Համար, անկախ չարում֊ 
ների մեծահուններից հ բետոնի Հասակից, նմուշների չայնական չափերի 
մեծացման Հետ ծանր և /7/ւ//ձ բետոնների աարսւմոգուլո,[1 յան գործակիցների 
փո՛քրանում են, Օանր բետոնի մեկուսացված նմուշների Համար այղ օրի֊ 
նաշափությունր պահպանվում կ մինչև 0.25 մակարդակի չարումներր, որից 
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հետո՛' լայւումների մակարդակի մեծարման հետ նկատվում Լ հակաոակ երե֊ 
վոէյթրէ

Կատարված փորձերը ցույց են տվել, որ ծանր ե թեթև բետոնների տա- 
բամոդույության վրա էապես ազդում են բետոնի հասակը ե լարումների մե­
ծությունն եր րէ

Թեթե բետոնի համար ու արա մ ո դ ո ւ ք ո t թ յո էնր մեծ չափով կախված է բե֊ 
տոնի անիզոտրոպիայից։ Անկախ նմուշների չափերից L բետոնի հասակից, 
Լարումների մակարդակի մեծացման հետ տարամոզոէլութ յան անիզոտրո­
պիա յի դործակիցր փոքրանում Էէ

INVESTIGATION OF HETEROMODULUS CONCRETE 
DEPENDING ON THE SCALE FACTOR

K. S. KARAPETIAN. R. A. KOTIKJAN

Summary

Results of investigation of heteromodulus heavy and light concrete 
depending on the scale factor are presented.

The investigation show that of the same levels of stresses the 
strain moduli of concrete on tension and compression may differ essen­
tially. Up to the stress level 0.5, independent of the scale factor and 
concrete age by the moment of test, the heteromodulus coefficient of 
heavy concrete, C. = Et'JEcrn, is greater than unity and it varies over 
a rather wide range (from 1.07 to 1.82). The heteromodulus coefficient 
of light concrete on litoid pumice may be greater, equal or less than 
unity.

The scale factor exerts an essential effect on the heteromodulus 
coefficient of concrete. For non-insulated specimen, independent of 
stress and age of concrete, the larger the specimen’s cross-section, the 
less the heteromodulus coefficients of heavy and light concrete. For 
insulated specimen of heavy concrete the above-mentioned regularity 
holds only for the initial heteromodulus coefficient լյ - 0) while with 
stress >0.25 the opposite occurs.

The heteromodulus of concrete depends significantly on the con­
crete age by the moment of test as well, on the stress values and the 
direction of tension and compression loads with respect to the layers 
of concreting.
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А. Н. ОРЛОВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКИХ СИЛ ПРИ ДЛИТЕЛЬНОМ 
ДЕЙСТВИИ НАГРУЗКИ ДЛЯ ГИБКИХ СТЕРЖНЕЙ

С ОПОРНЫМИ ЗАКРЕПЛЕНИЯМИ. ОБЛАДАЮЩИМИ 
ПОЛЗУЧЕСТЬЮ

При изучении устойчивости формы упругих стержней и стержневых 
систем различаю! потерю устойчивости первого рода, связанную с возмож­
ностью существования двух равновесных форм, и потерю устойчивости вто­
рого рода, связанную с возможностью неограниченного развития переме­
щении стержня или системы.

Пос кольку ползучесть увеличивает деформации, а следовательно, .։ 
перемещения, то естественно при изучения устойчивости стержней и стерж­
невых систем, выполненных из материалов, обладающих ползучестью, рас­
сматривать потерю устойчивости второго рода.

У стержня такая потеря устойчивости может иметь .место при наличии 
начальных несовершенств формы (начальная погибь) или состояния (вне- 
центренное приложение сжимающей силы, отклонение от прямолинейной 
формы вследствие наличия внешнего воздействия).

Поведение однородных в неоднородных сжатых гибких стержней при 
длительном действии нагрузки в условиях линейной ползучести описано 
достаточно полно, в частности, в работах [1J, |2|, |3]. Однако, следует от­
мстить. что все полученные решения относятся к стержням с опорным;: 
закреплениями, нс обладающими ползучестью и нс меняющими своих 
свойств во времени. До настоящего временя вопрос о поведении гибкий 
сжатых стержней с опорными закреплениями, обладающими ползучестью 
г. сжатых длительно действующими силами, изучен недостаточно.

Настоящая статья посвящена вопросу определения критических сил с 
учетом ползучести для гибких стержней с опорными закреплениями, обла­
дающими ползучестью.

Рассматривается гибкий однородный и изотропный стержень, выпол­
ненный из материала, обладающего линейной ползучестью, с поперечным 
сечением, симметричным относительно одной из главных центральных осей.

На опорах имеются абсолютно жесткие связи, исключающие возмож­
ность горизонтальных смещений, а также связи, обладающие упругими 
свойствам:։ и ползучестью, препятствующие поворотам. Деформатнвныс 
свойства характеризуются модулем упругости Е(0 и полной относительной 
деформацией t>(t. т), а опорных связей — £։(0. б։(/, т) и Е2(Г), 8.(1. т).

Стержень имеет несовершенство в виде начальной погиби у<.(2) и сжат 
постоянными во времени силами Р. Изгиб стержня, а следовательно, н по- 
• сря устойчивости, может происходить в плоскости zoy (фиг. 1). Потеря 
устойчивости из этой плоскости исключена.
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Связь между деформациями и напряжениями в материале Стержня 
устанавливается формулой, основанной на линейной зависимости теория 
ползучести.

** (О 
£(0

---- и՜ (1.1)

При деформации стержня на опорах, вследствие наличия связей, обла­
дающих как упругим»։ свойствами, так и ползучестью, возникают моменты

АЛ(О и М>(0> переменные во времени ({риг. 2).

Фиг. 1. Схема стержня с упругими Фиг. 2. Схема деформированного состоянии 
связями, обладающими ползучестью. стержня, нагрузка и реактивные усилия.

Изгибающий момент, действующий в произвольном сечении, опреде­
ляется по формуле

М* (/) = - Ру* {г, I) + '-=-^ м; (<)+ ■֊ (0 (1.2)

При записи уравнения устойчивости, в данном случае уравнения мед­
ленного движения, принимается во внимание, что линейная ползучесть не 
влияет ни на геометрию деформации, ни на зависимости между напряже­
ниями и внешними нагрузками [4], [5]. В силу этого в условиях ползучести 
справедливы зависимости

1_
: (г, О

-1 (/, г) —е2(?, I)
И

(1.3)
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где---------------дополнительная кривизна стержня в рассматриваемом
Р* (■*, /)

сечении, вызванная изгибом; г] (?, I ), '-\{г, /) —деформации крайних 
волокон сечения; (г, /), а* (г, /) — напряжения в крайних волокнах 
сечения; Л — высота поперечного сечения, /•’— площадь поперечного 
сечения: /—момент инерции поперечного сечения.

Исключая деформации из (1.3) с помощью (1.1), можно получить

-тг^-тГ11*՛'^,,"1"'1 - («<- ՛՛ - ’»* ՝:՛ - *1" »P*U,/) Л I £(/) J д. I

a t учетом (1.4) выражение (1.5) преобразуется в

p* (z, I) I E(t) J d-
(1.6)

Под действием сил Р концевые сечения стержня поворачиваются на 
углы с/.՛ (О—а,, и Г>®(0—Ро. пропорциональные возникающим в связях мо­

ментам (/) и М-у (Г)-.

а* (/) - % = _1-֊
(0

3*(/)֊?o =

t
Ml if) - £,(() Сл/i’W^r-^ d-. 

д՜

1
t

m; it) ֊ £..(/) d-
ÛZ

(1.7)

(1.8)

МП = *։Ш (1-9)

k. и k2— коэффициенты, определяемые свойствами связей.
В общем случае, когда упругие характеристики и характеристики пол­

зучести стержня и опорных связей различны, то есть £(/)?=£, (/')’=5=£2(О 
и б(/. т)=г=0,(/, т)~6:(', т), задача по отысканию перемещений y (z. t) и 
критических сил при длительном действии нагрузки сводятся к реше­
нию системы из трех интегро-дифференциальных уравнений, полученных 
из ( 1.6). ( 1.7). ( 1.8) с учетом ( 1.2), ( 1.3) и равенств

i* «)֊’. = 7֊ lÿ’(0, 0-ÿo (0)1
аг (L10)

₽*(П-?0 = •֊(»’('• O-0oU)]
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Система имеет вид

֊ Iff* (։. О - ffo (--)) J ~ [У՝ (г, t) - £(/) (> и. 4</-. I -
<Zr iE(t)[ J di

I
“ЙГт "’(°-£(')f^w^-rf'l=0 <1Л1)

7֊1а*(0. О֊»(»)1= ,4֊к;(О-£,(/)
С7г *։(О I з д’ I

I
[у* (/. О - у. <01 = 77֊ м; (О - £,(<) СМДх) </-.

дг к.уу 3 д’.
-1

При /=т, система (1.11) сводится к дифференциальному уравнению 
второго порядка, соответствующему упруго-мгновенной задаче,

- + >’ff(z) = ■— Iff (0) - ffo <0)1 -
az1 dz~ P I dz

z d P—Бг-7-^-Ь'<П֊го(0)]. à* = -77 (1.12)
P I dz. Ei

с граничными условиями

ÿ(0) = 0, !/(/»= 0 (1.13)

Если начальная погибь ÿB(2) задана в виде функции

i/o (г) =/о sin ֊• (1.14)

то решение уравнения (1.12) можно представить следующим образом:

где

»/(;)=/sin-у-+ ’(/ —/о) (1.15)

»-( IP sin t Z
sin >7 /

//
Is՜

sin
tg>/

I — г cos / г 4֊ -

б Известия AH Армянской ССР, Механика. N 3
/
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Здесь

tg/.Z
г« = Д-7- >■ / = г4тН” = (1Л6>

sin <1 1— PIP* 1՝

Перемещение </(<) неограниченно возрастает, когда знаменатель вто­
рого слагаемое.) стремится к нулю. Следовательно, критические силы упру­
го-мгновенной задачи могут определяться как корни уравнения устойчиво­
сти

(1.17)

или

tg/7 A:j 1 ՝. tg/.Z
U.18)

Нетрудно заметить, что уравнение (1.18) совпадает с уравнением устой­
чивости первого рода [6].

В случае одинаковых свойств опорных закреплений (/г, = ==/г) урав­
нения (1.15) и ( 1.18) упрощаются

tg — sin 'f-z 4֊ cos f-z 1
~z ' 9

у (z) -- /sin " (/ — f0) -------- j-p------------- -J--------  (1.19)
T + z/lgT

( —---------- -- ------ — I j ——+ —-------— - 2) =0 (1.20)
' tg/7 sin/7 k ՛ tg'Z sin >7 k

В этом частном случае перемещения определяются по формуле (1.19). 
а критическая сила Рк? при кратковременном действий нагрузки разыски­
вается как корень уравнения

Р
• к

(1.21)

Если стержень н опорные связи выполнены из материалов, подчиняю­
щихся законам наслсдствеиой теории старения, то [5]

а('. 4 = ֊ + 5(4[1 ֊ е՜1"՜”]. 0(4 = с + Ае~г՛ 
Е{՛)

а, (<.’> = F7V + 8> П ~ «“’‘“"’I 6i (’) = + A^V (1-22)

Ш 4 = тА + М4 [1 - е-’.*'-’]. 9Д4 = С2 |
£.»(/)

Предполагается, что материалы являются достаточно старыми, а значи՛՛ 
/Г (/> ֊֊£■(•:) г- Д’ const, Ег (/) - Et- const. Ег (/)֊ Е2 (') = Е.у — 
= с nst.
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Система интегро-дифференциальных уравнений (1.11) может быть све­
дена к системе дифференциальных уравнений с частными производными. 
Для этого над каждым и?, уравнений системы необходимо выполнить сле­
дующие операции: вычислить первую производную по У, вычислить вто­
рую производную но I. сложить вторую производную с первом, умноженной 
на соответствующее у. Полученная таким образом система дифференциаль­
ных уравнений имеет вид

ТТгЖ/* (*> О — .»/о (г)] + '֊* ^*"7 - -г ֊4֊ [у* (г, /) 4֊ у0 (г)] 4֊ 
МГЩ- о(~ Огчл

+ 7/?[1 + £9(О]
$У* (г> О 

д!
՝!- I — г о֊м; (/)
Р՜ ~7 др՜՜

'к~ I — г
֊ Тр-ПИМ

<>м; (/) 
д(

X2 г д*М2*(Г) 
~Р~Г ОС֊

7 £-401
г)М2-(/)

(1.23)

д3
777՜^* (0’ >Уо(О)]-НЛ — (^*(0. 0 ֊!/о(О)] =
ОгО(- дгд։

■ (?/= [14-ед (01
ом;ц) 

д(

дл д"

+ Р + £Л(/) ] ЯМ, «_ 
д? 1 1 д!

Для определения перемещении у*(г. /) следует решить систему ( 1.23) 
с известными граничными и начальными условиями. Однако, для нахожде­
ния критической силы 7,.л нет необходимости решать (1.23) в заданном 
виде.

Известно, что для сжатых стрежней с начальной погибью либо вне* 
цешренно приложенной нагрузкой критерий для определения критической 
силы при длительном действии нагрузки математически сформулирован 
так: 

</*(г, 61... • . Оу^ (г, /) 
д1

д'։и*(г, П 
дС‘

-0 (1.24)*- сопз1,

и под критической следует понимать минимальную силу, вызывающую не- 
ьграничеиное развитие перемещений с постоянной скоростью [3].

Так как при /--оо деформирование происходит с постоянной скоро­
стью, то
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<>£/*(«, f) 
dt

— const,
дгу* (- ') 

oe
- o, dt —> const,

<?W։։(0
oe 0

—'֊֊ - const, —F- ֊• 0. 0 (0 ֊> c. % (t) ֊. c։։ o2 (/) • a (1.25)

CE - c, C'jfj c։, C.2E2 = c2

и система (1.2.3) вырождается в дифференциальное уравнение упругой ли­
нии стержня

. ,2 (2\ — 4- I___ £ А. !..♦ (0) — у (ОН —

мо1’ (1 + е) (1-26)

Используя полученные выше результаты при решении упруго-мгновен­
ной задачи и аналогию в выражениях (1.12) и (1.26), можно записать 
уравнение устойчивости при / = оо

—-------1—/Р(14-с») --------1֊֊(1 + с0 ֊
&

/ / ! V
- । —--------1=0 (1.27)

՛ 51П/ДД/

ИЛИ

где

Пи=—----- къ, - к" (1.29)
1 + Сх 1 + Сл

Итак, для определения критической силы при длительном действии на­
грузки достаточно в уравнении устойчивости упруго-мгновенной задачи за­
менить значения упруго-мгновенных модулей длительными модулями 

^лл - -А_
1 т Cj

Е?
1 1 ':

С .30)

и определять /эл, клк кор? г > уравнения (1.28).
Уравнение (1.28), во-первых, позволяет разыскивать критические силы 

для стержней, выполненных из материалов как стареющих, так и не ста­
реющих. Во-вторых, можно определять / для стержней с различными 
комбинациями деформативных свойств самих стержней и опорных связей, 
например: стержень и связи обладают упругими свойствами и ползучестью; 
стержень обладает упругими свойствами и ползучестью, связи упругие:
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стержень упругий, связи обладают упругими свойствами и ползучестью 
и т. д.

В частном случае равенства характеристик деформативности стержня 
я податливых связей уравнение для определения РЛл имеет вид

‘г¥=՜^՜ (1-31)

* /ДЛ'<ДЛ

отличающийся от соответствующего уравнения упругой задачи только на-
1 г '

личием множителя ------- при Е.
1 4- с

Выводы

1. Величина критической силы при длительном действии нагрузки 
Ли, как и в случае стержня с опорными связями, не меняющими своих 
свойств во времени, зависит только от полностью обратимых деформаций 
ползучести. Эго вполне естественно, тан как определяется из условия 
у* (г. /)—ос при I- когда процесс старения закончился.

2. Критическая сила РЛА разыскивается как корень уравнения устой­
чивости. получаемого из уравнения устойчивости упруго-мгновенной зада­
чи путем замены к нем упруго-мгновенных модулей длительными.

3. Уравнен։.я (1.28) и (1.31) позволяют находить Рлл для стержней, 
выполненных из материалов как стареющих, так и не стареющих.

4. Полученные результаты могут быть использованы при определении 
Рлл для неоднородных стержней, в частности, железобетонных, а также 
при расчетах на устойчивость рамных конструкций.

•Одесский ннжснсрно-стронтсльный
институт Поступила 15 III 1976

II.. Ն. 06Լ11Վ

։»ՐհՏԻ1|1Սւ1ԼՆ ՈՒԺԵՐԻ ՈՐՈՇՈՒՄԸ ՍՈՂՔՈՎ ՕԺՏՎԱԾ ՀԵՆԱՐԱՆԱՅԻՆ 
ԱՄՐԱՑՈՒՄՆԵՐՈՎ ՃԿՈՒՆ ՍՈՂԵՐԻ ՀԱՄԱՐ ՐԵՌԻ ԵՐԿԱՐԱՏԵՎ

ԱԶԴՄԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա մ փ ո ւ|ւ ո ։ մ

Հ1' ի ա ա ր 1ք էք էէ է-էք Լ սողքի ազդեցությունը հենարանային ա մ ր ա չ/ ո ւ մն ե ր ո վ 
առաձգական և սողքային Հատկություններով ճկուն համասեռ ձողերի կայու­
նության վրա։ Բերվում է բեռի երկարաւոե ազդման դեպքում կրիտիկական 
ուժերի հաշվման համար բանաձեւ
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DETERMINATION OF CRITICAL FORCES ON PROLONGED 
EFFECT OF LOADING FOR ELASTIC PIVOTS WITH BASE 

ATTACHMENTS AND CREEP

A N. ORLOV

Summary

I’he effect of creep on stability of elastic homogeneous pivots 
with base attachments having elastic characteristics and creep is exa­
mined.

The relation« for calculation of critical forces on prolonged effect 
of loading are derived.
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