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                                                                                                             УПРАВЛЕНИЯ 

А.А. ТЕРЗЯН, Г.С. СУКИАСЯН1, А.Э. АКОПЯН 

О СВОЙСТВАХ ВЕКТОРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ПРИ КОНЕЧНО-
ЭЛЕМЕНТНОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ТРЕХМЕРНОГО 

МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

Исследуется поведение вектора магнитной индукции, полученного при численном 
решении трехмерных полевых задач методом конечных элементов (МКЭ). Показано, что 
кулоновская калибровка не является обязательным условием решения трехмерной задачи 
магнитостатики. Показано также, что из физических соображений необходимо совпадение 
нормальных составляющих вектора магнитной индукции и тангенциальных составляющих 
вектора напряженности на границах элементов, а также равенство нулю дивергенции 
вектора магнитной индукции. Доказано, что совпадение нормальных составляющих век-
тора магнитной индукции на границах элементов имеет место в рамках МКЭ. 

Ключевые слова: электромагнитное поле, метод конечных элементов, тетраэдрическая 
сетка. 

Введение. Решение двумерной задачи магнитостатики является простым по 
сравнению с трехмерной задачей,так как двумерная задача сводится к скалярны-
м величинам, что приводит к однозначному решению уравнения Пуассона: 

 1 1 .A A A A J
x x y yµ µ
∂ ∂ ∂ ∂

+ = −
∂ ∂ ∂ ∂

 (1) 

В трехмерном случае для того, чтобы уравнение Максвелла привести к 
уравнению Пуассона, применяют кулоновскую калибровку. Однако в [1] 
утверждается, что при применении кулоновской калибровки решение трехмер-
ной задачи магнитостатики становится нестабильным. 

Рассмотрим подробно кулоновскую калибровку. Представим вектор 
индукции магнитного поля в виде вихря вектора магнитного потенциала: 

 .B rotA=
rr

 (2) 

Согласно теореме оразложении Гельмгольца, если дивергенция и ротор 
поля определены в каждой точке r области V, то во всей области V вектор поля 
можно представить в виде суммы безвихревого и соленоидального полей [2,3]. 
                                                 
1 Работа второго автора осуществлена при поддержке Государственного комитета по науке 
Республики Армения, грант 11-1A-125. 
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Т.е. вектор магнитного потенциала можно представить в виде A A gradφ′ = +
r r

, 

значит, для любой скалярной функции φ B B′ =
r r

, т.к. ( ) 0rot gradφ = . Следова-

тельно, имеется множество решений уравнения Максвелла.При решении трех-
мерной задачи магнитостатики для того, чтобы решение уравнения Максвелла 
было однозначным, применяется кулоновская калибровка, т.е. в уравнении Макс-
велла принудительно ставится условие[4-6]: 

0.div A =
r

 

С другой стороны, для того, чтобы решение дифференциального уравнения 
вчастных производных было единственным, необходимо применить какое-либо 
из нижеперечисленных граничных условий[6-9]: 

• граничные условия Дирихле - на границе задается значение искомой 
функции, т.е. ( )1 , ,f x y zϕ = , где ( ), ,x y z  - декартовы координаты точки, кото-

рые принадлежат границе; 
• граничные условия Неймана - задается изменение значения искомой 

функции по нормали границы, т.е. ( )2/ , ,n f x y zϕ∂ ∂ = , где ( ), ,x y z -декартовы 

координаты точки, которые принадлежат границе. 
Если линии магнитной индукции пересекают поверхность раздела двух 

участков магнитной цепи, имеющих различные магнитные проницаемости, то на 
поверхности раздела линии магнитной индукции изменяют свое направление. 

Рассмотрим бесконечно малую поверхность abcda на границе раздела двух 
сред с магнитными проницаемостями 1 2,µ µ , причем bc<<ab, bc=ad, ab=cd (см. 
рис.) 

В1

В2

a d

b c

1µ

2µ

1Θ 2Θ

 
Рис. 
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Запишем теорему о циркуляции вектора напряженности магнитного поля 

l

Hdl i=∑∫
r

, где i - алгебраическая сумма токов, которую охватывает контур l .  

Тогда  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2sin cos sin cos .
l

Hdl H ab H bc H cd H da= − Θ − Θ + Θ + Θ∫  (3) 

Так какbc<<ab, то получаем 

 ( ) ( )1 1 2 2sin sin
l

Hdl H ab H cd= − Θ + Θ∫  (4)  

или 

 2 2 1 1.
l

Hdl H n H n= × − ×∫
r r rr r

 (5) 

Следовательно, при отсутствии тока в контуре abcda тангенциальные 
составляющие вектора напряженности магнитного поля на границе раздела двух 
сред равны. 

 В силу непрерывности магнитного потока 0
s

Bds =∫� получаем 

 ( ) ( )1 1 2 2cos cos 0.
s

Bds B s B s= ⋅ Θ ⋅∆ − ⋅ Θ ⋅∆ =∫�  (6) 

Следовательно, нормальные составляющие вектора магнитной индукции на 

границе раздела двух сред равны [10-12] (т.е. 1 2n nB B=
r r

). 
Исходя из вышеизложенного, необходимо дать математическое обоснование 

того, что при заданных граничных условиях Дирихле или Неймана в рамках 
МКЭ хотя векторы индукции в разных элементах и разные, но всегда нормаль-
ные (к общей грани) составляющие совпадают.  

Плоский случай. Предположим, что в треугольнике 123 векторный магнит-
ный потенциал A меняется линейно. Тогда индукция B будет постоянной и пол-
ностью определяется значениями потенциала A в вершинах 1, 2 и 3. Обозначим 
через N ось, направленную перпендикулярно стороне 12 в правую сторону.  

Теорема 1. Проекция BN вектора индукции на ось N зависит только от значе-
ний A1, A2 потенциала A в вершинах 1, 2 и не зависит от значения A3, а именно: 

)(1
12

12

AABN −=
ρ

, 
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где 12ρ - длина стороны 12. 
Доказательство. В треугольнике 123 векторный магнитный потенциал A 

линейный и имеет вид 

),(
3

1
yxbAA i

i
i∑

=

= , 

где ib - линейная базисная функция, равная единице в вершине i и нулю в других 

вершинах треугольника. Например, 1b  имеет вид 

3232

33

33

221 2
1

1
1
1

2
1),(

yyxx
yyxx

yx
yx
yx

yxb
−−
−−

∆
=

∆
= , 

где∆  – площадь треугольника 123. Проекция Bx вектора индукции на ось абсцисс 
равна 

 ( ) ( ) ( )
3

1 3 2 2 1 3 3 2 1
1

( , ) 1 .
2

i
x i

i

b x yAB A A x x A x x A x x
y y=

∂∂
⎡ ⎤= = = − + − + −⎣ ⎦∂ ∂ ∆∑  (7) 

Аналогично, 

 ( ) ( ) ( )1 3 2 2 1 3 3 2 1
1 .

2y
AB A y y A y y A y y
x
∂

⎡ ⎤= − = − + − + −⎣ ⎦∂ ∆
 (8)  

Единичный вектор N
r

 по направлению оси N имеет координаты 
( )ϕϕ sin,cos , где ϕ  - угол между осями абсцисс и N. Проекция BN вектора 

индукции B
r

 на ось N равна скалярному 
произведению ϕϕ sincos)( yxN BBNBB +==

r
o

r
. 

Используя формулы (7) и  (8), получим 

( ) ( ) ( ) ( ) +−+−+−+−
∆

= ]sincos[]sincos[{
2
1

3131223231 ϕϕϕϕ yyxxAyyxxABN  

( ) ( ) ]}sincos[ 12123 ϕϕ yyxxA −+−+ . 

Обозначив вектор с началом в вершине i и концом в j через ij , выразим 
BNчерез стороны треугольника: 

( ) ( ) ( )1 2 3
1 23 31 12

2NB A N A N A N⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ + ⋅⎣ ⎦∆

uur uur uurr r r
. 
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Приняв, что ( )ij N⋅
ur r

 есть длина (со знаком) проекции стороны ij на ось N, 

получим 

( ) ( ) ( )23 , 31 , 12 0,N h N h N⋅ = − ⋅ = + ⋅ =
uur uur uurr r r

 

где h – высота, опущенная из вершины 3 на сторону 12. Таким образом, 

hAABN )(
2
1

12 −∆
= . 

Остается заметить, что для площади треугольника 122 ρh=∆ . Теорема до-
казана. 

Выше предполагалось, что вершины треугольника пронумерованы против 
часовой стрелки, а ось N направлена вправо. Если одно из этих условий 
нарушено, то все формулы сохраняются с точностью до знака.  

Следствие. В треугольниках, имеющих общую сторону, хотя векторы 
индукции разные, но всегда нормальные (к общей стороне) составляющие 
совпадают. 

Трехмерный случай. Аналог теоремы 1 справедлив и для трехмерного случая. 
Предположим, что в тетраэдре 1234 векторный магнитный потенциал A меняется 
линейно. Тогда индукция B будет постоянной и полностью определяется значе-
ниями потенциала A в вершинах 1,2,3 и 4. Предположим, что грань 123 лежит в 
плоскости X0Y. Тогда ось 0Z направлена перпендикулярно грани 123 в правую 
сторону. 

Теорема 2. Нормальная составляющая Bz к грани 123 вектора индукции 
зависит только от значений A1, A2, A3 потенциала A в вершинах 1,2,3 и не зави-
сит от значения A4, а именно: 

( ) ( ) ( )[ ]+−+−+−
∆

= 2131323212
1 yyAyyAyyAB yyy

z  

( ) ( ) ( )[ ]2131323212
1 xxAxxAxxA xxx −+−+−
∆

+ . 

Доказательство. Имеем 

y
A

x
AB

xy

z ∂
∂

−
∂
∂

= . 

Отсюда, в силу равенств  (7) и (8), следует теорема 2. 
Рассмотрим случай наклонной грани. Пусть перпендикуляр к грани 123 

имеет направление N
r

. Рассчитаем нормальную составляющую BN к грани 123. 
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Теорема 2а. Для произвольного тетраэдра 1234 нормальная составляющая 
BN вектора индукции к грани 123 зависит только от значений A1, A2, A3 потен-
циала A в вершинах 1,2,3 и не зависит от значения A4, а именно: 

( ) ( ) ( )[ ]2131323212
1 xxAxxAxxAB xxx

N −+−+−
∆

= + 

( ) ( ) ( )[ ]+−+−+−
∆

+ 2131323212
1 yyAyyAyyA yyy  

( ) ( ) ( )[ ]2131323212
1 zzAzzAzzA zzz −+−+−
∆

+ , 

где ∆  – площадь треугольника 123. 
Доказательство. Разложим BNна составляющие по координатным осям: 

cos( , ) cos( , ) cos( , )

cos( , ) cos( , ) cos( , ).

N x y z

z y x z y x

B B N x B N y B N z

A A A A A AN x N y N z
y z z x x y

= + + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

В тетраэдре 1234 векторный магнитный потенциал A линейный и имеет вид 

),,(
4

1

zyxbAA i
i

i∑
=

= , 

где ib - трехмерная линейная базисная функция, равная единице в вершине i и 

нулю в других вершинах тетраэдра. Например, 1b  имеет вид 

434343

424242

444

444

333

222
1 6

1

1
1
1
1

6
1),,(

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

V
zyx
zyx
zyx
zyx

V
zyxb

−−−
−−−
−−−

== , 

где V – объем тетраэдра 1234. Отсюда следует 

( )( ) ( )( )[ ]43424342
1

6
1 yyzzzzyy
Vx

b
−−−−−=

∂
∂ , 

( )( ) ( )( )[ ]43424342
1

6
1 zzxxxxzz
Vy

b
−−−−−=

∂
∂ , 

( )( ) ( )( )[ ]43424342
1

6
1 xxyyyyxx
Vz

b
−−−−−=

∂
∂

. 
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Итак, имеем 
4 4

1 1

4

1

cos( , ) cos( , )

cos( , ).

z y x zi i i i
N i i i i

i i

y xi i
i i

i

b b b bB A A N x A A N y
y z z x

b bA A N z
x y

= =

=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞
= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

∑
. 

Заметим, что для объема тетраэдра имеет место NhV ∆= 26 , где ∆  – площадь 
треугольника 123; hN – высота, опущенная из вершины 4 на грань 123 и имеющая 
направление N

r
. Следовательно, 

)(2
4

1
iz

z
iiy

y
iix

i

x
iN cAcAcAB ++=∆ ∑

=

, 

где 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∆= ),cos(),cos(2 zN
y
byN

z
bc ii

ix , 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

∆= ),cos(),cos(2 xN
z
bzN

x
bc ii

iy , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∆= ),cos(),cos(2 yN
x
bxN

y
bc ii

iz . 

Например, для xc1 имеем 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 2 4 3 4 2 4 3 4

2 4 3 4 2 4 3 4 3 2

2 { cos( , )
6

cos( , )} .

xc x x y y y y x x N y
V

x x z z z z x x N z x x

∆
⎡ ⎤= − − − − − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − − − − = −⎣ ⎦

 

Аналогичным образом рассчитав остальные коэффициенты, получим 

( ) ( ) ( )213132321 2 xxAxxAxxAB xxx
N −+−+−=⋅∆ + 

( ) ( ) ( )+−+−+−+ 213132321 yyAyyAyyA yyy  

( ) ( ) ( )213132321 zzAzzAzzA zzz −+−+−+ . 

Теорема доказана. 
Следствие. В тетраэдрах, имеющих общую грань, хотя векторы индукции 

разные, но всегда нормальные (к общей грани) составляющие совпадают. 
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Հ.Ա. ԹԵՐԶՅԱՆ, Հ.Ս. ՍՈՒՔԻԱՍՅԱՆ, Ա.Է. ՀԱԿՈԲՅԱՆ 

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ՏԱՐՐԵՐՈՎ ԵՌԱՉԱՓ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԸ ՄՈԴԵԼԱՎՈՐԵԼԻՍ 
ՎԵԿՏՈՐԱԿԱՆ ԲՆՈՒԹԱԳՐԵՐԻ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ 

Հետազոտվում է ստացված մագնիսակա նինդուկցիայի վեկտորի վարքը վերջավոր տարրե-
րի մեթոդով եռաչափ դաշտային խնդիրների թվային լուծման ընթացքում: Ցույց է տրված, որ 
եռաչափ մագնիսաստատիկ խնդիրների լուծման դեպքում կուլոնյան ձևափոխությունը պար-
տադիր պայման չէ: Ելնելով ֆիզիկական նկատառումներից, անհրաժեշտ է, որ մագնիսական 
ինդուկցիայի դիվերգենցիան հավասար լինի զրոյի, մագնիսական ինդուկցիայի վեկտորի նոր-
մալ բաղադրիչը և մագնիսական դաշտի լարվածության տանգենցիալ բաղադրիչը համընկնեն 
տարրերի սահմանին: Ապացուցված է, որ վերջավոր տարրերի մեթոդը կիրառելիս հարևան 
տարրերի մագնիսական ինդուկցիայի վեկտորի նորմալ բաղադրիչները հավասարեն: 

Առանցքայինբառեր. Էլեկտրամագնիսական դաշտ, վերջավոր տարրերի մեթոդ, քառա-
նիստ ցանց: 
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ON THE PROPERTIES OF VECTOR CHARACTERISTICS AT FINITE ELEMENT 
MODELING OF THREE-DIMENSIONAL MAGNETIC FIELD 

The behavior of the magnetic induction produced in the numerical solution of three-
dimensional field problems by finite element method (FEM) is researched. It is shown that the 
Coulomb gauge is not necessary for three-dimensional magnetostatic problem. It is also shown 
that from physical considerations, the normal components of the magnetic induction and the 
tangential component of tension on the boundaries of the elements must coincide. Also, the 
divergence of the magnetic induction must vanish. The coincidence of the normal components 
of the magnetic induction on the boundaries of the elements in the framework of the finite 
element method is proved. 

Keywords: electromagnetic field, finite element method, tetrahedral mesh. 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


