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ПЛОСКОЕ ДЕФОРМИРОВ \1 II1ОЕ СОСТОЯНИЕ 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННОГО АРМИРОВАННОГО

ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Рассматривается плоское дгформироппшкк- состояние упругого тели с предпарп 
П'лыю напряженным тонкостенным гибким включением. Сш-н.тслис гибкого пключе 
пий с упругим телом принимается полным Получено условие, еня чыйнютпее величину 
прм11прнте.11.1!'.>го напряжения с предельными лыченпямл -.сформанпй п напряжений 
другой- тела ня включении.

Решение рлссмлтр.яшемой задачи ня упругого прямоугольника и бесконечной 
Шмиги припе нчю к кнази-яполне регулярным бесконечным системам линейных ллгеб- 
пайчоскй! уравнений. Проведены вычисления для прямоугольник;։ с одним снимет- 
рпчким включением и Определено рпспределсни։1 напряжении, обусловленное прелва- 
р.1о.м.нкм натяжением включения.

Аналогичным задачам, связаш-ым с сонмсстнон работой арматуры и бетой;!, при 
р.|-Н1чаы\ предположениях и с использованием -испориментально полученных соог- 
ЙшиенпП, посвящены р.чооты | I I ] к др.

Г. Рассмотрим плоское деформированное состояние упругого геля 
с тонкостенным гибким предварительно напряженным включением. 
Следуя Милану [5], будем рассматривать включение как одномерную 
среду, сопротивляющуюся только растяжению-сжатию.

Пусть включение было подвергнуто предвари тельному натяжению, 
после чего было приведено в контакт с упругим телом и полностью 
сцеплено с ним тем или иным способом Определение напряженно- 
деформированного состояния упругого тела после снятия внешних сил, 
1н։.ущес7влню1цпх предварительное напряжение включения, является 
нашей задачей.

Если предварительная деформация включения равна з,„ оконча­
тельная деформация—з։. предельное значение деформации упругого 

с/т.՛ 
тела на включении-------- , то

г/у

-1=(Ч_-(|)~՜ 1 :о« (Е1)
б/у

При этом деформация включения могут быть большими по сравнению 
с деформациями упругого тела, которые считаются малыми.

’Согласно приближению, принятом}. Меланом [5]. [6].

^к"'- - П.2)
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где 7՜ натяжение включения, а /Г։, Ар модуль упругости, толще 
на и коэффициент Пуассона включения соответственно.

Подставляя (1.2) в (1.1). получим

</-г /г' Г г0

</у 1
(1.3)

2 . Рассмотрим плоское деформированное состояние прямоуголь­
тонкого предварительно напряженного
1). Примем для простоты, что прямо*

ника при наличии н нем одного 
симметричного включения (рис

Рис. 2.Рис. 1

угольник нс подвергнут воздействию внешних усилий. В силу симметрии 
можно рассматривать элемент прямоугольника ОАВС Па границах 
рассматриваемой области должны удовлетворяться условия:

У) 0; (2.1)

(2.2)

-Л.у(л\ А) = -Лу(л-, 0) -Лу(^.

•Г(А-. (I) «((). >•)--<);

Зу(л. Л)- зл(/л у) = 0:

1~Нп 5о

Представим функцию напряжений в

л

у
виде

Ф(л\ е) = 1 | .4/,. ей ЧУ+К/^ЧУ - ЧУ(С/{с\\чУ 1֊ ЧУ) |соз«Лл |

1 I */.• ей 3/..С 811 V 4 ^х(б^й/А-А--г/7л.8113/гл-)|с<>8^у /г\'г Чу\

где

Ч- Л՜՝
кт.

1г ‘
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Напряжения и перемещения определяются через бнгармоническую 
функцию Эри по известным формулам:

()2ф

=Л =֊֊., ■ :у . ,лу,. (2.5)

Г Г 7
Ри = 1----- (1х

г/Ф .
>—+«6 -‘°у;

с/.х

л)(р/— 4-^4-м>х. (2.6)
г) у

Для общности изложении в (2.4) и (2.6) не использована саммит 
рия рассматриваемой задачи.

Удовлетворяя условиям (2.1). получим соотношения:

(АЛ - Г),.) $11 зЛ// - а*Л(С/г зЬ хА.Л -г/\. сЛ ։*А) = ();

г Ь<Ч-~^к- ---
( 1)* 1 .

.., о '

I ՛ //*) $Ь ?д./> | (Л/_. (7д.) с И ’^>Ь '1кЬ (б7/г 811 Нь с Н >Л. Ь) 0; (2.7)

>/.֊ ,1 и- ( 1)А֊1
<1 --------— • ------ ----------.

Удовлетворяя условиям (2.2) и (2.3), приходим к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений

Ар-
-V (Ь‘» V” V < ‘>*г* _ ЙЛ.
-Л ''■■■ 1[р^ )мк 67 г, *а,Л7; Л'„ '' гр'

Г,=
у. 2с> ՝2с^^ < ՛>*>•* ,2^.
-Л'’* }'р^'- )мк \гр Г. *а<¥4 9/, ՛ ՛՛ 1' р՝

4 — —1 V ±2”* Г * 4=о
А Ь л’(|-г ,) Г| Ь 4(1 /Г ՛

/р&- 1-4.

А Ара-: у /а- Л_ Др
Ь I р Г- । Л/^А32 Ь \гр' 4

( 1)*
1г

<0՜// мА
«о —; ^0- -у»

где введены обозначения:
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(_։// /г
Ь ^р ;

______4 

Г(1 I V) Ь }р

(/4$1Р.д.Л , С/;с]}7./;/1) 

(՝Ч{

В бесконечной системе (2.8) квази-нполпе регулярность доказываете 
при помощи оценок:

}'Ъ

(-1);Ч ( ;!)*>'* . /)12, 1 —" 1___УСЗД> .
Ь л1 р ('^■4-Л2)2 •" । . >

Л/.

֊4

•'
Л

Ь < 1)% 

л

-----------<1
8(1^,-

Ч>՜ .
&Г12 /’*•

11

-Ь2
Га-,

\р-с1Ьг{р-
Л------------ —

ч!|^

<4 сИп^

‘I՛՜

У՛—

•чЬ2^֊
л>-( 3

.И/, С11г.^

с, -|( 1И-1||с1Ьу ^л\ I с1||у--г~
I »/Х1 >) I «1^-

^сЬЗд./’) 21 (Л 
> А՛ а. А7..;

1

I /г

'^--Гс

Г-!
Лг:п..| \_!_
\ /,А՛ Г/М':‘-7.ИХ. -1 лр/^| 0(/?П;

2(-1)^,0,О1'- “9^ а“
(2.10)
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V |* Ага*___
Г. ь м/р^-

Л(2) . Л- А'*М 1 а"“' Л
I р№

' л’։>Цй =(1(/? 2 ).
I

I
Свободные члены при больших р имеют порядок 0(р -■ ).

После решения бесконечных систем уравнений, напряжения и 
перемещения во всей области могут определяться формулами (2.5) и 
(2.1)1. Приведем выражения нормальных напряжении -ч. и контактных 
касательных напряжений -ху(0. у)

. 2 1 < п^у
с । . г г.» *\;

2 ■•><,(-!)*֊

~(1Ч֊*) Л“ А

1 : О 
“81П.^у

^АсЬ^у
СО$2/..Л'

у) ? 8й^(А—у)
яЬа^Л Л՜ $՝П7/./1

«■» 2___ Л,

А ~(1 •-) Г՜ 1
( — 1*1—1

А 8ПЗ/?А
СО8/А-У֊

А_ £ х, /д. /гк у .я11 а» у ъф а* А - А с 11 *к У С11 гк И

Л - Г*| 1 А^йад.// \ А

создал 
Ж

А7
7 АхйЗд, А —ей >л-г (2.Ц)

/4- А с!1 А ей Зл л- — х 8Й 3.. А $й л՜ \ соя л у 
А /

_ Л-
I А 8Ь?* А

—— с 11 /А (А—Л-) 3/. А- 811(А Л-) 4

3»А с 11 Зл-л- I СО5 3» у 
бйЗ* А I .Ул

3. Рассмотрим плоское деформированное состояние упругой полосы 
при наличии в ней тонких предварительно напряженных, периодически 
рлсполпженных икЛ։ОченнГ| (рис 2)

На границах рассматриваемого элемента полосы ОАНС будем 
иметь тс же условия (2.1)— (2.3). за исключением условия =Л<А. у) 
которое заменяется на

//(А, у) = С\.

Введя функцию напряжений (2.4) и поступая аналогично н. 2. 
получим бесконечную систему:

л (3.2)

-Ч"4. < 1)07

г.1՛ /рА(3 /мк \Г р 1Г. 1 А^А3-

А «Л( !)*>1 г‘ А А '։ч., /.к >‘А',

А »' р № ֊ 21 м А \ р Г\ 1) 1 Р
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(Л/. /) sh З,-.- b (/ ^ ) ch //,■ b b\(i՛֊ sh Зд- b —

+Н„<Л^ ; С,—fs = 0. 1
/A- i . A’ '

где
c c l_L^zlL 7՛՜՜1 i v՜

* 7' 1 2 shfys

Л. = Л֊ + г ՛

а остальные обозначения определены в n. I. 2.
Квази-вполне регулярность бесконечной системы линейных ал­

гебраических уравнений (3,2) доказывается при помощи оценок, ана­
логичных (2.10).

Заметим, что суммы абсолютных значений коэффициентов и 
свободные члены этих систем ыя больших р (номера уравнении в

I 
данной системе) имеют порядок 0( р ). что позволяет сравнительно 
легко выполнять необходимые вычисления.

Рассмотрим численный пример.

Таблица !

Е 1.5.105 1.9-10* 2.65-105 3.5-10»

Т(0) 0.(559 0.697 0-769 0*845

I аблица 2

У

11

1 с 
Значения тлч. -------- при Е

’ 2 Е7

•..9-10» 1.5-10» 2.65-105 3.5.10»

0.70 0 0 0 0
0.72 0.131 0.109 0.047 0.075
0.71 0.268 0.183 0.190 0.220
0.76 0.241 0.214 0.128 0.167
0.78 0.431 0.405 0,333 0.365
0.80 0,430 0,593 0.280 о.ззз
0,82 0.693 0.662 0.571 0.613
0.84 0.731 0.689 0.552 0,618
0,86 1,109 1.080 0,982 1.029
0.88 1.200 1.161 1.020 1 .091
0.90 1.752 1.738 1.676 1.710
0.92 1.889 1,873 1,785 1.835
0.94 2,700 2-740 2,831 2,795
0.96 2.730 2.783 2.903 2,857
0.98 3.923 4,Н»8 4.713 4,422
1.00 0 0 0 0



Плоское деформированное соспынне армированного прямоугольника 37

Таблица ■{

X

1 1Ь

1 с
Значения з.(х, V).------- - при

2 Еу
Е 1.5- КР Е 1 .9 • Юь Е 2.65-ИЙ Е 3.5 • 105

у о у/ь У/11 у/1т

0.7 0.8 | 0-9 0,7 | 0.8 | 0.9 0.7 1 0,8 | (1,9 (1.7 0.8 0,9

0.1 
.0,2 
0.3 
0.4 
.0,5 
9.6 
0.7 
0.8 
0.9

Ь230 
.187 

ыэд 
1.114 
1.083 
Ь055 
1.034 
1,019 
ьпц

4-339 
4.196
4.050 
3,908 
3.773 
3.65-1 
3,550 
3.467 
3,409

4,907
4,402
3,857
3.295 
2,744
2.226 
1.762 
1.367
1.049

1.062 
4.022 
1,98*
.. , 
1,923 
3.898 
1,878 
1,864 
3.857

1.209 
4 .066 
3.91 У 
3.776 
3,640

■ 
■
■ '
•

4.959
1 • 122
3.838
3,233
2.637
2.076 
1,574
1.146 
0.804

4.066
4.031
3.999
3,969
3.942

3-902
1,$90
1,885

1.272
4.130
3.983
3.836
3.691
3.569
3.459
3,371
3,313

5.431
4,755 
4-102
3.419

•
2.065 
1,531
1.044
0.656

4 .068 
•1,036 
4,008 
3.981 
3.956 
3.936 
3,920 
3,911
3.908

1.321 
4.18'2 
4.034 
3.884 
3.741
3.609 
3.496 
3,406 
3,348

5-719 
5»078
1. 157 
3,595 
2,834 
2,115 
1.169 
0,920 
0.485

У 
0 0.7
х!Ь 4,157 4.022 4,016 4.014

Укороченные системы уравнений для задачи п.2 были ретены при 
помощи ЭЦВМ ври следующих значениях параметров:

/I Ь - 10; Ь Л։~ 14; Е\= 1,8 • 10"

0,25; £«=0,58 • 10

Укороченная система решалась при р = -Ю и р=50. При угом до 
споется удовлетворительная сходимость (разница искомых величин 
Не более 5%). Результаты вычислении контактных касательных напря­

жений, нормальных напряжении и максимального остаточного натяже 
ния включения /’(0) иллюстрированы графиками (рис. 3, I) в табли­

цами

\рм НИИ стройматериалов
и сооружений
Институт механики АН Ары. ССР Поступило 19.1 X. 1972.
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Վ. Դ. ԱԱՐԴԱՅԱՆ Ա. Ս. ԽԱԱ1Պ:1ԱՆ

ՆԱ1»ԱՊհ11 ԼԱՐՎԱԾ ԱՄՐԱՆԱՎՈՐՎԱԾ IIհՂ,Լ1ևՆԿՑ11.1, ՀԱՐԹ ‘1ՍՖՈՐ1րԱՑՎԱԱ 
ՎԻՃԱԿԷ

Ա մ ւ|> ո ւ|ւ ո ։ մ

Դիտված Լ նախապես լարված բարակապատ ճկուն ներդրակով առաձգա­
կան մարմնի !արթ դեէիորմ ագված վիճակը։ ճկուն ներդրակի ե առաձգական 
մարմնի կապակցոէմր ընդունվում է [րիվ։ Ստացված կ սլայման, որը կապ 
Լ . սատա ւո ու մ նախնական լարման մեծ ության ե ներդրակի վրա առաձգական 
մարմնի դեֆորմ ա ցիաների ե լարումների սահմանային արժեքների միջե

Սիմետրիկ ներդրակով ուղղանկյան ե պարբերական ներդրակներով շեր­
տի համար խնդիրները բերված են կվագի-լիովին էէեգւպլար հանրահաշվական 
Հավասարումների անվերջ սիստեմների լուծման; Բերված Լ թվային օրինակ,
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