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ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА

II. К. СНИТКО, И. И. КАНДАУРОВ

УСТОЙЧИВОСТЬ ДВИЖЕНИЯ АВТОПРИЦЕПА ПРИ 
ПО11ЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

1. Общие предпосылки и уравнения движения

В данной статье рассматривается неравномерное движение тягача 
•с одноосным прицепом на кривой и на прямолинейном участке, дается 
анализ взаимного влияния тягача и автоприцепа и устанавливаются 
условия устойчивого движения автоприцепа. Анализ этого движения
может дать определенные выводы для рационального проектирования
горных дорог.

Задача о поперечных колебаниях реального прицепа при нали­
чии бокового увода шин тягача и прицепа является достаточно 
грудной |1| Прицеп является сложной упругой системой со многими 
степенями свободы: его можно представить как систему с тремя 
степенями свободы: одну степень свободы имеет неподрессоренная 
масса тг (определяется углом поворота ® вокруг точки сцепки) 
и двумя степенями обладает под­
рессоренная масса тг (горизонталь­
ное и вертикальное перемещения). 
При решении задачи в первом 
приближении рассматриваем при­
цеп как систему с одной степенью 
свободы, за которую принимаем 
угол отклонения продольной оси 
прицепа ?, считая, что: бокового 
скольжения колес тягача не проис­
ходи г; зазоры в сцепном устройстве 
и упругие связи отсутствуют; точ­
ка сцепки тягача с прицепом дви­
жется по заданной траектории.

Согласно рис. 1 введем сле­
дующие обозначения:

/ —сила тяги;
/։, А —силы сопротивления качению

Рис. I.

прицепа и тягача соответственно;
т2 — масса тягача:
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mv т,- масса прицепа неподрессоренная и подрессоренная соответ­
ственно;

х. у - координаты центра тяжести массы тягача: 
х։, У: — координаты центра тяжести массы тх\ 
л>, Ус֊ координаты центра тяжести массы тс;

Yk сила сопротивления боковому уводу колес прицепа;
Р - реакция со стороны дороги, нормальная к траектории дви­

жения тягача;
ф — угол отклонения прицепа от направления оси у:

S —ускорение центра тяжести массы тягача по касательной к 
траектории движения;

—ускорение центра тяжести тягача по нормали к траектории 
движения;

y=f(x) уравнение траектории движения центра тяжести массы тя­
гача;

7 — угол между касательной к кривой y = f (х) и осью х.
Поскольку принято, что точка сцепки движется по заданной 

траектории, то роль силы (—тх Sy) будет состоять в том. что она 
вызывает реакцию со стороны дороги. При составлении уравнений 
движения будем проектировать все силы, действующие на систему, 
на касательную в рассматриваемой точке к траектории движения тя­
гача. Спроектируем все силы, действующие на систему, на касатель­
ную к траектории движения тягача |2|:

— т2 S-4-F—/.,֊

— (/п, х, 4֊ тс X,) cos у (лц у3 ։ /иеуг) sin 7 —
—/iSln (7 ?)— Ук cos (у - ■?) =-0. (I)

Составим сумму моментов всех сил, действующих нн систему, 
относительно центра тяжести массы тягача.

- .TZj уг /. sin ? — лг։ Xj /. cos ■£> - тсуе a, sin? —

—те х( а,- cos ? Y* I. =0.
Из геометрических соотношении (рис. 1):

(2>

у у, = /. coso, (3)
у — ус—ас cos?. (4)
Xj — х = L sin ?, (5)
x, — х^=а< sin ?. (6)

Имеем также уравнение траектории движения тягача 
сцепки):

у = /(х՛.

(вернее точки

(7)
-откуда

fg-.֊ “Ш. (&>
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у = аге
(1х

(9)

Если центр тяжести тягача не лежит в вертикальной плоскости, 
проходящей через центры отпечатков задних колес тягача, то выра­
жение для продольного ускорения, как известно, имеет вид

$ = -Ь«г , (10)<н
где V — скорость движения Тягача;

«о — угловая скорость вращения тягача при движении по кривой:
Ь расстояние от осн задних колес до вертикальной плоскости, 

перпендикулярной продольной оси тягача и проходящей через
центр тяжести тягача.

Выясним теперь, какова же зависимость для силы сопротивле­
ния боковому уводу.

При малых углах бокового увода 
зависимость между силой сопротивления 
боковому уводу и углом увода может 
быть принята за линейную. В этом слу­
чае ври р|<15° (рис. 2) 

к г
здесь А՛ — коэффициент сопротивления 
боковому уводу.

При больших углах увода сила сопротивления боковом) уводу
может быть принята постоянной, т. е. не зависящей от угла увода. 

В этом случае при |б|>15
У^± Т (12)

здесь 7՜ сила сопротивления трению, скольжению. Составленной на­
ми выше системой уравнений решается вопрос о вынужденных коле­
баниях прицепа при движении тягача по заданной траектории.

2. Случай равномерного движения поезда на кривой

Рассмотрим случай равномерного движения тягача с прицепом по 
круговой кривой. Предварительно преобразуем составленную систему 
уравнений, для чего продифференцируем дважды уравнения (3), (4) 
и (5), определим вторые производные для у1։ х1։ уо х( и подставим 
в уравнение (2). Дифференцируя дважды уравнения (3), (4) н (5) и
решая их относительно '1, А’гЗ'г. хе, получим

У։= У 4֊ 7. (? 51п <?4՜ с2 СОЗ о)

Ус = У "г «г (® 51п ? -|- соз <р) 
х։= х 4- /. (? сое ? — з!п ф)

(13)

(14)

(15)
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хе — х ֊г ас <9 cos 9 — 92 sin 9) (16)
Подставляя эти выражения н уравнение (2), получаем

л;։ /. |у sin 9 4- L (<? sin2 ? 4-

4- 92 sin « cos 9) 4- x cos 9 4 (9 cos' 9 — 9* sin 9 cos 9) |4՜

4- rnc ac |y sin 9 -| ac (9 sirf 9 4՜ 9՜ sin 9 cos 9) }•

4֊ x cos 9 4՜ ac ( 9cos՜ 9 ~ ? sin2 9 cos 9)| 4- K* /, .= 0 (17)
или иначе:
(wt L 4 mc a'c) 9 4՜ (Wj I 4՜ <Л ) (у sine- x cos 9) 4 /- =0. (18/

Обозначая через /0— сумму моментов инерции масс п։х и zw2 ст- 
носительно точки сцепки, имеем:

/п. Л2 4- теа,- = /0. (19)
Перепишем уравнение (17) в таком виде:

тх L 4- т( ае .. .. L /rv.,9 4- (у sin 9 4- л- cos9) ! — Л=0. (2^
*0 'о

Это уравнение используем для решения данной задачи. Согласно 
заданному условию траектория движения ։ ягача представляет собор 
круговую кривую, уравнение которой запишем в параметрической 
форме:

у = R sina = R sin t (21)

х = R (I — cos a) = R^ 1 — cos ’ (22)

где R радиус круговой кривой;
t время;

■u0 — скорости движения тягача.
Дифференцируя дважды выражения (21) и (22). получим:

y=-Ji? sin f֊՜0: t (23)
R \ R ./

* • ’ll
’ CQS -°- t. (24)

R R
Подставляем эта выражения в уравнение (20):

9 4֊ ֊ И/.-1- ( - J ( cos 9 cos t — sin 9 sin a /1 = 0.
/0 ՝ 4 / R ՝ R R /

(25)՝
Или иначе

+ \=°. (26>
/ о X /<> / \ R /
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Произведем в этом уравнении замену переменной так, чтобы от­
клонение прицепа отсчитывать не от направления оси у, а от направ­
ления касательной к траектории движения в точке сцепки. В этом слу­
чае новая переменная с <?, соглас­
но рис. 3, будет связана соотноше­
нием:

? =’?+-֊֊ ֊7, (27)

но
7 = ֊֊«- (28)

Следовательно

М4*֊=? (29)

Дифференцируя это выраже­
ние дважды по /, получим:

(30)

Производя в уравнении (26) замену зависимой переменной интег­
рирования, будем иметь:

Г 4՜ >
'о

т, /. ■ .՛•

А)
(31)

R
cos 3 =0.

Теперь через угол 3 выразим силу сопротивления боковому уво­
ду, для чего вектор скорости движения массы тх разложим на два 

составляющих вектора, одно из ко­
торых представляет переносную, а 
второе, относительную к точке сцеп­
ки скорость, как это изображено на 
рис. 4. Согласно этому рисунку 
тангенс угла увода имеет вид:

tgZ = vo j 4? АА — tg 3 -j 
cos 3

+ £L-. (32)
v0 cos

При малых углах увода и ма­
лых углах отклонения прицела от направления движения тягача это
выражение можно записать так

2 ~ N-ti- (33)-

Тогда согласно зависимости (11) имеем такое выражение для си 
лы сопри!явления боковому уводу:
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ГА. = А В + кЙ • (34)

Подставим теперь это выражение для силы сопротивления боко­
вому уводу уравнение (31), полагая при этом cos 3 тогда получим 

?+/֊*?+ 7֊ (л։1£+^)*-0. (35)
*0^0 ‘0 Л) / Л

Запишем дифференциальное уравнение (35) в нормальной форме |2]:

J- wj ?=Р, (36)

где коэффициент затухания имеет значение:

квадрат частоты собственных незатухающих колебаний

4 = — (38)
'о

и возмущающая функция:

» _ ■ /“■ L 4- д‘. ,эд>

Интеграл этого дифференциальною уравнения, если при входе 
системы на кривую прицеп нс имел возмущения, определится ([2| стр. 
89) таким выражением:

РВ !—<?"( cos 1’>(1 / Ь sin
\ »о

(40)

11аидя предельное значение ? и * соответствующие переходу не­
линейной зависимости между Ук и 5. используем для решения задачи 
другое уравнение, которое получается из уравнения (31) с учетом 
зависимости (12) для силы сопротивления боковому уводу.

В этом случае уравнение колебаний имеет вид:

з А/=о. (-11
\ /о / R 4

Учитывая |3|. что

Уравнение (42) запишем гак:
Ё (£1 = -2 \ vo cos s - r

V /о )r I. '

В этом уравнении переменные разделяются. Поэтому решение
его нетрудно записать в такой форме:
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р= 2 /М V‘°- ('cos ? d? Т — T\d$ ■С, (4-1)

где С—постоянная интегрирования.
Постоянная интегрирования в данном случае определяется из

УСЛОВИЯ При £ = К = К1-

Определяя постоянную интегрирования и подставляя се в урав­
нение (44), получим

j f
? = Pi -2 + ”1-1^ ) ■ g" (՛ cos МР + — Т (՛ dp (45)

՝ 4) /R J /о .)3. Ч
или интегрируя, находим:

՛£■= Р֊-2(Д,’ / « (su,^ sin f>,) 2А (g - fl,). (46)
\ 'u ' К <o

При принятой системе координат увеличение отклонения прице­
ла от направления движения тягача происходит в сторону отрицатель­
ного значения угла 3.

Приравнивая значение угловой скорости нулю, получим из (46) 
°° уравнение, из которого можно определить максимальное значение от­

клонения прицепа:

Р;_2/"‘1£±Д^Л« sini-Sin?,) '-֊ Г(Й-?,)=О. (47)
\ 4 ' R /©

Решив это «рансцепдеитное уравнение, можно определить максималь­
ное значение угла отклонения прицепа от направления движения тя­
гача. Оно при малых радиусах R и заметном интервале времени .мо­
жет оказаться весьма значительным.

3. Случай неравномерного /движения поезда на прямолинейном
участке

Уравнение траектории движения к рассматриваемом случае будет 
таким

л=0. (4В;

В результате движение тягача с прицепом согласно рис. 5 будет 
описываться следующей системой уравнений:

— /л, у —-п^уу -|- F у2 — Л cos ? — k S sin ? ± /2 ± /։ =0. (49)

— /п։ у, I. sin « тх л-, /. cos © — k о L т /։ 7. sin 9 =0. (501
• Xj = Л-sin 9, <51)
у — у, = L cos 9. (52)

В составленных четырех уравнениях все коэффициенты или из­
вестны или могут быть тСтань!. за исключением угла бокового увода. 
2 И.чп. ТН № !
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Для установления функциональной зависимости этой величины от ?. 
у и 9 на рис. 6 изобразим соотношение между скоростями и углами 
для центра массы прицепа. У точки А построим параллелограмм ско-

ростей, где L ? — поперечная скорость по отношению к оси ОЛ и у 
скорость вдоль оси у

5 = ' ■ (53>
у cos 9 

откуда получаем:

г - arctg (tgv+ ) • (54)
\ у cos 9 /

Вносим значение для угла бокового увода согласно зависимости (54) 
в уравнения (49) и (50). В результате этой подстановки имеем:

F - тгу - тг yx—fr - J. cos ф ֊

— k sin <?-arctg ( tg <?֊}- — ) ! /2 ± —0 (55)
\ у cos 9 /

± /j sin ? — mlyl sin 9 — rtiy Ac°s9 —

— karctg ( tg 9 -h ֊7-^— ) = 0. (56)
\ у cos 9 /

Полученные уравнения содержат четыре неизвестных координаты у. 
Уп х։ и 9.

Уравнениями (55), (56), и (51), (52) определяется движение си­
стемы при принятых предпосылках, при введении сил сопротивления и 
силы тяги. Для решения системы дифференцируем дважды (51) и (52).

д*։ = L ( 9 cos 9 — 9® sin 9) . (57)

У։ = у L (о 4֊ 9' cos 9). (58)
Подставляем в уравнение (56) полученные значения производных:

т, у sin94- тх (<? sin 9 9® cos 9) sin 9 4-
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-f- тх I. (□ cos © — sin ©) cos ? + /։ sin ? 4- (59)

4- k • arctg ( tg © 4- ------ - ) =0 
\ у cos <p /

учитывая, что 
ly=mxg sin/яг m^gi, (60)

уравнение (59) запишем теперь так
k / L z> \ •• sin ©

? 4- ---- - arctg —•------ fiO ֊֊— 0, (61)
tn1 L \ у cos fr / L

где g —ускорение силы тяжести;
i — продольный уклон дороги.
Полученное уравнение (61) описывает колебания прицепа в пре­

дела?: до 5՜ : 10°. поскольку линейная зависимость между силой со­
противления боковому уводу и углом бокового уводя может быть 
принята лишь для малых углов бокового увода.

Заменяя для малых углов тригонометрические функции их при­
ближенными значениями sin €os?=sl, вместо уравне­
ния (61) получим

? + 2jl |fe + m, (у Т =0. (62)
/я։у тх1.

В результате для описания малых колебаний из нелинейного уравне­
ния получилось линейное уравнение с переменными коэффициентами. 
Если движение равномерно замедленное или равномерно ускоренное, 
то уравнение (62) примет вид

?֊г —— 4- \к { тх (а -г £<)] ֊ ~ =0 (63)
тх (уо “Г <20 тл^

Поскольку уравнением (63) описываются малые колебания, то для 
исследования устойчивости движения можно использовать теорему 
А. М. Ляпунова об устойчивости по первому приближению. С этой 
целью выражение при втором слагаемом, зависящее непосредственно 
от времени, разложим в ряд по биному Ньютона.

Тогда уравнение (63) запишем следующим образом

4-(-^-֊=0
тх L

(65)
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Следовательно, уравнение для первого приближения будет вмет> 
такой вид

- • А?. 4՜ ]& г (а + й0| —— = 0. (61՛)
м։-и0 тхк

Как видно из этого уравнения, корни характеристического уравнения 
будут отрицательными лишь при положительном значении коэффи­
циента при ф. В этом случае система будет устойчивой. Таким обра­
зом условие устойчивости движения определяется неравенством

Л 4-т։ (а ф >0. (67)

Если имеет место торможение, то ускорение будет иметь отри­
цательный знак. В этом случае неравенство (67) будет таким:

к — т՝ (а 1 £/) >0 (68)
или

(69)

Знак плюс здесь, согласно принятому на рис, 6 правилу знаков, 
^ответствует движению под уклон, а минус на польем. Заметим, что 

замедленное движение может продолжаться лишь определенный про­
межуток времени, в частном случае до остановки тягача. Вейлу это­
го как при ускоренном, так и при замедленном движении поступа­
тельная скорость движения тягача не может принимать отрицатель­
ных Значений, а следовательно и знак перед вторым слагаемым в 
уравнениях (63), (65) и (66) не может быть отрицательным, если не 
учитывать знака с.

Указанное обстоятельство говорит о том, что в любой промежу­
ток времени, если удовлетворяется неравенство (67), то при малых 
отклонениях имеет место затухающее колебание и движение системы 
является асимптотически устойчивым но Ляпунову.

Рассмотрим теперь вопрос об устойчивости движения системы 
при больших угловых отклонениях прицепа.

Для решения данной задачи используем уравнение (61). заме- 
нив в нем переменное выражение для силы сопротивления боковому 
уводу на постоянную величину, обозначив через Т:

? ——֊ -I- <у =0- (70)]
тл 1. к

В связи с гем, что сила 7՜ проявляет себя как сухое трение ;՛. 
направлена в сторону, противоположную движению, в уравнении (70) 
перед нею поставлено два знака: плюс и минус.

Уравнением (70) описываются колебания прицепа за пред՛л м 
угловых отклонений, при которых сила сопротивления боковому уво­
ду могла приниматься пропорциональной углу бокового увода. В этим 
случае целесообразно перейти к новой переменной, рассматривая дин- 
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женне относительно границы. Пусть ? = <р։ является границей приме­
нимости составленных уравнении. Тогда вводимая новая переменная 
будет связана со старой соотношением

« = (71)
Откуда

и ф ; и = 9 . (72)

Используя эти зависимости, уравнение '70) запишем следующим об­
разом

« ± —֊ ч- (У + £*)•----- --—— =0. (/3)тЕ* Е*
Нели за независимую переменную принять и, то уравнение (73) будет 
таким

± ֊'֊֊ -Ну + ЯО. =0. (74)
2 а и тхь ь

Эти уравнение при у — / (и) с разделяющимися переменными и его ре­
шение имеет вид:

Ла г С,” .. $1П (м- + ф1) / /7С— ֊֊С г-------в- (у I я<). ■—֊,֊”֊</«. (7о
2 ту Л .) 7.

Постоянную интегрирования определяем из начальных условий: 
при н=0 и = <?,. В результате определения постоянной интегрирова­
ния С и подстановки ее в уравнение (75), получим

и'о '2 Т г*
= ---- — (У ± g0 sin (и -Н։) . W)

2 2 m1 L J ----- ----- liu‘
о ՛■

Если движение тягача равно-ускореное или равно-замедленное, то 
выражение (76) будет таким

К- ֊, “ gOk0*?» cos « t֊?։)|. (77)
2 2 /л, L

Переходя в этом уравнении снова к переменной ? согласно зависимо- 
ям (71) и (72) получим

*2 ’ 2 у
Т— - (? ?j)֊(<2 ^/)(cos-?1 —cos^j. 173)

2 2 m։ /.
Полученное выражение позволяет судить об устойчивости тви- 

;:.ения системы. Система будет устойчивой в том случае, если угло­
вая скорость равна нулю или имеет мнимое значение при ограничен­
ном угле отклонения. Согласно выражению I 78) устойчивое движение 
системы определится неравенством

Т-X* + --- g/4cos co՝r?) <0. (79>
2 m։ L
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Согласно полученному неравенству устойчивым будеттакое дви­
жение, при котором максимальное отклонение прицепа от нейтраль­
ного положения будет меньше допустимого. Следовательно, задаваясь 
предельным допустимым значением угла отклонения прицепа, мож­
но по выражению (79) определить соотношение между другими пара­
метрами системы и характеристиками дороги, при котором движение 
рассматриваемой системы даже при больших отклонениях будет устой­
чивым.
ВАТТ. г. Ленинград Поступило 11.XII. 1961 I.

•և. Կ. 11Ն1՚տ։ւ11 1՚. 1՛. Կ՚ձՆԴԱՈԻՐՈՎ

ԱՎՏՈԿՑԱՆԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ԿԿՅՈԻՆՈԻԹՅՈհՆԸ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 
ՏԱՏԱՆա՚ՍՆԵՐհ ԴԵՊՔՈՒՄ

II. մ փ ո փ и » «Г

^սղվածում ւլիավւսւք Լ քարչԱէկի և միառանցք կցանրի անհավասարաչափ 
ստիպողական շարժումր ճանապարհի ուղւրորքիծ հ կորադիծ տե դա ք աոերա մI

Անա/իցի է ենթարկված իրական կցանրի րնդլայնական տաւււանո։ Ժհերր, 
երր քարշակի դէւդևրր կ>պք քաչման են ենթարկվում: Այնուհետև նկարա- 
ցրվում է քարշակի և կցանքի մ իմ լան ց նկաամամք ունեցած փոիւււպարձ աղ- 
դեցա թ{ունր և ձևակերպվում կասրաշարի կալուն շարժման պայմանները:

^էպվտծ ում դիտված /, նաև կորաւլիծ աեդամաոում դնացրի հա վասա րա- 
չ ա փ շւս րժման ց և ч/ րհրր I
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