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Для решения различных задач теории многократного рассеяния света предла­
гается использование уравнений, содержащих в качестве независимой переменной ве­
личину Л. При помощи уравнения (1) находится ряд формул для фундаментальных 
функций, частично полученных ранее, а частично новых. Моменты функций <р (ц), Ф (-) 
и 7 (оо) — д (-) выражаются через моменты функции / (С), определенной формулой (14).

К настоящему времени теория многократного рассеяния света 
разработана в очень сильной степени. Особенно подробно рассмотрен 
случай рассеяния света в плоском слое. В этом случае для определе­
ния интенсивности излучения получены различные уравнения, в кото­
рых независимой переменной является либо оптическая глубина т, либо 
угол между направлением излучения и нормалью, либо оптическая 
толщина слоя "0. Величина 1, представляющая собой вероятность вы­
живания фотона при элементарном акте рассеяния, играет в этих урав­
нениях роль параметра.

Можно, однако, попытаться составить уравнения для интенсивно­
сти излучения, в которых величина >. также является независимой 
переменной. Такие уравнения, включающие в себя производные и инте­
гралы по А, будут описывать изменение поля излучения в среде при 
переходе в ней от одного значения X к другому.

В настоящей статье мы не предполагаем рассмотреть поставлен­
ную задачу в сколько-нибудь общем виде (хотя, как кажется, она и 
.представляет значительный интерес). Здесь будет решена лишь част­
ная задача о рассеянии света в полубесконечной среде путем исполь­
зования уравнения, в которое входит производная по X. В результате 
■будет получен ряд формул для величин, характеризующих поле излу­
чения. Некоторые из этих формул уже были найдены раньше, другие,
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по-видимому, являются новыми. Однако наша цель состоит не столько, 
в получении этих формул, сколько в изложении нового метода их по­
лучения.

Основные уравнения.. Недавно автором [1] при рассмотрении 
диффузии излучения в полубесконечной среде с изотропным рассея­
нием было получено следующее уравнение

х-?-фХ?)- = Ф„ (,) _|_ Сф„ (т--.'),ф (1).
д'/. ,1и

Это уравнение, находимое из довольно простых соображений, будет 
играть основную роль в данном исследовании.

Как было показано ранее [2], через функцию Ф (т),.определенную 
уравнением

Ф (г> = 2֊ Г £ | т - | Ф (V) (2)
2. 2

о 

выражается резольвента основного интегрального уравнения диффузии 
излучения в полубесконечной среде. Это значит, что знание функции 
Ф (•։) позволяет определить поле излучения в данной среде при лю­
бых действующих в ней источниках излучения (зависящих только от "). 

Функция Ф«, (') представляет собой резольвенту основного ин­
тегрального уравнения диффузии излучения в бесконечной среде и 
определяется уравнением

г Ф„(Т)=Л| £1|.г֊т'|ф,(-)^ + 1-^|т|. (3)

Выражение для функциии Ф» (") было получено уже давно (см. 
[3], И). Оно имеет вид

(т)=е"* + Г *(:) е т г* (4) 
л -+• к — 1 Л

где к находится из уравнения
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а
/го = 2л

(б)

Пользуясь уравнением (1) и формулой (4), ниже мы получим вы­
ражения для различных величин, характеризующих поле излучения в 
полубесконечной среде. Подчеркнем еще раз, что существенную роль 
при выводе этих формул будет играть дифференцирование и интегри­
рование по л»

Функция Интенсивность излучения, выходящего из полу­
бесконечной среды под углом arc cos к нормали, при различных 
источниках излучения выражается через функцию <р (tj). Эта функция 
впервые была введена В. А. Амбарцумяном [5], получившим для ее 
определения следующее уравнение

1

2 J + с о
Затем она была подробно изучена Чандрасекаром [6].

Так как ранее было показано [7], что функция ® (՛']) связана с; 
функцией Ф(-) формулой

®0)) = 1+ уф(-)е '' d', (8J

о
то, используя соотношения (1) и (4), мы легко можем получить явное 
выражение для <р(т)).

Умножая обе части уравнения (1) на е и интегрируя по т от 
О до со, находим

(,)
6 

или, при учете (4),

,<Нп ? (?))_ fc(l֊* 2) 7J । [о/и

* Формула (10) уже была дана в статье J1] под номером 61, однако в ней до֊ 
пущена опечатка: под знаком интеграла содержится липший множитель С В подын֊ 
тегральных же выражениях формул (47) и (53) пропущен множитель 1/С.

о 
где R (') определяется формулой (6)*.
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Так как из (5) следует, что

1 —_ _ 2_ (11)
к 4֊ к2 — 1 к &

то получаем

(* F(1 - к'2) т) = 1п 1 +7|~ • (12)
J l'+к'2 — 1 1 + к'п I' 1 + *4  
О

С другой стороны, имеем

f/г (0 ^=-1/(0, (13)
I А. ч

О
где обозначено

/ (9 = — arc tg - J----- ^֊֊ ГГГ • (14)
u — + Cln;---- ֊

к 14֊ С

Поэтому из (10) находим следующее выражение для функции ф(т։):

<р (т)) ■= i + .
14-bj в (15)

Формулу (15) можно также записать в другом виде. Для этого 
воспользуемся двумя соотношениями

и

к___
2(1-к)

|ф„ (х)Л = 

о

(16)

(17)

вытекающими из (3) и (4) соответственно. При помощи формулы (13) 
и этих соотношений находим

1 х 1
Г/(C) —= (* — [ 72(C)dC=ln . к »
J с J к' j ут^к
о о и

(18)
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Поэтому вместо (15) имеем

/Г—). 1 + къ е (19)

Формулы (13) и (19) были раньше получены Малликином [8] (см. так­
же [9]).

Функция Ф ("). Найдем теперь из соотношений (1) и (4) выра­
жение для функции Ф("). Применяя к (1) одностороннее преобразо­
вание Лапласа и обозначая

Ф (з) = Ф (т) 
о 

(и аналогично Ф^ (з)), получаем

Ф(з) = е — 1.

Непосредственно из уравнения (3) имеем

Ф«(з) + Ф. (-з) = -------—Ц---------- 1.
1 + ±1пки

2з 1 + з 
Поэтому вместо (21) находим

Ф(з) =
1 + — 1п

2з
1 — з 
1Т7

(20)

(21)

(22)

(23)

Производя в (23) обращение преобразования Лапласа и учитывая, 
что правая часть имеет полюс з — — ки точку ветвления з = — 1, 
методом контурного интегрирования получаем

1 ' __т_
Ф(г) = Се-кт+ С/?(С)е ‘ ֊֊֊’ (24)

и (-<Р (։•)о
где

2^(1-^) 
А 4- к2 - 1 (25)

=

1
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Формула (25) при использовании соотношений (19) и (7) приво-. 
дится к виду

с к а-к2) 1. (26)

<Р (—- ) О\ к /

Выражение (24), в котором постоянная С определяется формулой 
(26), было раньше найдено И. Н. Мининым [10].

Заметим, что для определения С может быть также получена 
формула

1
(«։) 

к(1-к) 
/1֊).

к<К 
։-к:

(27)

Мы придем к этой формуле, если уравнение (21) перепишем в виде

1 4- с ?<:):(1+։:) 
Ф(5)=1±^е -1 (28)

к 4֊ 5

[по аналогии с формулой (15)] и совершим обращение преобразования 
Лапласа.

Моменты функции Ф ("). При изучении рассеяния света в полу- 
бесконечной среде приходится встречаться с моментами функции 
•Ф ("), то есть с величинами

о
(29)

Для -нахождения этих величин достаточно подставить в формулу (29) 
;выражение (24) для функции Ф (т). Однако при этом получаются до­
вольно громоздкие формулы (в частности потому, что в (24) входит 

■ функция ։?(•»)), определенная формулой (19)).
Более естественный путь для нахождения величин Ап состоит 

га использовании уравнения (1), так как эти величины зависят только 
от /., а из (1) получаются для них простые дифференциальные урав­
нения (с производными по /-). В эти уравнения будут также входить 
и моменты функции Ф~ (т) (их мы обозначим через Ва), которые мо­
гут быть определены при помощи формулы (4), а для четных п — не­
посредственно из уравнения (3).
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Из уравнения (1) мы имеем

).^о = д> + АВо, 
й/.

(30)

<Гл
(31)

ЛА
= В2 + А^В2 4- 2 АД + А2В0 (32)

:и т. д.
Так как величина Во определяется формулой (16), то из (30) 

находим

сПп(1 + А) 1
Л 2(1->֊)’

а значит

<**)

При подстановке в уравнение (31) выражений (16) и (34) оно 
принимает вид

—1 = В1 4____ _____ (35)
А ' 2(1 —X) ( '

Интегрирование >(35) дает

х
Дх= . 1 ■- [В1 — ■ (36)

При помощи (4) получаем

(37)
о

Подставляя (37) в (36) и пользуясь (11’) и .(13), находим

1

л‘“зтЫ1Т^+>‘к]'- <38)
•о



440 В. В. СОБОЛЕВ

Для определения величины В., достаточно умножить обе части 
уравнения (3) на х2 и проинтегрировать по ~ от 0 до °°. Делая это,, 
имеем

к
В,= 3 (1 -к)?

(39)

Подстановка (16), (34) и (39) в уравнение (32) дает

аА2 
А

---֊--- :,+^А^ +
3 (1 - к>։ к 2(1-л)

(40)՛

Интегрируя это уравнение при учете (36), получаем

А2--=------ - ----- ду1֊м
3(1-к).։

. (41)՛

Аналогично могут быть определены и другие моменты функции 
Ф (х). В частности, для величины А3 имеем

1
= -72=[^֊-1+зС:7(0<й +-Ца + (1֊ч4 (42).

И 1 — L к. J J 1 — ь֊
о

Моменты функции ф(7/)- При нахождении интенсивности излу­
чения, выходящего из полубесконечной среды (в частности из звезд­
ной атмосферы), часто встречаются моменты функции ?(ri), то есть 
величины

• г.
«п = J <Р h) (43)

о

Для определения этих величин мы установим их связь с величинами 
Ап и воспользуемся формулами, полученными выше.

Пусть р (х, т}) <7о> вероятность того, что фотон, поглощенный на 
оптической глубине выйдет из среды под углом arc cos т( к нормали 
внутри телесного угла <1ш. Как известно (см. [2]), функция р (х, т։) 
определяется уравнением

др(У^- =֊֊р (Ъ Ч)■ + «р(ч)Ф (х), (44)
ах т] 4՞

где
-7_<Н7։)' = ₽ (0, ■’0' (45)
4к
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и
1

Ф(х)=2' Ь(^)—'
л о

Вводя обозначение
1

Рп (х) = 2т. (т, г,)

из (44) получаем

(х) п / \ < >• * / ч----- ----- = ֊ Рп -1 (•։) + — «пФ (х).
ах 2

(46)

(47)

(48)

Интегрируя обе части соотношения (48) по х в пределах от О 
до оо и пользуясь формулой (34), находим

о
(49)

Полагая в (49) п = 0 и учитывая, что Р—\ (х) = Ф (х), имеем

«о = А — /1 (50)

Отсюда, на основании (34), следует
о _____

«о = — (1-/1-А). (51)՛

Полагая в (49) п. = 1, производя интегрирование по частям и 
учитывая соотношение

■аР° = — Ф (т) /1^7, (52)
с/х

вытекающее из (48) при п = 0, находим
9‘4 = ^(1֊).) А- 
К

(53).

Аналогично при п=2ип = 3из (49) соответственно получаем:

а2 — . А-2 /1 — X»
К

(54))
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«, = /Г=Т Й^-А ֊ А - -И.1. (55>
•ол, А

Теперь мы подставим в формулы для величин а1։ а2 и а3 найден­
ные выше выражения (38), (41) и (42) для величин ^41։ ?12 и ^43. 
В результате имеем

(56)

(57)

(58)

Заметим, что ив (56) и (57) вытекает следующая связь между 
моментами ах и а2:

а2/Г^Т = А_Ла2. (59)

Как известно, формула (51) для нулевого момента функции <р (т() 
получается непосредственно из уравнения (7). Из того же уравнения 
могут быть найдены (см. [11]) и выражения для всех четных момен­
тов через предшествующие [в частности, формула (59)]. Однако вы­
ражения для моментов 04, а2 и а3, данные нами формулами (56), (57) и 

’(58), из уравнения (7) получить не удается. Очевидно, что изложен­
ным способом могут быть найдены и последующие моменты функции 
«рСп).

Случай Чистого рассеяния. Применим полученные выше формулы 
к случаю чистого рассеяния р. = 1). Как было показано ранее [7], в 
данном случае функция Фр) связана с функцией Хопфа др) соотно- 

-шением

(60)
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Подставляя (24) в (60) и полагая £'—» 0, мы приходим к изве­
стному выражению для функции <7 ('), полученному впервые Марком [12] 
(см. также [10]).

При > — 1 моменты функций Ф (т) и д (т) обращаются в беско­
нечность. Однако легко могут быть найдены моменты функции 
д('^)— д(՜). Для этого проинтегрируем обе части уравнения (48) от
0 до и воспользуемся формулой (60). В результате находим

Р„ (-.) = - р„_։ (с) + ап [г + Ч (֊)].
к) о

Полагая в (61) ֊ -► со, получаем

Рп-1 (оо) = X 
Я1

Рп (оо) = ( [Рп_։ (оо) - Рп_։ (,)] д (оо ), 
и 04

2 где принято во внимание, что = ■у/-_ ■ 
Из (62) и (63) следует

֊ = Г[Рп-1 («) ֊ Рп-1 (Т)]Л + д (оо).

Так как Ро (') = 1, то из (64) при п = 1 имеем

֊ = <?(«)• 
«1

При п = 2, учитывая, что Рг (т) = д (т), из (64) получаем

— = Г[<7(°°) — <7 (т)]<^՜ Н-<72 (°°).

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)
“1 J о

Полагая в (64) п = 3 и пользуясь снова уравнением (48), находим

3
5

(67)
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Аналогично формулам (66) и (67) могут быть получены и другие 
формулы, выражающие последующие моменты функции q (со) — q (-) 
через моменты функции <р (■»)).

В свою очередь выражения для моментов функции ։?(?)) при ).=1 
находятся из приведенных выше формул для величин <хп при произ­
вольном X. Из формул (51) и (56) при к —* 0 следует, что а0 = 2 и 

2
Ф0РмУлы (57) при к -*  0 получается соотношение (65), 

в котором величина q (со) определяется формулой
1

Ч (°°) = 1-------arc tg----------- --------- - Д. (68)Ч 2+cinl֊?

Полагая к—>0 в формуле (58), находим

<69>

Из формулы (58) можно также определить величину а4 при ).=1, 
Для этого мы должны воспользоваться формулой

<р (7), ).) = <р (т), 1) (1 — krt), (70)

справедливой при малых к (см. [12]).
Так как

°3 0֊) = «з (1) ֊ Ь4 (1), (71)

то, производя разложение в формуле (58) по степеням к, получаем 
д. 3 1---==6+77-<7(оо)+4-<73(°о), (72)
а1 1U О

где обозначено

I
, 1 1 С -о кС _
6 =  --------- С arc tg--------------—-— л. (73)

d ж у 2-f-Cln-—'■
1 + С

Таким образом, моменты функций <р (?)), Ф (') и q(°°)—q(՜) вы- 
ргжаются через моменты функции /(С), определяемой формулой (14)-

Лгнилградский государственный
университет
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ON SOME FUNCTIONS ENCOUNTERED IN THE THEORY 
OF LIGHT SCATTERING

v. V. SOBOLEV

It is proposed to use in the theory of multiple light scattering 
equations containing I. as an independent variable. With the aid of the 
equation (1) several formulae are found for the fundamental functions 
of the theory. Some of them are known, the others are new. The mo­
ments of the functions ?(■»)), (") and <7(00) —g(t) are expressed in
terms of the moments of the function /(Q given by the formula (14).
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