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МАТЕМАТИКА

Р. И. ОСИПОВ
ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ РЯДАМИКак известно, еще не решен вэрос о существовании для любой полной оргонору.ированной системы |?я(х)} ряда

У <М>Л (■*).
п - I универсального относительно перестановок в смысле сходимости почти всюду.Однако. Л. Л. Талаляном доказано [см. (1|. стр. 135], что если заменить сходимость почт всюду exo ih.mociыо по мере, то вопрос о существо ван ин рядов, универ.-альчых относительно перестановок, бу­дет иметь положительное решение для любых базисов пространства Հ p>i-Ввиду трудности вышеуказанной задачи, можно рассматривать более простую, а именно задачу о существовании для любой полной оргонорчированной системы (или час։чего класса таких систем) 1тв(х)| такого ряда соՋ «»?„(*).я- Iчто для произвольной измеримой почти всюду на отрезке [0. 1] ко- ь‘-<вой функции / (х) существует подряд этого ряда, который после некоторой перестановки сходится почти всюду к /<х).В настоящей статье решается частный случаи этой задачи, а именно справедлива следующаяТе о р е м а. Пусть систе ча функций (?я (д)| — ортонормиро- . лша, полна в Լ- (0. 1) и

при

т ձ„ -* 0, (1)-■'Д՝ - интервал. принадлежащий отрезку [0. 1].
Тогда существует такая перестановка ©. х), что для лю- foil измеримой почти везде на отрезке |0. 1| конечной функции /<л) можно указать ряд
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(X), 

кп

сходящийся почти всюду па [0, 1 ] к ней.Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие леммЛемма I. (Л. А. Талал ян). Пусть Ф0(х) произвольная фун 
ция, определенная на отрезке ձ= |я, 5|, принадлежащая к лас 
Լբ[ձ). р^>1 и равная нулю вне некоторого множества Ео, Ейс

Пусть ф։ (%),•••, 0„(х) -- произвольные функции (п—конечно 
определенные на △ _ |а, [>| а принадлежащие классу £ДД), гЛ■ք֊ ֊'֊= I. Тогда для любых наперед заданных чисел 1>г0> Р Я
и е^>0 можно определить ограниченную функцию ք (х) и множ 
ст во е, обладающих следующими свойствами:1) ք (х) = 0 при х£е, где е с KQ, те < г0 ձ |։2) J l/(x)fdx<€o | ф0 (х) ք саГлг 1

&■ А

3) \ [фо(^)-/(х)]фА(х) дх 1 <
Введем некоторые обозначения. Пусть Ф։ (х), • • •, Фл (л) - я печная система функций, ортогональных в интервале [0, 1 о km) — перестановка чисел (I, т)У (а, о) = УФЛ (х) и S՝m(x, =) = шах |5,(х, с)|. . , ' I V«. тЛемма 2. (Garsla). Для каждой системы ортогональю 

функций Фдх).--, фт (х) мы имеем

—У i Sm(x, о) dx < 4
*7 J о

1

где первая сумма берется по веем перестановкам.Доказательство леммы I и леммы 2 можно найти соогветствеа в работах [I], |2|.Лемма 3. Каковы бы ни были функция Г{х)^П^, (f(x) = 0, x£Z:c:[0, !]), числа й^>0, существуют множес 
К, ступенчатая функция ?(x), значения и концы, интервалов 
стоянства которой—рациональные числа иI) т(Д^(х)7-0)֊г)<4՝ от<£'-Д(Нх)*0))<4

2) ГИ*)-П*)1О3) |'Hx)|<sup|F(x)|.
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-= ֊ - . - ֊ =֊ ■== - -Лемм а 4. Пусть даныа) произвЬльная полная ортонормированная система {фя(х)}, 

удовлетворяющая условию (1),в) функция փ (л*) £ Is (О, 1), причем tp (х) = 0, x(£cz[O, 1], а£^0,с) натуральное число п, числа 7^>О, q>0.
Тогда существуют множества Р, Q, натуральные числа П>п и
■п, перестановка ? (Alt•••. km) чисел N-\ т),
числа а.. -, ат такие, чтоI) Pcz.CE т{СЕ-Р)<ч2) mQ> I -ц3) а։Ъ,<лН----- 4 (л*) О х(Р i = !,•••, т4) + мл (.<)'< J-Հ' 1?И Ь1,2,...։ т

I |-Պ35) Պ?ձ,Ա) +----- he«w4W֊fW.<1 -<€Q-zwЗдесь
1

G‘ V*
?=(-<) dx\ .

Лемма 3 очевидна.Доказательство леммы 4. Нетрудно показать, что суще­ствует открытое множество £>։={0, I], имеющее конечное число со­ставляющих интервалов и такое, чтоя(О-£)<4 (2)4m(£-G)<4- (3)
4В силу условия (I) можно указать настолько большое натуральное число N, что если } — совокупность всех тех интервалов из (Дя|, для которых

/лДа/<7>°, (4)110 т(О։-О)<Л (5)со гда 0> 
i-N

■х>Обозначим множество V через Д и рассмотрим функцию /-Л'
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= A5° (6)110 x(-Q.Выберем число 70 0 настолько малым, что для каждого х <ւձ некоторого множества Д, для которого

тЛ > 1 - А, (7)8справедливо следующее неравенство £То{+ ••••+ |®vU)ll< -•
Это возможно в силу тою, что функции (/ 1, 2,•• •) чочы везде конечные.Далее положим в лемме 1 [а, ЭД |0. 1|; р = q — 2, Е^ GE,.ф։(л)=^(лг),..., Շ (л)=г? (х), е = т. ,0=-Ч4 IПусть ряд ос 2 *?,(•*) 19)՝
является рядом Фурье функции Ф 1 л) — Ф0(л') —/(.<).Из (7), (8) и п. 3) леммы I следуетК?։(х) >-• • • 4-(jc)I< -֊ (ОД
на множестве А с тА> 1----- -•8Возьмем число Л' ч- т настолько большим, чтобы выполнялось неравенство

Ir(sw+„(x)-0(*))։rfx< տ’֊у ։’Ч о(где S.yim(x) — частная сумма ряда (9)), откуда будет следовать, что во всех точках некоторого множества В, для которого (12|8 выполнено неравенство |Sy+m(x) - Ф(л)|
Для множества Р — [0, 1| —jO’։ Е\ имеем, что РаСЕ а далс?շ £ж(0։-0) + 0 + Я. ф|Г=Л’+1



Представление измеримых функций рядами 7Из (2). (5) и (14) следует, чтот(С,-|-Я)<֊1 4 (15)
«уда получаем.

тР I mF. — 7j — tnCE — rtи. следовательно, m{CE~P)<i т„ t. e. п. 1) леммы 4 доказан.Далее, при любом Z >/V <•/?,(.*) 0 при х<-Р.В самом деле, или ձ. G =0 и тогда из (6) следует, что или если ձ/G =/•■ 0 (ио ձ; с и, следовательно, Д/Р«0), то следует. что фДл) —О при хРР. т. е,.V-F4-2 <?.?,(л) ^0 х$Р 5=1, 2,..-,

(16)
ct ֊ 0. из (!)

(17)
откуда вытекает справедливость п. 3) леммы 4.А из (10), (12), (13) следует1Հ-+1 ?.V+1 W + • ■ • + <՝.v^m (Л) - Ф (х) I < «. (18)Но— F (л) при Хг- е и далее из (6) следует, Ф(л) = ?(х) при х — G) = Ро и. учитывая (18), получаем (19)при х< (СР^-А-Р.Далее, полагая в лемме 2 Ф։ (•*)-*= c\41 ?iV.։ (*).••• . Ф«(х)е (*)• получим НСКОТОруЮ ПереСТВНОВКу 5=(^j,---,^m) чисел (N+!,•••, Лг-|-/п) такую, чтоI „ IтV е?ձ ЛЧ-/ <4

irexi. учитывая п. 2 леммы 1, (6) и следующее неравенство
|4.(#)-/(x)|։rfx :2Հ| 0VX4 |О ом.г.чаем из (20)

| Фг(х)4х ■յ
(21)

= 4о

о

Հ 8 л J о

о

։
м

о
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Из (21) следует

на некотором множестве R 4Учитывая (3). (7). (12). (19) и (22). получаем, что ыв точек множества Q = R (СР0) /1 • Н справедливы неравенства
(■*) 4- , Հ 100 ,+ а,о (л) ------- 1| փ I = !,•••, т

..............1 U) ?(*)1 <г - 7»Л<»где а, - сД։ , / = т и rnQ > 1 — г,.'Гем самым лемма 4 доказана.Доказательство теоремы. Пусть ,о4(а')| — множ всех таких ступенчатых функций, концы интервалов постояв^ значения которых являются рациональными числами, причем /ггД(М<, = 0)>0для каждого I. Очевидно, что множество этих фунтсчетно.Фиксируем последовательности т,,—>0. ՜|ք->0, Տ>0.смотрим множество [ь(л'), Պ. -J. зависящее от грех параметре՝ пробегает множество (ф/(л՜)], т(—множество nJ, հ — множесяПеренумеровав это множество, мы можем виде последовательности [’^(х). r։i, тх]. (?2(л), 'г, ложим в лемме 4 ®(х) = б։(д), т = 7։. Պ = тп и множества /Հ, натуральные числа ЛГ։>0 и о։= (^1.1,։ 1) чисел (Л\4- Л’, 4֊ /«J,
представить еДал« 
п = 0 и по.’.՛
тх, переставчисла rtf’.-такие, что/Հ с CL\ т (СЕ1 - Рх) < та Z:\_A(^;a)^0)

wQi > 1 — Պ։-------- (л')^0 xk-Pl j ֊ I.---. w։1ՌԶ1а11,<Рл։.,(Л) 4 --- +а/°?ь U)l -<•. Չւ. J
I. ։ Պ։ld(i։><P*„։(x)4 Г (л) ^(л)1<Т, x(-Q.

ml։ \Пусть уже определены числа Л'1։ Л'։,• • •, ու,-. Հ1’,• • •, аф, • - •, , множества /Հ. • • ■, Р,■ \ Qx.• • •, (ձ и соответсщие перестановки з։, Далее поступаем следующим образом.
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Ц’ .     .֊■ ' - ——    1 ■ ’■՛■  -• '• . ~

9Полагаем в лемме 4 c(jr) = '!>z.,(%). T = TJ(P 71= ՜Պ-ւ и «= (V, -|_ րՈւ.Тогда получим множества Р/+։, Qi+i, натуральные числа Л'/4.|, m.и, перестановку 5/ք։ = (ծ։. է ւ,-• km чисел (M+i + 1,-•A'ui zn/+i), числа такие, чтоот/+։A+i c CEt+i, m. (CE. 11 — P/+1) < t</+։. El+ , ֊ ձ (<p/+, (x) =# 0). (28)
mQi+i >1 — 1/тГ

К. /+։ M ' • 4֊ <+l) %. /֊pi <*) s ° (29)*£Рж / = L-••» /”/+։.(30)
«Г+։Ч.

1ГМ՜)
i 'h~i (31)

(+1 (■<)+•■• + Հ՛Հ" fk . (■։) ֊ ?(+1(^) I<Titl Q,+, ^+« Л/Л/+։. /-‘1 (32)Продолжая этот процесс до бесконечности, получим такие последо­вательности чисел |М), nii}; множеств (PJ, {Q/} иперестановок {а/}, что справедливы соотношения (L8)—(32) для лю­бого натурального Z.Мы получим искомую перестановку (<р. (х)}, если положим 
/Сг.

4+-",+/ = № + «<,• J 
kN,^=k‘-'

tX'i — m{ i = 0, 1, • • •1 < j < mt ։ = 1, 2, •(окажем справедливость этого утверждения.Введем обозначениеФ/.Ях)-^^ ^л)-' ••• + «</> <?Հ/ (х) х£[0, 1J. (А)
Пусть /(х) — произвольная измеримая и почти везде на отрезке |0, 1) конечная функция и числа 10 таковы, чтоОО2 =!<=»• /-0 (33)

Пусть Л(л)е/.։(0. I) И Д։^Д(/0(х)=/(х)) /nS0>J֊4 (34)Ок тд настолько велико, что(^^(х)—/0(х))гг/х<^֊^ .



10 Р. И. Осиповоткуда следует, что |S„.W-A(x)|<^-y
на некотором множестве .40, для которого т.%> I —-°-.

W
(3S)

где (х) — /п0-яя частная сумма ряда <1>урье функции /0(х). Рассмотрим функциюg։(x) =/(х) - Sw.(x) х£|0, I]Г։ (х) = [^ х ■■ = Л°’ (37)I 0 Rq.Из (35), (3G) и (37) следует, что
х£[0, 1]. J

Положим в лемме 3 Л(х) — Г։(х). Е =з Ro, №)■и определим множество Л։ ֊ Е и ступенчатую функцию ф(х) так. что
1ф(л)-г,(х><4(~У '«^>>֊4 »

| ծ (х) | < и» следовательно, '‘ւ փJ< ՚ (^
Выберем //յ таким, чго փ.Ն (х) = Փ (х).т <±^7 (411Я| 8 я* 4 \ 8 /и ,V„, > mv- тогда, положив в (29), (31) и (32) i Ц- I = л։. получим 1фя т И-К(-«)К7Я։

я»

<л,
x£Q»t 7 = I.---. mn,

^Qn, > 1 — ղ,։.Учитывая (39)—(44), (36), (34), (37), получим
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-------------------------------------------- ■ ■ — — - ՜ — -. *- լ -:,г. ..--тх —— .՛.:■>ф«,. И*)' < ֊£ 25 X (■ Rt. (46)

______ _  /=!.■••, րոՈւ где ^։>1֊֊|>1 s0. (47)
ՀրI Рассмотрим функциюgs(x) = .<,(x)-<l>n (л) Х.:|О, 1|. (48)* «IИз (45) и (47) следует, чтоffi(x)| ֊֊(g) 'Հ ^' (49)

ЧХ֊֊֊" 9 (50)ием еще и рассмотрение функцию 
10Пусть Г0(х)-£:(О. 1) и/л-\ (Л(,(х) = Г.(л’)) > I — фнчем

(51)
(52)

/<сД Определим по лемме 3, Д R,. х = А/ -1 V, 8 _= _fl
(К0(л) = !՝=(*))• положив в ней Л(д՜) Л0(х),4 ступенчатую функцию փ(л) и Л՝ г=мио-

Ч8

lecrao At֊E, дли которых ' (4'Y хСА‘- ^A։>i 2 (53)4 \ <8 / 8т|Д(<«(л-, 0) £’1<4 «|С֊Д(4(х)^0))<4- (54)h 8iSMC'M п. таким, что
V= g - t,(-t) Их). Л'л,>Л’Л1+.тл> . (55)Тигла, положив в (28), (29), (30) и (32) i 1=л2 и учитывая (52), {53), (54), (50), (49), получимФ„„ ;(л)=0 (56)

./= րոՈ1фл„ тп ('<) ֊ АЧ (X) • < (“ ) * £ Кг (57)
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где Q,.։-.4Z-A (Л0(л՜) Га(д՜)). и поэтому

rnR. 8
тРП։>\-^- ^->1-^-Դ (S

Теперь рассмотрим функции Яз(х)=Яа(*) Ф„։, (х) х [0. 1|Г,(х) = ^(х> XJ'<* (6110 xf /ձ.Из (57) и (61) следует
X |0. 1|. |«

Положим в лемме 3 /• (х) = Г3 (х), Է = R9.
լ 4и определим множество Д3 Е и ступенчатую функцию 'Ь(х)тяк.|Ф(х)-Г3(х)|<4 (v) ^>1 ՝’4 у 8 / о|Ф(х)|<( — ) и. следовательно, հփ|ւ<. ( ՜։ ) • \ 8 / \ 8 /Возьмем пл таким, чтоԼ« -՛>(■«)- v=7՛ ր-.<7(՜8՜) *••>*»»+«».• •'

Тогда, положив в (29), (31) и (32) > I = п3 и учитывая (63). (61 (65), (58), (61). получим|ՓՈ../Ա)|< ֊ր֊ք֊4) <25/ч х^/Հ*Я։ \ О / 7 = 1.՛ тп,1 /£„\’1флэ. ) Л‘ /$>”где
Q,.A,R, 1 ֊8Продолжим этот процесс до бесконечности, тогда получим следователыюсти !л,) !^(х)| множеств {/?л( такие, что₽։+,Ws g,(x) - Փ„ (х).



Представление измеримых фуижпнй рядами 13
■ 1---- ■ ------ ■ ------------------------ — - յ ՛ ■ — ■ - W-C-R

<Ч./(*)-о (™)
/ = !.•••, րոՈշւ 5 = 1. 2,...փ^,. (•*) । < (<71)Պհ у о /

x£R2, 5=1. 2,...К»>1 тР»։.>‘--,՜' Т>։ ‘■•(72>■Ц; $ • - О5=1. 2.-..| Ф* ։. / (А') ։ • 251 '։Т Л-£ R*п. (73)'%l4| ««<>. է-*-It^H«»,„/•») А’..։,<ж)1 -֊(ճ֊-)* •<֊«։.<> (74)
5 = 0, I, - • •

т Rx+i >1 — — £, > 1 — «. 175)8s = 0. I.---.Л теперь докажем, что ряд
5«,(А)Ц-У,Ф/։ - (л). (76)1=1•орый следует понимать н раскрытом ниде по формуле (Л), схо- ся почти всюду на отрезке J0. 1| к функции f (х).Фиксируем произвольное s>0 и для него выберем настолько ibiuoe натуральное число /с, чтоОО2 (77)и рассмотрим множество
« Г1 (/’„г>7?2..| А?։.). (78)• — /»4 IУчитывая (72), (75). (77). находим, что w/?>1-t. (79)Из (70), (71) и (78) следует, чтоФ,,1?(х)е() X. R (80)/=1.2. --. -Ո
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i > /0 я 1,<х>т. е. ряд V Ф?։ ,Пп (л)| .мажорируется сходящимся рядо ₽-2<М֊О

По из (73) следует для х г R.

I Փշ«+Լ / (•*) 1 < 25/х Հ R, (8!/■= 1, m„S։+։ s = Z։+l,..- а из (80) и (82) следует
$«.<*)+2 ф/.Ив,и)+Ф..х*)|

* I м-1■ Sw„ (л) -}֊ У Ф? р֊15\.(л) УФ,, о-։ v — нечеУчитывая, что е/->0, получаем сходимость ряда (76) на множен /?. но из произвольноеги г и (79ւ следует сходимость почти всюду на отрезке |(), 11. Теорема доказана.В заключение автор выражает благодарность А. А. Талаляну.1 постановку задачи и советы при ее решении.Институт математики и механики АН Армянской ССР Поступила 131119й
Ռ. I*. 0ՍԻՊՈՎ

ՉԱՓԵԼ!» ՖՈ1«ՆԿ31’1ԼՆնք'1> ՆԵՐԿԱՅԱՑՈՒՄ!! ՇԱՐՔԵՐ!» ՄԻՋՈՑՈՎԱ մ փ ո փ ո I ifտււ/^աժ/ա/ ապացուցված կ հետևլալ թևորեմը.Թե np biff Գիցուր (-v)j-A' 7?(0, U'l"l օրթոնորմավորվէ
ֆունկցիաների սիսաեմ Հ, և^«(Л՜) =0. երր/ЛДл->0,
որտեղ ձո֊Ը—[0, 1 | ֊ին պատկանող ին աե րվա! Էէ

^'1'1 ղեպրոէմ Աէհղի ունի ալնպիսի ( X) ս>եղաւիոի/ութլուն, ոլւ կ*>ւք*
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ւական չափեք ի ե I օ, lj-nttf համարլա ամԼնարԼ^ վերջավոր ք (.է) ֆուն'/- 

համար կարեքի է նշել2ал?А (X) շ^րքր՛

"քր ր,ամարքա ամենուրեք [(է I |֊„1»Հ ւյու ц ամիտու մ Լ ք (Х՝)՝ (՝նւ
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