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МАТЕМАТИКА

И. О. ХАЧАТРЯН

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИИ 
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА В ПОЛУПЛОСКОСТИ

■ В настоящей статье приводится интегральное представление ме- 
ДОморфных в полуплоскости функций с произвольно быстро расту
щей характеристикой. Оно является обобщением одного результата 
ЕуНеваилинна |1| о представлении мероморфньгх в полуплоскости 
функций, характеристика которых имеет степенной рост. В представ
лении Р Неванлинна в качестве ядра фигурирует видоизмененное 
Мро Пуассона

К (.V,

В приводимом представлении в качестве ядра берется ядро ft (A; z), 
Jwtopoe определяется следующим образом (см. также [2]):

k(t’f 2) = kp (/; z) при n. — l<|Zi</z, /2 = 1, 2,-- (1)fl
Jae числа pa выбираются для всего класса .мероморфных в
зам ню. той верхней полуплоскости функций, характеристики которых 
мажорируются данной функцией </ (г).

Пусть/(?) —мероморфная функция в замкнутой полуплоскости 
К£>0с нулями а» и полюсами Ь... Введем следующие обозначения 
!՝. Неванлинна:

гЛ <r- f) = 4՜ [(1п+17 (7) 1 - -ln' IА-01- -֊)dl-
‘։

В (г, /) = — Г hi : f(reif) I sin
кг J 

о

C(r./)=2 S f-֊֊-- ֊֊ՆւոՀ. ^ = ;«лЛ, *-.= 1Л,|е''՜’’

a (rel‘; г) = ( In" -------Լ------
J է
1
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с (re ; z) V sin^(z). где -z-точки функции / (z)
1 г.<г

Аналогично определяются В {г, z) и С (г. z).
Функцию Ճ (г, /) - Ճ (г) — А (г, f) + В (г. /) -] -С (г, /) пазы

вают Фундаментальной величиной или неванлиннской
с ши кой функции f{z).

Характеристика S (г, /) —возрастающая функция от г и

характера

5 (Г, I) ֊ 5 ( Г. ) 4- О (I), если эл — -г 0.
X 7/ 4 * /

Теорема (Р-. 11ев аилинна). Если характеристика S {г\
ничена, то имеет место следующее представление

In 1Հ 1П Հ(0ւ_™ՏՅ*_
~ J г2-Н։—2rt cos т

2 г
- г sit։ -

где

V 1 ոՀ' (2(, v
— Հյ1ո Л1Л

I re ՜ <?.д
re' -b, 
re' b

X
tj — lint — In |/(n,!,>>| sin

I

Теорема (P. 11еванлиниа). Если интеграл^ S\r)r \ir 

ди тс я для некоторого целого положительного q, mu
1

inl/ս) „յՀւո;/(Ո ֊‘֊ --֊i 
- J (t — x)'+v*

- I

i In |/(0 k։/(t . :)dt - 

n>\

4
4-^ In I вл) I — In • D;,(z: b,) 2«,r'sinfe® 

«-։

Д,(?; a) = E(֊'
\ a </)£ '(f ;Հ).

E(u, </> — (! — Hjexpf// 1 ■- I ) первичный множите.։»»’Bei
\ 2 ч /

• рштрэсса. коэффициенты а. вещественны
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■ Пусть теперь z?(a) произвольная монотонно возрастающая на 
(О, а?) функция. Рассмотрим класс А(1 мероморфных в полуплоскости 
Imz 0 функций /(z). характеристики которых удовлетворяют усло- 
111ЯМ

Sir. ք)Վմ, օ\հԼ \Տ{ր./')</ (ր)ժր<օօ. 
J

Йе (•'/ -константа. зависящая or функции /(<).
Теорема. Любая функция класса А,, представляется в виде

Ո
.&

--Տ
6 М

|п|/(й1 = —f In /՜(/)-*։ր; z)di У 
՜ J Л-1

S 1пр/,л(г; <MI — 
л—1 Հ՚ոՀ.<ո

I . -оо оо
֊2 У ln|P/;Jc; Հ )1Ч-2айглашлф, z = re ՜, (3)
п л- г п—1 -հ թյ <я «- ւ

fte ядро k(t\ z) определяется соотношениями (1). при этом

А = 0. = |lny(//+ 1)1, п > 2. (4)

в коэффициенты вещественны.
Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы, мы при

ищи 3 леммы, доказательства которых не отличаются от доказа- 
[ тельстй аналогичных лемм, приведенных в работе Р. Неванлиннэ |1|. 

I Лемма 1. Тля произвольной функции *(/)> 0 интегралы 

пе <(л։) = 6 '(t)dt сходятся или расходятся одновременно.

I ■ •f՛

Лемма 2. Интеграл 0՜ ’ (t)c(t-, :)dt и ряд Vt>.(rv )sin р։(г)

■сходятся или расходятся одновременно.

I Лем.мл Интегралы Շ '(7)х1(/; гИ// и յխ(/; —/;г)]Х

Հ.Հ1 ՝K\t)dt сходятся или расходятся одновременно.
Лналйгичное утверждение верно и для величин С и с.
Теперь перейдем к доказательству теоремы. Из сходимости ин-

I те։рала j 7 յ (г)Ճ(г, f)dr следует, что

I 9՜’ (Г) .1 (Г, г)йг<^ос, \/Цг, 2} 1{ф\с) dr <Լ

■2 Ншсспк ЛИ. vein։։ фи։..։мг. взук, .4 Հ Հ'■
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^-։(г)С(г. z)dr<=>o.

Из леммы 3 имеем

[[<։(/: г) + а(֊/; z)| ГгЩМИ < =е.

[с (С: г)+ <:(-/; z)jrsH(t)<tt<oo,

где /7 (л) q~l(t)dt монотонно убывающая функция.

Из леммы I следует, что интеграл

АА(Оу и ряд

где /7, (х)= | Н (է) է ~dt, сходятся.

Имеем

Տ/Հ(ր, )sin¥,(z).

■*՜+7»
НЛх}>.^ ГгН(ПЛ -Ա ■ н(х+ -֊у 

X
Далее 

- л 1-1
( 'l-'(t)dr f ?֊։(<)ճր ֊-</ ’(л+1). 

*+*/» >+’/»
Следовательно, Ht{x) const-х՜՜^ ’(х •- 1), X 1, откуда следует 
сходимость интеграда

и ряди
х՝ sln<Mg) ։

1)’

Так как функция /՜՜’(?) также является мероморфной функцией на-, 
класса .41?, то, полагая z— оо и z — 0. будем иметь

1п|/(П||г3?-’(<֊| 1)Л<~.

sin

_____ sin
1)

- |ծ.!։<7(ա Ն 1)
(.5)1
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осмотриv теперь интеграл

—- 1п ]/(/) IЛ (/: г)dt.

!.:? ядро А (/; z) определяется соотношениями (1) и (I), и докажем, 
что он сходится абсолютно и равномерно в любой конечной части 
верхней полуплоскости !mz>0.

В самом деле, пусть lmc>o>0. Представим этот ин

теграл з виде суммы է гдр
-(«֊и
У ln|/(i)|Ap<i(f; г)Л,

— Я

я 1-1
4я (г) = Д In|/(<) kPn(t- z)dt.

Имеем
Ո

)'< const (S) I In \f(i) 11 rp,r՜ 1

n — 1
. />л—1

< const г5 I In

л —1

Из (4) следует. что при п 1 %. ՝ / Հ п 
><?(|Ո-ր О. Следовательно, из (6) имеем

(it 
С ---- •

Ր
(6)

верно (՛ '' L> q(n -f- I) >

\ Л it

F
1' W' |‘n!/(0l|(/5) ~էյ (?)

ti- J 
аточно больших п будем иметь 

fl|^-<г)1 <const||ո|/(0||?-ՃԼ_.

I
Аналогичное неравенство верно и для при |?յ<ՀՋ, 1ոյշ>ձ>0 
и Л1я достаточно больших п. Из этих оценок и из (5) следует наше ут
верждение.

Функция

( 111 / А’(/: ?)ճ7

иронична в верхней полуплоскости и
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Jim v(л-Ну)« In |/(х)|. (8)
v֊-4-U

Рассмотрим теперь ряд

2 2 lul/^jz: г2։1)| = //։(2).
л-։ п—I

Докажем, что он сходи гея абсолютно и равномерно в любой конеч
ной части верхней полуплоскости, не содержащей точек а^.

В самом деле, пусть z|<₽. Тогда для |аД>2& имеем

I In | ПРп (г- а,), | <շ/” sin а,. I «» ՜Ղ

Далее
2 | In О,,л(г; .Ս||<2շՏա»Հ ' Հ՞= I

2/е<л-։<|а01 <л 4 •

рп֊2
= '2րՀ >]sin յՀ —— j ճ4 ՜ >.

- 2eMV sinaj—֊) ” г '’п“‘<г։1՜*
\ п 1 /

1>п-2
Հ 2ժր։ V.sin 3|Հ ‘ • (9)

- \«֊1/ !«>da7(i^|-r I)

откуда, ввиду второго условия (5). следует напп* утверждение.
Аналогично доказывается сходимость ряди

2 2 In: Dpw(z; Z>vАдг)
w ։ >п - I յծ¥ I м

Функция A։(z) (Л.,(г))— однозначная гармоническая функция 8 
верхней полуплоскости, за исключением точек а.^ (<Հ), где она имее 
логарифмические полюсы и на вещественной оси имеет нулевые пре 
дельные значения. Следовательно, функция

1п|/(г) — й։(г) 4 //..(г)

— однозначная гармоническая функция в верхней полуплоскости, пр( 
дельные значения которой на вещественной оси совпадают с 1п /(л)

Разность и (г) v(z) представляет однозначную гармоническу! 
функцию с пулевыми значениями на вещественной оси. Продолжи 
нечетно эту функцию в нижнюю полуплоскость и полеченную րճՈ 
моническую функцию обозначим через й/(г). Тогда к»(г^к) 
= 2 алгя sin где коэффициенты <in вещеегвенны, шкудв слсдуе 

что
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/z(z) = г/(г)+Xa4r'rs։n//<j;1 г = г<4*.
Или

!
1| In /(г)| = ֊1 j in |/(Z’)| A’(f: z)dt 4-

k$?՛ >■՝
|4У ջ ln|D/r (г; «,)'-? շ \a 1Հ)\±

■՜է -n—1 /я—I <K\| </n
Й 00

4- У zj„rft sin z — rc''. (10)
I

Г Умножая обе части лого 
V до ₽. получим соотношения 
1* = 1, 2,.. ):

I . - =
алгт = — I Ini/ (րր ՚); sin mydy 

n .

равенства на sin /нс и интегрируя от 
для определения коэффициентов ат

I f ՛-՛/<'>*<': r^’lshi rnydy— 

о ...

2

* ос
К---- ~ ( 2 Ճ In ՝ Dp ( re" ; i sin/к» Ժ;թ4-

ГС J Д - J .յ_ I |rt^| < n

I ~9C-
Eb~(2 2 I(re1*- b.) sin/n?rfc = Հ -f /. 4-ձ 4֊ Л- (И)

w-i ա֊ -i b.\<:m

Оценим правук часть формулы (И). При этом мы будем предпола- 

:ать, что функция - In q (է 4- 1) возрастающая.

Имеем

о
I In \f (re‘T); sin m^d-i 

о
In /(re") sin y~sin my .——ւ-մ© -i

sin փ

0
J (re1')

Sin Hl'C<:ii7 ---- --
sin <p

(12)

Так как isinwcp| msin?. 0 - у rc. то из (12» следует

IՀ I <- ար՚ւձ (r, f) r mr/i г, -у I Հ mrS (r, / ) ֊•

I - turS /֊. ) = 2mrS (r, /14 0(1) mr 2mr dt q (H -4 O( I) mr. (13)

|Длн оценки интеграла /: перепишем его и виде
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/2= — ln|/(7) k((\ /г***) Sin Ո19 dydt
о

i Jnl/(OR/,rt(*; րձ*՚՜)ւ ժ/ք}տ1ո/ո?ժ?: (14)

о ո-։<|ք|Հ«
Заметим, что из (Л') следует, что

9гРп 4 ’
1 кР. ге^ I ‘ если । Ր > 2г-

|<|՝“ ‘
Если 111 < ՝2г, то

//rt—I
I sin my kp (1\ ге ')| = I =----------- - ”------ ------ ՛

Рп I Հո-Ь! /2 {. r2_9^c0S?
•

х М1п(/>„ 4-1)? — rsin/jft? sin то i 
sin у sin?

/«՜* 3m(/r + 1)A
<—p+r[2r</’»*։) + <P»lm< ---------Հ+։-------1'|>ՆւՀ* ։Հ՞+

Следовательно, вообще

Isinm^JC 3-^^~ > > (К

Из (14) и (15) следует, что

1ЛК —S f jin|/(OI|—
к J ք/՚ո՜ր1

Ո-}Հէէէ<Ո ' С ՚

~ւ
» p„ p —2Q J x j

n-
Xe '’’՜1 -Հ6- -I- 0(1) 

1/|3

. ՇէՐտր2 ։\/2\Р,։/ ձճր \Ո
< + 1Հ-) (2—) X I

xy i ------- ՝--■1------------ I-0(0.
x2j J <7(И + 1)1'Р

tt— l Հ f)<n
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Таким образом, для /. имеем опенку

/, Ur'mr’*,?(>/,<•<֊ + 2) Г i In |/(0l I /■ ■ ■. (16)
* յ ՚ է\Կ( ։ л + о

ne «max(/?„ ь l)(2/3)Pe.
Оценим теперь /,. Вводя обозначение

£>о(г) = П П Dpa^՝ dJ 
։ п— | < ն։յ < л

и переписан /, н виде

Հ = ՜ J In Doi'V I sinmyfc = —fir ՈյրՀ՜ւ ч։,.5 411 '“r d- .
* J "J sin 9

f ՛ о о

a J In Do՜1 (r?’) I sin
J sin о
0

будем иметь
|/,|«лхгЛ(г, D^4֊m-rB(r, Do՜*).

Так как А (г. 1Հ} С {г. = 0. то S(r. Do) = fi(r. О0).
Дил ее

В(г. К՝) S(r. Di՝^S(r. /J։) ■ 0(1)= fl(r. D։) + 0(1), 

откуда следует, что

ւձ1 <2mrli(r, IK) 4- 0(1).

Для опенки H(r, Da) заметим, что (I)

In ' I />p (rr’u; ) I < 2/> sin (----

1՝ (17) следует. чти

P"
(17)

/<('. Do)< - XZIn DPn{re*՝ sin^?<
и
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О Г * ** /■’
՜2 ճ ?₽.«"’,(—) =-*"’! Sa<2/з>лх r * я—l<inMi<« V I ,

< հժրի^ (3/2 er 4֊ 2) X sin -------- ------
|ал *7( a, 4֊ II

Таким образом, для 1Л получаем оценку

/31 С const (3/2 er 4- 2). (18)

Аналогично оценивается /4:

/41 < cons։ mrty։ * (3/2 с г 4- 2). (19)

Из (13). (16). (18) и (19) окончательно получаем оценки ня коэффи
циентов ат

ап ’< const mr^q (3/2 er Ч- 2) г Հ
Далее

»(г) = гт

< const У./п ( ֊ -г') 7(3/2-4/Зст-Ь 2) (4/3/•)"“• г" ~

— const r-q (2er — շ) V m Л֊. J = const r^q (2er f- 2).

то есть
Ջ’(շ) ■< const/Л? (2гг 4 2).

Автор выражает искреннюю благодарность проф. Б. Я. Левину 
за постановку задачи и руководство.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 26 I ISK6

Ւ. 2. հԱՉէԼՏՐՏԱՆ

ԱՆՎԵՐՋ ԿԱՐԳԻ ՄԵՐՕւրՈՐՖ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՆԵՐԿԱՅԱ»ՈԻ1ր1!
ԿԻ111ԱԱՐէ*-ՈԻՐ֊ՅՈԻՆ11Ի1ր

Ա մ ։ի ։» փ n t մ

Հւււրքւսծում րհրվքւմ Լ կիսսէհարթաթլոմհէո.մ մևրէւմորֆ և կամս»ւապեէք 
արաղ աէաղ իւարտկտհրիստիկտ անևքքող ֆանկք/իաների ինտեգրալ նհրկա^ւ-

Ար/ ներկտւաւրսմր հանդիսանամ Հ ասաիճանտ/ին արաղրէ^թքամք 
աճող խարակսւերխ/տիկա անեդոդ մևրսմորֆ ֆունկցիաների ներկտ[„ոքման. 
մասին //•. հևան լին սպի մի արդ րոնրի րնղհանրա ցումր (1Jւ
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՚64 tut! ill'll'“ւՒ թեււրեմսւմ սրպե» '1։ երէրո քու ւյման մասնակցում է
ււաանի ձևափոխված (AQ կ"[վ՚4Ա!

Հողվածում բերված ('.{) նե րէրո քաւյմ տն մեջ կ"1'1"1Ը որոշվում է (i. 
\րո fl Հուններով. որտեղ թո թվերն րնուրվամ են կի սահարթnt թրոնոէ // 
ամոր՚ե և տրված վ (>' ) փ անկցի աքին > ղե րա ղ ան I/ ւրղ խ nt րսւկւէւեր ի и in filjttt 

\նեւյող ![/ունկր[ւnAiLր[i ամբողջ գաւվք համար:
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