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А. Г. ПОЛЬМИСАРЯН

ОБЩИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

§ 1. Через л хп) будем обозначать точку //-мерною
эвклидова пространства Rn. х' Հո-ւ). ограниченную об­
ласть в /?" с границей I՜. ‘2,—подобласть Ձ с границей Г։, не имею­
щей с Г общих точек. У. — Զ/1Հ (случай двух областей рассматрива­
ется для простоты изложения, вес результаты верны и в случае раз­
биения Զ на конечное число областей. Случай неограниченной об­
ласти. когда ‘Л совпадает с /Г/’-З, будет рассмотрен в п 4). На гра­
ницы Г и Г։ накладывается следующее условие: I՜ и Г։ можно 
покрыть конечной системой областей U, (соответственно V ) в R' 
таких, что в каждой из U, (V/) определено невырожденное беско­
нечно гладкое преобразование координат л՜—>у такое, что после при­
менения этого преобразования Г (соответственно Г,) становится ги­
перплоскостью у,. - 0. При таком отображении прилегающая к Г часть 
области 2С оказывается лежащей в полупространстве а при
отображении границы Г։ прилегающая к ней часть области Զ։ лежит 
в полупространстве )'„<Հ0, а прилегающая к границе Г։ часть области 
2л лежит в полупространстве Уя>0. При этом требуется выполнение 
следующего условия: если начало координат исходной системы пере­
нести в любую точку Р границы Г, либо Г։ и если у- -локальная ко­
ордината в'области покрытия, то требуется, чтобы в точке Р имело 
бы .место

£1=... = ^^ *ճ = 1 ժ^ = ...= "^ 0.
OX,, dxn их„ дХл

Пусть и< է<Լ Т հ ֊}֊ ос. Через 27. Զք, ճք будем обозначать ци- 
линдры а7 2,- (0</<Г). а,г=”,х(0</<п.^.г=2։х(0<(’<Г). 
а через Տյ и ձ՜յ,— боковые поверхности ճր и 2/; .Տ\ = Г (0<7<Т), 
Зг. = Г։Х(0</< Г).

Приведем несколько известных фактов относительно пространств 
W՜՛ и Ա՜Հ՜.շ (см. 11J, |2|). которые понадобятся нам в дальнейшем. 
Пространство Wi(Rn) определяется как пополнение пространства 

Со (/?") Но норме
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где Fu— преобразование Фурье функции щх). Если /—целое, го нор­
ма (1.1) эквивалентна норме.

( Ջ \ ]1Уи (х)? dx\ . (1.2)
\|а. <IRU ՚ /

а при / дробном норме

( Ճ I՜ DWdx ֊ V J J (1.3)

(•1<7ЯЯ i«։~ in/?" nn

Если U -ограниченная область, то, как обычно.

Il" Ik « = ( 2 J l^“" (*) Is '*• (1.4)

Пусть
Д’

—конечное разбиение единицы в окрестности области 2. где - (л) — 
бесконечно гладкие функции. Тогда норма (1.4) экви валентна норме

А'
2 VjF '’л л՝" 

/-։

В дальнейшем будем предполагать выполненным следующее: раз­
биение единицы (1.5) таково, что если носитель функции <^(х) имеет 
с Г либо с (\ общие точки, то он целиком лежит внутри одной из 
областей Ս. либо I',. покрытия границы. Пусть функции փ (х)' 
(./= !,•••.г) —ле из функций разбиения (1.5), носители которых пере­
секают Г Их сужения на Г снова обозначим через ©z(x). Простран­

ство Ահ|1') определим как пополнение пространства С՝(Г1 но норме

. =(ճ II?/" Հ//«-։) •I և. /

где норма ■. R,. . оерется в локальных координатах. Аналогично 
определяется и пространство 1^(Г։) с нормой |« '֊Հ , .

Пусть խ, ծ|-некоторый интервал оси է. конечный или бесконеч­
ный. Пространство Ич.!.«(2у |</. А]) определим как пополнение про­
странства С (2Х|а. />|) по норме

"(.v,/)itt = yi;«(A-.OII?.^/ h.у 1 KI.V. п Հխ(1.7)-
•I а
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Норма функции в пространстве IV"։’* t, •.»(Г X խ, ծ]) оп­
ределяется следующим образом

/' Հ г \,/г
и 'г. Аг. Г i W \ ^ր -Ւ՜ X \ I (a. t>]^x I ' (1-8)

V У г /

Обозначим через R полупространство в R՞. где хй>0, а че­
рез R՛՝֊ полупространство хп 0. Если и W-i(Rn), то ее сужение 
на R՞ принадлежит ГСД (/?’.) и

н « '|Լ Д.ГТ ՝< .С։ -| и ||Լ (1.9)
•F

и. наоборот, если и IV'? (/?!). то ее можно продолжить на все R" 
так, что

(* = 0,1,-•-,/), (1.10)

где Լ оператор продолжения функций с R՜ на все R' . Если/>1/2. 
го для и (х) ‘ 1Гг(/?+) справедливо

|l«(.< O)||/_V։< CJ||«H/.^. (1.П)
4*

Если </ числовой параметр, то верно следующее неравенство 

և/Г* <ԳԺ||« ;/+1<ЧИ!о}(О<л</). (1.12)

•а также неравенство

0)Ն<Գ(]Ա/||1 + խւ «Col. <1-12')

где нормы берутся по /?'’либо по R': . Постоянные. См и 6\ не зави­
сят от и и <7 (см. [3|). В дальнейшем нам понадобятся нормы, зави­
сящие от числового параметра q

fPlMS. (1.13)

где нормы берутся по Rn либо по R” или Rn ■

Рассмотрим прямую сумму Соболевских пространств U?j = 
= W-(R՛՛) — UZ' (/Հ’_) Հ- IVВсякую функцию tf(x)C IV? можно 
представить в виде

, լ I Wl(x), Rn.и(х)= ։՝ (1.14
I u2(x), ,

где zz։(.v) 0 при x RZ. n2(x)=Q при x ■֊■ Rl. 

Для функций ни да (1.14) имеем

HI" III?=i «1 Hi?. - I«»II1?. = II«, i. „» +
'A2' ". + «.Հ (Mo)
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Неравенства (1.9)—(1.11) можно записать в виде

К I Լ քքՈ Ц I i; ձ։/1 > ! 7. ' |, /,’м 1 Ф, Д’՞ ' ( 1 • 1 6)

м(л'.О) Сз !1„‘/г (л) . (1.17)

вычисляя •t/u\ как нормы по полупространству, можно перенести 
неравенство (1.12) на нормы по Զ:

“ ՛■ - III« = (II« I ■■ + ч ДН «2)' ■ <
(1.12")

c;,(s ?"«’-») Գ « г. 

к-О
-.Положим

И1МГ = "1||;,ր = (ւ».ս+ ?1Պ1"ււՀր)''։’ 0-18)

ни " = г, = (Н« :;=г, I- Vi7/- (Լ18')

Из (1.17) получаем, что при целом / > I функция из Ա7շ(Զ) об­
ладает граничными значениями и

«ււԱ. ал 9)

В дальнейшем нам понадобятся пространства, введенные W. II. Ви- 
шиком и М. С. Аграновичем [3|. Пусть G = 2 х (— оо <Հէ<Հ -ք-эо), 
6-ГХ1 օյ<Հ/<Հ: ос). Всюду в дальнейшем будем считать, что 

| /|1, U-‘/j. b—целые положительные числа. Пусть т>0 фиксирова- 
I но. Нод пространством Pt, пъ О’) понимается пространство функ­

ций и(х, է), определенных r /7. равных пулю при /«<0 и таких, что 
е >!и(х, /) (О). За норму функции и (х, t) bPi,i^ G)

(примем норму Л z2i, (см. (1.7)). Аналогично определяется и
пространство функций РА X.2Z, (е v, (7) на G': это функции и (Հ. է), 
Заданные на G', равные нулю при է < 0, и такие, что f-՝z/z(z'. է) - 
С ^$, За норму в /Հ х(е :f, G') принимается норма
е-՝/и(х', է) ՀԿ7ծ (см. (Լ8)).

Пусть теперь /—целое неотрицательное, հ > 0. Пространство 
£՛. (т, Զ) определяется как совокупность функций U(x, />), опре­
деленных при почти всех л и п, Rep> т, и обладающих свойствами:

1) при всех р, Re/^>*. и почти всех р. Rep = j,

U(x. р)^ w;(2).

2) при почти всех х Ձ функция ձ'(.ր, л) задана и голоморфна 
при Rep>0 н

Sup | U (х, = г Н) 3 = ф i~. 1ծ d'.

2 Цйкчлнн ЛИ. серия фнз.-мл. науч. № I

^ւ՚ո՚րւքևն 7.

^5՛ 
Հ Ч5Л8ГГъ11>а^
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И ДЛЯ Dx U (X, р) при I а < /

Sup J՝ D\ U(x, р) |։ d-ՀԼ 4- ос,
’>Т

3)
НЩх. *)!!;.,/»= J + +

°>Т

Аналогичным образом определяется пространство Е\, х.гь (Т.Г): это 
совокупность функций Ս(Հ р), определенных при почти всех х' ■ Г 
и Rep >7, таких, что

1) при всех р, Rep>7 и почти всех р, Rep = 7, 

U(x\ р) £ ^(Г).

2) при почти всех х' Г

Sup [ I Ա (л', р) |2 ■ <3 4- / -. Iх * d - < 4- 00, 
°>Т

3)
||£Л< Р) ՚ձ-..ծ = ( I :2г4-!рР1|С'-;з1Их< J.oo

’-Т

(см. (1.6)). В |3| доказана следующая теорема.
Пусть 7 —положительное число. Тогда преобразование Лапласа

Ս (х, р) = Լ и (х, /) =- f e~pt и (х, t) dt
о

взаимно однозначно и взаимно непрерывно отображает пространство 
Pi.itib (е-Հ G) на пространство Ei.ipb (7. Զ) (/—целое неотрицатель­
ное), а пространство Р„.^:ь (« " Պ G') на Е\։ նա> (7. Г) (X 4 ։/։ —целое 
положительное).

§ 2. Пусть в области С7 задан линейный 26—параболический по
И. Г. Петровскому [4] оператор порядка 2 т с разрывными коэффи­
циентами

А (х, Г)х . didt) = [ А’(х, /Л, Ժ/ԺՈ, (х, /) £ Զ[ 
А"(х. Dx. d!dt). (x. О £ Զշ

1)л = D.r, • • DXit = — i d՝dxk. A' — операторы в частных производ­
ных с коэффициентами, зависящими бесконечно гладким образом ог 
х в Զ/ (/ --1,2). Порядки операторов А1 равны 2/и, а порядок члена 
/Հ a^idP по определению 2b параболичяости равен ах4--՛- 4 2л 4՜ '^>՝ 
Пусть функция /։(х, 0 задана при (х, է) £ Զ։ր, а функция Л(х. է) пр» 
(х, է) £ ճք; Положим

«(X. /) = { «7 (Л. /), 
//й(х, է),

(X, /) £ ճք 
(X, /) £ ’
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где «/(л, Г) 0 при (х. /) է Զ'/2/ Ա 1,2). При (л. է) . Sr, под 
iii(x. է) понимается предельное значение и (х. Г) со стороны Q'(i — 1,2) 

Рассмотрим следующие уравнения

Л1(х. DXt dldt}Ui(x, t)=j\(x, է). (2.1)

А-(х. Dx, djdt) u2(x, t) = J\(x, t) (2.2)

при следующих граничных условиях
ՀԱ, D„ д/д1)и2(х, Օ'.Դ։ + C,(x. Dx> Ժ/Ժ/) н2 (x, Հ) ձյ =.gy(x", է).

x" £ Г, (2.3)

ЛДх, D,r. d/<?/)w2(x, է) I <?r = Հ (xx, О: /=!,•••.xf Г. (2.4)

Предполагается, что коэффициенты оператора В, бесконечно ди։| - 
ференпнруемы в Զ/, коэффициенты операторов С։ и /?, бесконечно 
дифференцируемы н 2]. Порядок В, и С,- равен т. , а порядок Я. 
равен гг

К граничным условиям добавляются начальные условия

«!г 0 = ?0(х).---, ֊ =*Л_1(х) (/;/ = /?-z). (25)
dt /^о

Если допустить, что все ^(х)=0 и 7=-- ос, то формальное 
преобразование Лапласа приводит задач) (2.1)—(2.5) к стационарной 
задаче

Л։(*. Զր, р)Ь\(х, /;)=Л։(х, р), х < ԼՀ (2 Iх)

Л=(х. £>Х։ p)U2(x, Р)=/?2(-<. РУ х Հ (2.2 )

с граничными условиями

(А Рх, р) L\(X, р) г. -Г Q(x. Dx. P)U2(X. р) |Г1 = О՝;(х\ /7), (2.3х)
7=1,. ..,2 т\ х" f Г,

Ri(x, Dx, p)Ls(x, р) г==^*<(хх, р), /=l,...,w: х' Շ Г. (2.4') 

где р—комплексный параметр, пробегающий правую полуплоскость 
Ь'ерХ). Положим ր = ցՀհ и вместо параметра р будем в дальнейшем 

рассматривать параметр изменяющийся в угле Q: arg q հ “ .
4ծ

План наших дальнейших рассмотрений таков: сначала мы ли 
стационарной (эллиптической) задачи (2.1')—(2.4х) доказываем георе-: 
существования и единственности в пространствах Ei. ւքշծ , потом, вос­
пользовавшись изоморфизмом пространств Е1,1ггь и Рщпь получаем 
однозначную разрешимость параболической задачи (2.1) —(2.5) в про­
странствах (теорема 6).

Разрешимость задачи (2.Г)—(2.4՜) доказывается в общем по тому 
же плану, как это обычно делается для эллиптических задач: сначала 
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для случая однородных операторов /V, В-, Ct, R, с постоянными ко­
эффициентами в полупространстве доказывается априорная оценка и 
существование, потом эти результаты переносятся на случай опе­
раторов с ыалоизменяющимнся коэффициентами. и. наконец, с помо­
щью разбиения единицы ’получается окончательный результат для 
операторов с переменными коэффициентами

Граничные задачи для эллиптических уравнении с разрывными 
коэффициентами изучались в ряде работ, из которых мы упомянем 
недавно появившиеся интересные работы Я. А. Ройтбергя я 3. Г. 
Шефтсля |10| и Ն Г. Шефтеля [11] (см. также цитированную там ли­
тературу). Заметим, что в рассматриваемом нами случае наличие па­
раметра q позволяет получить априорную оценку (теорема 2), из ко­
торой сразу следует единственность решения задачи (2.1') (2.4'), в 
то время как из оценки вида

|| / ՛ А | г। .1 ’« 4- Аг ф &п 4- - Gf т-m/ 4 -1| տ, -у. 4*

+ И I»
с помощью которой получаются основные результаты в |10|, (II). 
единственность не следует. Кроме того, для достаточно больших по 
модулю q мы доказываем существование решения при любых правых 
частях, тогда как в [10], [11] существование решения доказывается 
при выполнении некоторых дополнительных условий, налагаемых на 
правые части.

Теорема существования и единственности для смешанных крае­
вых задач для параболических уравнений (и систем) с бесконечно 
гладкими коэффициентами во всем Զ՛ с условиями вида (2.4) на Г и 
условиями Коши (2.5) получена в работах М. С. Аграновича и М. И. 
Вишика [3]. [5]. Отметим, что общей теорией разрешимости смешан­
ных задач для параболических уравнений занимались Т. Я. Загорский 
[6|, С. Д. Эйдельман [7], Л. Н. Слободецкий [8] и другие

Используемые нами методы близки к методам, развитым в ра­
ботах [3]. [5|. [9]. Доказательство некоторых теорем, сформулирован­
ных в настоящей работе, в частности в § 4 и § 5. схоже с доказа­
тельством аналогичных теорем из [3]. поэтому мы ограничимся только 
формулировками этих теорем. Подробно (в §3) мы остановимся толь­
ко на случае, когда коэффициенты операторов задачи (2.!') (2.4') 
постоянные, сами операторы однородны, а граничные условия щдаются 
на гиперплоскости хя = 0.

$ 3. Рассмотрим уравнения

АЧПд. ?)«>(*. <z)-/։(x. qy, (х.<0) (3.1)
Л’(О։. ?)«5(*» */)«/=(-<. «7): (*«>0), (3.2)1

где A'(D,, q) и .V(/J,. q)— однородные порядка 2 т эллиптические 
операторы с постоянными коэффициентами, числовой параметр у из­
меняется в угле Q.
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При лл = п заладим условия
</)'/։(х. q) ր„ --օ֊յ-Շ, (£)ր. /?)//. (a\ </) +օ = £,(*'. 7).

(/ = 2 m) (3.3)

x' = (A’j.-• •, Xr: |); £?/(;. q) и C/(c. q) однородные полиномы ио 
£ = Ն) порядка т, с постоянными коэффициентами. На операто­
ры /V(£>x, </) и X5(Djf, </) наложим следующее условие:

Условие I. А1 (;. q) փ 0 (/ = 1.2) при հո 5 0, ? ֊Ւ q 0. 
При п 1 дополнительно потребуем, чтобы уравнения А՛ (:'. л. </) — О 
(/=1,2) имели бы ровно т корпел։ с положительной мнимой частью 
и т с отрицательной мнимой частью.

Из условия 1 следует, что многочлены /V (։', Հ q) и А2(¥. ՛■. q) 
можно представить в виде

А1 (Г, = (=', Հ </) Aff (='. Հ q),

WA ?) =/И? q)MiW, Հ q), 
где 

т
М* (Г, 9)= П (Х֊'-А֊).

t-I

a /ji—корни /V («', </) с положительной (отрицательной) мнимой
частью. При q = 0 условие 1 превращается в условие эллиптичности 
операторов А։ (£>д, 0) и А-(Г)Х. 0).

Положим /, (.v, q) f\(x. у) ~ 0. Сделаем преобразование Фурье 
по .Հ՛ = (л1։« ••. х„-1) -> V = (;,.•••. Լ 1). получим

Д’0, (3.1')
ахп

Л2(Г. — </)'V3(։z. xn.q)=0, (3.2')
dxn

Bj(z\ -i—t ?) v։(^, A/r. v)֊x„—o + 
dxn

-ЬС.(;', - i (iq)v2(^ q) r„ +o g. (':', q) {J = 1.• • • .2m). (3.3<) 

где g^F'gr

Через =» "ЬОТ- будем обозначать пространство устойчи­
вых решении уравнений (3.1') и (3.2'). то есть пространство фунь-ций 
т(;', Л'я, q), имеющих вид

( г՛, (Г. л-„, q). (хл<0)
I -Vji;'. л-я. </), (хя>0)

(3.4)

и являющихся такими решениями (З.Г) и (3.2'), которые стремятся 
к нулю, когда ля֊>± х. В частности, гак как и ծ2 суть решения 



22 А. Г Гюльмисарян

обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи­
циентами, а именно, уравнений

Л1Г(;'. -i-Հ֊, хя. ?)=0.
dxn

Ж(Г, ֊//-• хПу q) = 0.
dxn

то, очевидно, что базис в могут составлять экспоненты вида 

е11 »•*x" (k = I,- • • . т), а в экспоненты вида е"- к 'п (k = 1,- • •, т), 
в случае кратных корней эти экспоненты умножаются на некоторые 
многочлены от х„.

Условие 2. Задача (3.1')- (3.3') имеет одно и только одно ре­

шение вида (3.4) для любых правых частей g^V, q), принадлежащее

Условие 2 может быть записано в следующей алгебраической 
форме: если е՜ ,•••,<?„■ базис в а базис в £7£2. то
условие 2 эквивалентно условию

tlel [ /?;(։/, ֊ ( (?) ек 4- СД-'. Z ֊, q) ek I փՕ
I dx„ л’п—u dx„ խ -+°J

Im s = 0. i; ՛ 4- q I ф.0, q Լ Q.

Легко проверяется, что функции

Г е'Ч»),*՜’«7е I ՛м-;.; •—
J .VI1 (; , A, q)
7՜

ei= "JL • X dl< (^ = к•••./«).
.Լ Mi (;. a. </)

где ;՜ (հ ‘)— контур, содержащий все корни уравнения /ИГ(;', К, <;)=0 
(/И2 (;'. X. д) = 0), образуют базис в ^77 = ^7ձ՜ր^7ձ-

Построим теперь так называемый канонический базис в

2ДГ. Хп. у)= I 2‘-/(:'. <7), U«<0) (у= յ ... 2т)
I Զշ./ (։'. л-.„ q). (л'я>0), 

такой, что
й,(։'. X,. ?)U,.։ С,(Г, х„, ч) ԶՀ, ,„ = гл, (3.5)

S*- символ Кронекера. Тогда любое решение (З.Г)—(3.3') с произ­

вольными правыми частями g. (V, q) запишется в виде
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Ղ՛ (Հ хп. q) =

Действительно,

2т
М*'. а) = Լ Ջ։7/(!

2*1 
г’,(С. хп. v) = ճ Զ"

А'л. <?)£,(;', <?). (л-л<0).

(3.4Դ

d
֊ I у dxt (?)

! -1
2 л։
Ճ 7)>л

</)£/ G' V). (^л>0).

+ С> <’'• - ‘ յԼ- ?) - («'. ?) |.е„-+о = (

В дальнейшем нам понадобится интегральное представление ка­
нонического базиса. Функции Զ/ будем искать в виде

т

Զ/ (V. х„, (/) =
л-։

■Հ)= Ճ < ՛
* -1

(3.6)

Подставляя (3.6) и (3.5) и решая полученную систему уравнений
относительно Հ и (Л = I,-• •/п) при каждом 
формулам Крамера, получим

J (J = Լ. •2 т) по

Գ( хя, <?) =

Հ ебхп
.՝ ՜ Л1Г(? 
т“

Г е1'*" л; (
.) Л# (='
Г1

</) л- ---- — Ժ/Հ
< <7)

(xrt<0)

Ա„>0).

(3.7)

d
2 т

^d,.-, 
\ V)

</) £,(։'. 7).

где функции А/ и Л; бесконечно гладкие однородные степени
in — mt 1 по совокупности аргументов, являющиеся полиномами по X.

В дальнейшем в этом § будем считать, что функция т»(Г.ля. q) 
имеет вил (3.4). и что нормы |’/г1. и их берутся по полупростран­
ству Ջ֊, а нормы 1|//а и и., по полупространству R .Положим

I > max (2 т. т, 4- I). (3.8)

Теорема 1. Пусть выполнены условия / и 2 и пусть целое 
I удовлетворяет (3.8). Тогда, при ненулевых q Q и любых 
f\(x. q) I ԱՀ.՜2'՞ (/?"), fn(x, q) £ (R^) существует одно и
только одно решение

«ДЛ. q). (Л’«<0) 
и2(х. q). (х„>0) 
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задачи (3.1), (3.2), принадлежащее W* (/?л). При этом при q զշ 
(Чо~ произвольное положительное число) имеет место двусторон­
няя априорная оценка

и • с\ Л / I՛ Հ + S s/■■ ■'

/-I
или (см. (1.13))

hu-H?:2 "l!o<C|||/։ /-2^4-j/a„/-2m • q\‘--m( /։:u4-

;Հ (3.9>
+i/, ) Ճ Cgj և., ' ■'■'՜՛ ֊«• н <с'< "՛'+■ ?՛՛՛ "»>•

/ I
До к а з а те л ь ст в о. Очевидно, что

-т
Al(D,, <?) «է1ե 2m< շ; v <z *ւխ։

<?-о 
откуда в силу (1.12"; сразу следует

|ա.ւ-2"<Գ1|!“ւ!^, (3.10>
аналогично и 

1;У։։г :.т. Сц [|; //շ|ւՀ- . (3.11 У

Точно так же легко заметить, что

I Bj(Dx. q)u} ;_Я1/+ |!’СДГЛ. q) -«,<€»•( պ.է ,.«2|ւ). (ЗЛ2> 

но в силу (1.17)

' Bt(DxK q) Ui|||._ Րր/_ւ։ հ՜7 Г. 11 Фх, Հ/)Պ .'-.тту (3.13}

<Ct(Dx. q)ut v^.^C CaiiC/Dx, ց)սէ է-Պ. (3.14}

Из (ЗЛО)—(3.14) сразу следует второе из неравенств (3.9). Для 
доказательства первого из неравенств (3.9) сведем задачу (3.1) (3.3) 
к случаю, когда քՀ — /2 0.

Пусть ձյ-оператор продолжения j\ с R' на R'՝ и L. — опера­
тор продолжения с 1Հ1. на все Ք'. Рассмотрим уравнения

.4’(ГЛ, q)!^^ <7) = ^i/։(A'. q).

Л2(Г),. q)u9(x, q) = L.fz(x, q).

При ненулевых q () частными решениями этих уравнении бу­
дут функции

4=/-֊։(лчг, «у))՜1^/.,/;, (3.15)

«2(= F՜1 (Д= (Լ t/))-։ F 1_л/2. (3.16>

Так как операторы .4' (£Հ՚. q) —’однородные, степени 2т. то мы 
имеем

/=■«?! - С,„( 51 + ,?;) -"|ЛД,Л

|А֊«? <Գ(31 + 1?
<
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ИЛИ

(1-ЫгГ +!<?։"> /=■«? <с„(1- ?|“-։я)
(l + i։|a +Ц|И ) f«° •՛ Գ<1 + j"-"-! q“ FI.,f,\'.

Проинтегрировав ио ; по всему R . получим 

t Wl ?|.p։ ֊<• ^is ^։/։Wj.pn 

1 UJ^f. A’" ՜ *48 ^-յ/շ՚՚-ԼՔ՞'

Так как //? и //.’ принадлежат Ա’’:՜ (/?'). то их сужения ип R1' (со­
ответственно на R ) принадлежат U'* (/Հ И tt*'.՛ (#!)), так что соглас­
но (1.16)

A*4 ** к՝п • (*Т17)

III a*» ՜ ^:։ /г էյ ֊շ*, v” ՜ ($• I8)l

Положим
■ а.(Л։ 9) I <*.<Օ>

I и«(х. у). (Х,>О). 
и

и(х, д} = «®(Л\ 7)4֊^'(х. 7); и՝(х.д) = | *։<А։ Հ'
I «‘г(х. 7), (хя>0).

Тогда функция w(x. д) будет удовлетворять уравнениям

A։(D^ д)г^(х. <7) = 0.

A֊(Dt. д)и*(х. </)=0,

а при л., = 0 — граничным условиям

Ճ.(£Լ, 7) ^-_о+ С (D*. у)^.(х, <у) хп .-o = g.(x'։ д)—

7). (/= և---.2^) 
где

g) = Bl(Dx. д)и\(х. q) ։^_0-rC?(Dr. g)uQ2(x. д) .0.

Теперь достаточно получить оценку

с„у " (3.19)

/֊։
тик как отсюда и из (3.17). (3.18) будет следовать

I I'«и,- I!«41,+!.=•։, «Ա. +։«;։,+; »'Г.

■ /: ՚ -+Ճ И/ ' Ղ •I.+Sl ',>•

Г '՞1 /“1
но так же, как и при доклштельстве второго из неравенств (3.9), 

BsJD;.,...., Գ՛՛«’.։, ԳԱ Л , ֊\f-A
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Отсюда сразу следует первое из неравенств (3.9) и для завершения 
доказательства нам остается доказать оценку (3.19). Функция v (Г, ал.<?) 
из (3.4') является, по крайней мерс, при почти всех и q устойчи­
вым решением задачи (З.Г) — (3.3'). Используя представление (3.4') 
нетрудно найти вид функции

Оценим сейчас выражение f(gf— g'j). Для этого воспользу­

1т
q) = (FT՝ ճԶս(^֊ .^). (лл<0)

■w (х. q) = /-։ (3.20)
2 m

(*. я) = (Ո՜1 I Sil <g/ - g°/). > 0).

/-։

емся интегральным представлением канонического базиса (3.7):

е^«Л'7(Г.л. </)

•И й՛. . ./I

Дифференцируя по хп под интегралом а раз и делая замену нс՛ 
ременных л=7.х}/ ;2 q 2. получим

(’Ւ' С,։(1;'|«+ 91=)-Պ «Г**» + •дхп

Интегрируя по хя . имеем

ք| ֊^֊ ՝d.^'Cx г-171*)’՜”’'
J I дх„

Теперь, если только խ|> <fo>0. то

|2<֊dxn <
о

С„(|Г' Н?+ ’^т1).

Умножая обе части (3.21) на gy(:\ q) g}(<\ q) 
по Г, по определению нормы получим

и интегрируя

аг.,(ё(-ф }|1Д՞ <Գ(ԱհԼ „.

Аналогично оценивается и выражение Զ!։ >. (հ, gj). Отсюда не՛ 
посредственно следует оценка (3.19). Легко видеть, что функции
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Ճ tn՜11 7?)i. (х»<0)
/-։

(л-л>0)

U»<0) 
2 л

I I
определяют решение задачи (3.1) —(3.3) при /։ (*./?)- у//՜-'" (/?"), 
Л(А q) W՝-im{R\), g/(Z. q) wi'mt '(Rr'~{) и q Հ Q. принад­
лежащее Wi(R' ). Теорема доказана.

В случае одного уравнения

.4 (/Л, q)u(x, q)=f(x, q), (3.22)

рассматриваемого в полупространстве лЛ>0 с граничными условиями 
при хл=0

R/(DX. q)u{x, q)\r„ 0 = fy« q)- (/ = 1, ... . w), (3.23)

где .4 и Rh как и в теореме 1однородные дифференциальные опе­
раторы с постоянными коэффициентами (порядок Л равен 2т, поря­
док 7?z равен г) при следующих условиях:

Условие Г. Л (В. <?) * 0 при 1т; = 0. |; փ | q * О, q £ Q. 
При п. - 1 дополнительно предполагается, что половина корней урав­
нения А (V. Հ <?) = 0 лежит в верхней полуплоскости, а половина — 
8 нижней.

Условие 2'. Задача

Д(Г. i ք -, q)v(V. x„, <7)=0
dx„

? • 9’ИС'. А'л. q) o=-?/V, q) 
dxa

(/ = !,•••. /«)

։:иеет одно и только одно решение в пространстве устойчивых реше­
ния, верна

Теорема (М. С. Агранович. М. И. Вишик |9|). При ненуле- 
аых q 0 для любых f " IVշ ' (/?'). Հ н Ա7; г/~‘։(/?'’’՛) сущест­
вует одно и только оОно решение и (л*. q) задали (3.22), (3.23), при-

'лежащее W:(R' ) При нто.и имеет место оценка
т

Ц1« ՛.՛ с f հՀ£ հ. \_,i ,z՝<C'u i, 
/-։

2de нормы, берутся по полу пространству Rr‘.
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§ I. Рассмотрения предыдущего параграфа позволяют получить 
некоторые результаты для задачи (2.1Դ-(2.4') в областях Զ։ и 2։ 
(обозначения и условия на Г и Г։ см. § I).

Рассмотрим уравнения

.V($, Dx, q)u,(x, q)=f\{x. q)\ х - Զ։ (4.1)

Д’(х. /Л. </)//,(*. q)=f9(x. 7): х Հ Զ3 (4.2)

с граничными условиями
В^х. Dx, q)iiy{x, q) ր։֊ր^(.Հ. Dr. <?)м,(х. q) Г| = Հ, (л*. հ) J

(I.о) 
(у = Լ...,2ա). X" - Г։

Rj{x, Dx. q)u.2(x, q) ^(x1. q\. (4.4)

(j = 1.- • •. in), x' - Г

Предполагается, что коэффициенты операторов .41 и В. беско­

нечно гладки в Զ։, а коэффициенты операторов А-, С,. в Զ2. По­
рядки Д’ и Л5 равны 2т, порядки В и С, равны т . а порядок R, 

равен г... Через Ло, Ло. /^о. С/Х>, /<0 будем обозначать главные части 
операторов Л’, Л8. В/{, Cr R,. параметр q Q. Потребуем выполне­
ния следующих условий.

Условие 1. Ло(х. ;. <?) О (I == 1,2) при х - Q,. q Q, Im
I?I (?| '--0. При n.— 1 дополнительно предполагается, что корни 
многочленов Л1(л, Հ q) (։ = 1.2) поровну распределяются между верх­
ней и нижней полуплоскостью.

У с л овне 2.
а) Задача

Ао(О. V, (-<i<°)
dxn

Aj(0, Г. - i <?)г'..(Г. xt. q) = 0. (л'л>0) 
dx„

с граничными условиями

^(0, Г, xfl. (?) Հ,_-օ-ր
dxti

Ч-С;(о, Г.q) v3(z. х„, q) Хп +օ-ձր/(Հ q)\ (J- \հ՝՝Հ2’ո) 
dx,t

имеет одно и только одно решение в пространстве устойчивых реше­

ний да = да։ т даз (СМ. § 3) для любых gt(z', q).

b} Задача
Лб((). i ‘՚ . q)v3(-'. x„. q) - 0, (.v„>0)
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иДИ^яа ' . =:~ -=— - =— = . —:

R,(0. Г. - i “ . <?)-Ծ2(ք. л'л. /?) = փ q)
ахп Կ- и ք

Կ = Լ---.ւո)

имеет одно и только одно решение н пространстве устойчивых реше­

ний для любых •>;(:՛, (/).
Теорема 2. Пусть выполнены условия I и 2. Тогда сущест­

вует такое <?0>0, что при и > .;0 решение (4.1) (4.4} существует 
при любых f. С Wi -м (<Հ), /2 у Wt2’” (2..), Հ Ա/Н (Г\) 

հ Ա” Կ՜՝։ ц имеет место оценка

•J m
/1111.' -’.71 H- ,1/շ I .'mH-V S/iil 4՜

/-i ‘ " (4.5)
2m

/-I 
(cm. (1.18), (1.18՜)).

Теорема 3. Пусть R ՀՀ и коэффициенты оператора 
-4:(.v. Dr, (]) имеют конечный предел при \х —*ос, а именно, для 
любого коэффициента а (х) оператора .А2 выполнено

lirna(.v)=a (4.6)
1*1--

и пусть выполнены условия / и 2а). Тогда задача 

А{(х. I)>. q)ut(x. o)=fl(x. <?), д £ Զ։

Д2(л. D՝, q)llAx- q)=fz{x. q). x Qs=RnlQx

Bf(x, Df. tRu^x, q) l։ : Cjfx. Dr. q) и~(х. q) էւ = Հ(^", q) 

(/=1,..-.2/л), x" T Г։

имеет решение ս = սՀ--ս.^ W (Rn) оля любых J\ Հ IV • :m (L’J 
f. U’’J ՜՜՞քճ.,). g' \\ ‘ 'T'՜1 (Г,) и имеет место априорная оценка

2 т
и ՝> < D il/1'ef -rn 4՜ ՚Հ«։՛ 4-լ Hi ЯуК ։ ) С՝'liltin'- (4~)

f=l

доказательство опенок (4.5) и (4.7) проводится с помощью из­
вестного метода локализации: берется конечное достаточно малое раз- 
мнение единицы области Զյ 4֊ Զ2 (в случае теоремы 3 всего R )

У (х) 1

такое, что коэффициенты граничных операторов и операторов .41 и Л2 
з окрестности носителя каждой из ?у(д) близки к постоянным. После 
этого оценки (4.5) и (4.7) доказываются для функции z. и и без труда
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переносятся на функцию //(л՞). Отметим, что в случае теоремы 3 в 
силу (4.6) во всем /?л можно построить требуемое конечное разбие­
ние единицы, ибо можно выбрать достаточно большой шар Ճ с цент­
ром в начале координат, такой, что вне этого шара коэффициенты 
оператора Л2 как угодно близки к постоянным. Если [ \,j = I • • •, N
— конечное разбиение единит.։ шара S, то полагая

1, 
.v

I Ջ ?/(-։), 

յ-ւ

х U V(

х U И.

где Uy—носитель <р., получим требуемое конечное разбиение единицы 
всего Rn.

Для доказательства существования решения строится .почти об­
ратный" оператор (см. [3], |9]), который в локальных координатах вы­
ражается формулами вида (3.15), (3.16), если носитель с нс пересе­
кает Г (соответственно 1Հ), и вида (3.20), если носитель имеет об­
щие точки с границей.

§ 5. Перейдем теперь к изучению задачи Сначала(2.1) ֊(2.5).
рассмотрим случай однородных начальных условий: все (л՜) 0.

Задачу (2.1) —(2.5) будем называть параболической, если задача 
(2.1') — (2.4'). где р заменено на qZm, удовлетворяет условиям 1 и 2 
§ 4. Условие 1 есть условие нараболичности каждого из операторов 
.4’ и .4։, а условие 2 эквивалентно условию Т. Я. Загорского [6|.

Наша цель—получение теорем существования и единственности 
параболической смешанной задачи (2.1) —(2.5) в пространствах 
Р/, г.о (t?-1/, G). Для этого, воспользовавшись теоремами предыдущего 
параграфа, перенесем результаты теорем 2 и 3 на пространства 
Я/. ւա (*, Ճ)՛. Потом, используя изоморфизм пространств Р/. «м, Л. 
и Et, ւշէ1է ■ չօ (см. § 1), получим теорему о разрешимости парабо­
лической смешанной задачи в пространствах Pi։ 1л,{е G).

Теорема 4. Пусть задача (2.Г)—(2.4'). где Р заменено на 
q՛1' удовлетворяет условиям 1 и 2 § •/. Пусть I > max (2т. М. - 

1 1, г, 1 1). Тогда существует такое т^>0, что решение задачи 
(2.Г) — (2.4) су цествует при любых

Г\(х> Р) ‘^х՝ Р) Հ >>т "'г)
֊ծ ՜ ՚ .՛ծ

Р) է ր-/ո,-՚,(7. Րյ). ’F,(Х', Р) Հ- Е Г)

и имеет место оценка
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Д ԳԼ ,» + !</•,. ,*<֊Cl Л1. .; 4 +
2b 2b

2 wr m

/-> I 1

(^-^-7շ = !Տ 1 ր/.՜*7։ = *)-

Функция 47(x, p) удовлетворяет (2.1') — (2.4') при всех p. Rep>7 
и почти всех р с Rep = 7.

Аналогичную теорему можно сформулировать и в случае, когда 
22 = Г/2։.

Пусть теперь и (х, /) £ Р, t,,b (е՜*, G) и 7 произвольно. Легко 
проверить, что если м (л. է) удовлетворяет (2.1) — (2.4). то

(е-Հ Գ). А(*. О Հ ..... £ - Հ Գհ
2ft ՛ ' 2Ь

g,(*". О т Ղ и :ь (e-^G^. •>. (х', t) С Ղ. « 1(> &)-
После преобразования Лапласа по ( получаем задачу (2.Г) — (2.4'), 
где в правых частях (х. р) £ /_2/п (7, Զ։), /\(х, р)< — - т. ■■ ■

Е։-2т.'^ (Ь Զ>)’ G), V*՜’ Т’)

С (Ն Г).

Так как задача (2.1)—(2.5) — параболическая, то из теоремы 4, 
используя изоморфизм пространств Р։ tfib, Р, и Е(է2ծ, Е„ , :ծ. 
получаем следующую теорему.

Т е о р е м а 5. Пусть (2.1) — (2.5) — параболическая задача и 
и пусть 1> шах (2т, ///,-}- 1, г. 4֊ I). Тогда существует такое 7>0, 
что задача (2.1) — (^-5) имеет одно и только одно решение. 
t։(x,t) Pt> G) при любых правых частях f\(x. է)

Հ*., G,). /։(х. է) Р! 2т ^(е-Л О2), է) £

2b ՝ 2ft
€ о;). t) c Հ. .,a («-’*. G'l,
при этом справедлива оценка

^«ciiierV/.Il, +к-’7Д^,я.^ +
2ft ՛ 2b

'2m m

+1հ-՚7,ւլ:.„.-«+ У,«■ .,j<c' e«a,.
/=1 /-I

В случае неоднородных начальных условий сформулируем усло­
вия согласованности правых частей /։, /2. g., ՚ն„ в области
X (0. 4- оо) существует такая функция //0(л. /), что

е^и.(х, О С +<*)),
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4-“°' =Т։(х), (*=О,-..х-Г) I

дГ г-0

и если А։ «0 = /? в Զ1։ А։ //0 = /® в 2, и
"о տՐ։ ՜ Ղ "о u о I $-r = I

го после продолжения функций/х /‘А А ՜/?• — нулем I
при /<՜0 имеет место 

. I ■ Ճ т
e՜’'l/ւ-/?!■' W'.'rZ"՛ * <2։Х(0. + «)>.

1 — -* т
• -’<■ (2։х(о, 4-эс».

+оо».

<• ’"л -♦?։ <с х (°. +• «о».

Теорема 6. Пусть (2.1) (2.5) параболическая задача, 
1‘2Ь целое. / шах (2հո, т. ֊1. Հ՚/H՜l) целое. Тогда существует 
такое հ > 0. что при любых J\. j\gt, ՚Հ„ ?է. удовлетворяющих ус- | 
Ливию согласованности, существует одно и только одно решение 
задачи (2.1)- (2.5). причем е ’’и (х. t) ԱՀր,’/'? ((7) и имеет место 
оценка

С U С { | 0՜ ‘՚ ք։ <-»jW + 8* +
ib * ‘ 2b

2 m m »—1
: ճւ e ' £ I !».!Կ՚2է> + X) e Л I՝». < 2b 4՜ X

/-։ . /-1 л-о
< C’ ս\ Լ 1Հ.ծ.

Аналогичную теорему существования и единственности парабо- 
лическон задачи в соответствующих пространсгнах можно сформули­
ровать и для области Զ;, Г—конечное.

В заключение выражаю благодарность ироф. М. И. Вишику за 
постановку задачи и ценные указания.

.Московскни энергетический циститу! Поступила 24 IV 1964

Ա, Ч ’Iflllbl.irMHU'eir։,

Ր.ՆԴՀԱ։|,ՈհՐ ՈՃՐԱՅԻՆ 1սՆԴհՐՆԵՐ ԽԶՎՈՂ ԳՈՐԾԱԿԻՑՆԵՐՈՎ ՊԱՐԱՐՈԼԻԿ 
:ս.«| Ա1ՈԼՐ11Ի1րւ,1յՐԻ ՀԱՄԱՐ

Ա մ փ и փ Ո ւ ։Г

Գլէսրհէ4ւ(էն սւի(iritjfJП! մ դիտվում /. ր1/։ւ՛ Պևսէրուիւկւււ րլծա/ին ‘Հհ պա- 
ր^ւ^՚ք/՚կ 2m կ^ր՚ւՒ Ւ'4'1Ո,1 г/пр^ш^1>дГ,1^рП1/ հավաււարւս մըւ
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Աքե մակերհ ու ւթների վրա, որանդ խդվում են հավաиարման դորA ակիդ- 
գլանի կսդվքեալին մակերևոպթի վրս> տրվում են եդրա {ին պալմտն֊ 

ներրւ մամանտկի սկդրնական մոմենտին տրվում են նւշէււ պայմանները։
ենթարկելով խնդիրը է պա րա րոլիկո ւթլտն J> պա լմ որն ին ե պահանջելով 

հսէմաձալնել/վան ութքուն հավասարման ու եդրա լին պալմանների աջ մասերի 
և ե՚ոշա ավլալների միջև, ապադուդվում է խնդրի լուծման դոլու թ րււնր և 
միսւկէո թրէէնր համապատասխան տարածութրււններում:
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