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ГЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Г. Т Хачатурян

К теории изгиба и сжатия толстых плит

1. В работе приводятся дополнения к исследованиям Л. И. Лурье 
|1| и В, 3. Власова |2|, посвященным решению задачи о толстой 
плите, находящейся под действием нормальных нагрузок и при 
ложенных к ее торцевым плоскостям:

= <71։ TV-=TV. =0 При 2 = h
(l.n

°֊ — 7з> = 0 при 2 — ֊• Л.

Применяя символический способ интегрирования уравнений теории 
упругости, цитированные авторы приводят решение задач о сжатии 
и об изгибе неограниченного слоя к интегрированию следующих двух 
уравнении:

( 1 + Դ՜հԱ ՜ ) d? ՜ (для сжатия), (1.2)

7 . sin ՝2hd \ .... q. qn . . . t, „
( ՜2ձմ՜)ճ = 4ОЛ ՜ (для изгиба), (1.3i

где F и ф являются функциями координат л. у,

= = հ = Ճ.; Հ.= Հ֊- (1.4)

Для задачи о толстой плите с торцевыми условиями (1.1) А. И. Лу­
рье рекомендует пользоваться частными решениями уравнений (1,2) 
и (1.3) и общими решениями в виде должным образом подобранных 
бигарыонических функций, позволяющих удовлетворить краевым уело 
виям на боковой поверхности плиты. В. 3. Власов рекомендует поль­
зоваться к качестве полного решения задач о плите суммой частного 
н общего решений одного и того же уравнения (1.2) (при сжатии) 
или (1.3) три изгибе). В настоящей статье показывается, что при 
помощи одних только функций F и ф (рекомендацией В. 3. Власова) 
можно решить ограниченное количество задач (например, задачи об 
осесимметрично деформированной круглой плите). Далее показыва­
ется, что интегралы уравнений Ляме, удовлетворяющие торцевым 
условиям (1.1), могут быть выражены через четыре функции F{x, у»
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fix, у) и ф(х, у), ? (х. у) являющиеся общими решениями уравнений 
(1.2), (1.3) и следующих двух уравнений:

d sin hdf — 0 cos hd? - 0. (1.5)

I la основании (1.2). (1.3) и (1.5) в статье приводятся варианты кор­
ректных приближенных теорий изгиба и сжатия или г. в которых со­
ответствующим выбором функций Ւ', /, фи? удовлетворяются смяг­
ченные краевые условия на боковой поверхности пли гы. Подробно рас­
сматриваются варианты приближенных теорий изгиба плит с краевыми 
условиями Кирхгоффа и Пуассона и лаются их сравнения с варианта­
ми Е. Рейсснера |ձ|, X. М. Муштарв [4|, С. Л. Амбарцумяна [5] и 
Б. Ф. Власова [6J.

2. Общие интегралы уравнений Ляме

При отсутствии объемных сил уравнения Ляме можно предста­
вить так:

սՀ-մ:ս = . ' Ժ/Է и»-)- dzw   ;—6, (2.1)
1 - 2ч 1 — 2р

■V ( d*v------- - լ֊.-,,t Ժ2քՀ НЛ = 0,

iде p—Коэффициент Пуассона. С- относительная объемная дефор­
мация,

О = 4֊ д.л 4- «г. (2.2)

Точки над перемещениями и. v. к՛ и деформацией 0 означают 
частные производные этих величин по координате г, символы дх, <>.. и (Г- 
имеют смысл (1.4).

В символическом виде интеграл последнего уравнения (2.1) 
можно представить так [1]

Ь = cos 2dA 4 ~Ո ՜ — В, (2.3)
d

յ де Л и В -функции координат л՜, у.
Внеся (2.3) в остальные три уравнения системы (2.1) и интегри­

руя их. находим общие решения уравш нип Ляме в таком виде:

,, sin а/ п շ / coszJ ռ sinzd . \ 
tt = cosza.4j , ------.— В. ֊5—<ձ(—#--------/—Л ).

d 2 — 4u *\ d- d J

, ՝ ., sinzr/ ռ , z , / cos zd ռ sinzd « \t' = c0S2^: + —— B^ —— — B -rf-H).(2.4)

g՛ - coszcM, + Д, ■■ z (cmzdA ; 2Ln ?tL в ). 
a 2 — 4-x \ d /

где Aj. Bi (/ - 1.2, 3) новые функции координат x, у Внеся (2.4) 
в (2.2) и имея ввиду (2.3). получаем:
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О — Л». О__4,.
’ < 4> 'Л с>?А. ' Д/i. <ԱԼ -.</֊1д

(2.5) 
1Խ (2.4) и (2.5) видно, что общие интегралы уравнений (2.1) будут 
содержать шесть функций координат .՝:, у: .1,, .4-, .43 и Bit В*, В3. 
Вычисляя напряжения тх.-. ‘у.-, <• и пользуясь условиями (1.1). полу­
чим следующие шесть уравнений, из которых следует определить 
указанные функции:

cos hd (/>\ ֊{ <\.13) - -о -- ->.՛ (cosAw ՝2hd sin hd) В - 0.
J — 4’’ w՜

cos hd (Bz 4- ժ2.43) o ‘ յ - հ. (cos hd 2Msin hd) В = 0, (2.6)

Ժ Sin hdAj I- ■—Ц— /cos hd ՝ “* sin hd \ В - — ‘,l ...;
2—4* \ hd ) Ю

(дхВл մՀՀ) —1 — -J (sin At/ '2hd cos hd) .1 = 0.

4’/' ֊l2) (sin hd 2hd cos hd) .4 — 0, (2.7)

cos At//? -| 0 ' [At/sin hd (’. 2u) cos At?'| .4 — -

Задача приводится к интегрированию двух систем уравнений 
'(2.6) и (2.7). в каждую из которых входят по три искомых функции.

Система (2.6) описывает задачу изгиба слоя, система (2.7)—сжа­
тие слоя.

Для интегрирования уравнении (2.6; и (2.7) удобно заменить 
|՝\ чкцни Д,, Вс новыми функциями, относительно которых эти урав­
нения будут иметь более простую структуру. С этой целью вводим в 
рассмотрение четыре новых функций Ра, QJ։ Qv, которые связаны 
՛ функциями Л|, В. соотношениями:

<\Вг ; д.Вй d:A3^ (3-4p)^Qt. .)3 = Р։ I (2-2p)Q,. (2.8)

М. I I (3 фл)^. /Հ (/^/<֊-(2 2'ձ)<ձ|. (2-9)

Из этих соотношений следует, что общие интегралы для функ­
ций А{, Bi могут быть представлены гак:

/Հ-Պ|/ձ- (1 2:nQ.| и.;1

'МЛ֊(։֊-’!-КМ -<vPn 

Лп- Л 4-(2 2:x)Qt:

.1, = 02!/ JoQJ-r/A.

.4.. = օ,|.Ղ-(1 2:x)QJ ժ.0.,. 

в, = ֊rf-|/< I (О - 2u)QJr

(2.10)

(2.11)
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— ■ ------ =— ■ - ~ -------г ——~ ■ 1»—1

где Ор 0. новые произвольные функции координат х, у. Вместо (2.51 
теперь будем иметь

Л = - (2 - 4ս) ^Q,. Н = - (2 - 4յւ) մ՜-'Q, (2.12)

Подставив (2.10)—(2.12) в (2.6) и (2.7), получим более удобные 
для интегрирования уравнения:

Л, [cos -+ ժ. [2cos /М/Հ 2hd sin hdQ,] = 0,

- ժյ [cos Ad^\ 4- ժ4 [2 cos hdPx 4- '2hd sin AdQJ = 0, (2.13)

d sin h dPx 4֊ d [sin hd hd cos hd] Qx = — 1

Ժ2 [Ժ sin hd^\ -|- <)Հ [2</ sin hdPz - 2hds cos AdQJ - 0,

— ԺԼ [</ sin hd՝bz\ |- ժշ [2t/ sin hdPz — 2hd2 cos AJQ2| = 0, (2.141

d՝ cos hd!\ ~ d~ [cos hd — hd sin hd] Q,, — ''' •

Приведем подробные выкладки» связанные с интегрированием 
системы (2.13). Интегрирование системы (2.14) производится анало­
гичным образом, поэтому ниже для последней системы ограничимся 
выписыванием окончательных результатов.

Из первых двух уравнений системы (2.13) следует, что члены, 
заключенные в квадратные скобки, будут сопряженными гармони­
ческими функциями («! и х.?).

11оэтому:

cosArfOj = a։, cos hdPx I hdsinhdQx = ,1 a.. (2.15)Հ

Для гармонической функции ? имеют место равенства

մօտ/?ժ7=Հ, rfslnAdf = O. (2.16)

Поэтому, введя обозначения

՚?յ={1։՜1՜?, ~ ‘.у Н՜ ^։* (2-1՞)

из (2.15) и последнего уравнения (2.13) находим:

cos hdb = О, (2.18)

cos hdRx J- hd sin hdQt = 0.

... sin hd n . / sin hd , Л _ I — qz Հք> to.
d- -hd-^Հ—ւ-------COsW)Q’|=֊-4M-- (2J9' 

(2.18) будет одним из основных уравнений и функция 9 ниже войдет 
во все расчетные формулы.

Частные решения последних двух уравнений (2 19) можно брать 
в виде:
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Q, = cos Ле/ф, /?г == — /id տ՜ա Лг*ф.

где ф является решением уравнения:

ճո 2ձճ\ ժ-'.ь ~ у» —<?« 2/id ) 1 ՜ 4Gh ՚

(2.20)

(2.21)

Покажем, что решения (2.20) будут общими решениями уравнений 
(2.ւ9), если под функцией ф будем подразумевать общее решение 
уравнения (2.21).

Для однородных уравнений (2.19) имеем

cos hdRx hd$\i\ hdQt = О,
(2.22)

sin fid , ( sin hd . . \
c0S/«QQ։ = 7.

где 7—произвольная гармоническая функция л. у. Подвергая первое 
из уравнений (2.22) операции շօտ/ւժ, второе—операции 4Ժ sin//Ժ, и 
.-дожив их, находим:

/?։ — - sin- hd'Qt. (2.23)

Знеся /?, в первое уравнений (2.22). получим:

( 1 ՜ ) /z</sin = °* (2.24)

Введем новую функции՛ ф0, связанную с Q։ формулой

I ՛ ^‘֊ <?. - .1՛, <2.23)

Тогда (2.24) приводится к виду

(’-“И"-*’. №
Выражение (2.23) перепишется теперь так

/?։ = 'nd sin /Мф0. (2.27)

Из (2.25) и второго уравнения (2.22) имеем:

sin /idQl = Лг/ф0.
(2.28) 

cos fidQi = Фи sfn* /к/ф6 — у.

Подвергая первое из этих уравнений операции sin fid, второе опера­
ции cos//մ. после их сложения получим:

Չ։=շօտ4մՓՀ- 7 ““J—j ձմտ!ո ձժֆ0. (2.29)

Последнее Слагаемое праной части (2.29) в силу (2.26) равно нулю. 
Далее, включив гармоническую функцию Հ в состав ф0 (что имеем 
право делать соглосно (2.2՜) и (2.26)), приходим к выводу, что одно-



4 6 Т. Т. Хачатурян

родные решения (2.27), (2.29) и уравнения (2 26) соответственно сов­
падают с решениями (2.20) и уравнением (2 2*.). Следовательно» (Հ20) 
будут общими решениями уравнений i2.lv). где ф яв. общим 
решением уравнения (2.21).

Возвращаясь к первоначальным функциям (2.10), из (2.17) и 
(2.20) для них получим следующие общие решения (пользуемся так­
же условиями сопряженности гармонических функций я։ и а?: 
ժ2ս։ | ^«- = 0, ժ2օէ2 — Ժ,7յ =0):

= д.# — d} \hd sin лч/ 4-11 2u) cos hd] ф d^։z.

H.y~ dfi o.[hd<w\hd (I — 2j*) cos 4.7]ф

(2.30)
A3—[(2— 2и)сбяЛг/ hd Sin hd\ ф ։\ a...

В = — (2 4;i) ds cos /я/ф.

Покажем, что в решениях (2.30) гармоническая функция аа является 
лишней. Для этого внесем (2.30) в (2.4) и определим перемещения 
и, V, w, вызванные функциями 7?։. /L, Л3 и В. Получаем:

sinz7 г . ■ •-^.-.7
= ֊մ — «. + 2֊_4֊ <>. ֊d.. -В-ծ,

sin rd 
d ՜ ՜ր ՜

֊Հ 2 COS rd հ -;in rd sin hd (I —
n , since/ , .
2u) ,— cosAa

d

sin?<7 ռ , cos rd n , sin rd I
4Г ՜՜՜՜ ” = ՜ Ժ’ — 2 Zd^

-d. z cos rd h sin rd sin hd — (1 - 2ч) ——J"— cos hd 
a

(2.31i

W=C0S£rfA։ g J - I Ц9 — -pl C'X-; zd cos hd

— zd- sin -~7cos hd hd cos zd sin hd\ ф.

Из этих формул видно, что при замене функции ф через ф—<։2:(4—4ч) 
члены, содержащие гармоническую ф-.нкцию аг, будут исключены. 
Следовательно. а2 можно включить в состав ф. и тогла перемещения 
и, и, будут определяться только через две функции ф и с. являю­
щиеся общими решениями \равнений:

2/.ч/ '■ ' 4ДА cos hdz = 0. (2.32)

Аналогичным образом доказывается, что перемещения //, :՛. к՛, вы­
званные функциями (2.11) (представляющими общие интегралы уран-
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нений (2.7)), определяются через две другие функции F и /, которые 
сами являются общими решениями следующих \равнений:

sin2Ad\ </ճ
2nd ) ՜ ՜ 4(7 dsin hdf=O. (2.33 >

Выразив функции Д, Д2, Д и Я через F и /. «неся их значения в 
(2.4) и учитывая {2.31). окончательно будем иметь общие интегралы 
уравнений Ляме (2.1,1 к таком виде՛

и = д.. ( cos zdf 4- — — '.ля? ) Փ1.

v = dYcoszd/ —-nj‘f ?) —Հ|(^֊ ?а2)/՝'-'֊(Ья ֊:А)ф|. (2.341

к* = (<z3 — սժէ) /•’ -֊' (Z>4 - uA,) ф.

В формулах (2 34) введены сокращенные обозначения:

п , . sin hd rt , sin hd
fl. = 2 sin zd---- .------- -- fl. = —2 cos zd - . ,

1 n - fid

[ sin rd ... n տա rd sin Ad z , sin hd
a3 = a՝ —. — cos nd 2 ---------- т cos zd - , — .

d hd hd h d

(2.35)
I t . I t i S’n //</

a.= cos zd cos ha 4 ֊.— sin rd sin hd — cos rd- ——— ;
4 и hd

bx = 2 cos hd - ’ ; b2 — 2 cos zd cos hd,

bx = z cos zd cos hd-(֊ h sin zd s’n hd 4- cos hd — ՜հհ՜ ՛ (2.36)

հ, = 2 cos rd cos /։ d zd sin zd cos hd — hd cos rd sin hd.

Индексы функциональных операторов (2.35) и (2.36) подобраны так. 
что четные индексы соотне стах ют четным опера юрам, нечетные ин­
дексы—нечетным операторам. Между этими операторами имеются 
дифференциальные зависимоети

= %.=А„
(jz • OZ

да2 d/»2
=тт.. —- = — ad>,,

dz 1 az

(2.37)
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На основании (2.34) и (2.37) для напряжений получим следующие вы­
ражения:

(cos zdf-֊ -н\ — -֊ (Мг֊1֊>МУФ.

(cos zdf + 3|ք^Հ Գ wjr-) ք _ ֊I֊ |ՎԺ?) ф.

(2.38)
՜շ՚շ՜= 4 (c0S2rf/+ —?) <№d(*։֊-^) (*> ^Փհ

т լ
2G‘e 2 d«(cOs^? rfsinzrf/) ժյ |(aa ճ։)/; •-(*»֊ *-յՓ1.

'20 = ՜ 4՜ <cos zd* ՜d sin zd^ + ^Kfl>“ Պ) ? ՚ ՜ /;։) Փ1. <2-зу)

2?; ՜d՝-Պ) x <հ - ծյ)ф].

Формулами (2.34), (2.38) и (2.39) даются общие решения для пере­
мещений и напряжений задачи о неограниченном слое с торцевыми 
условиями (1.1). Эти формулы отличаются от соответствующих фор­
мул Л. И. Лурье и В. 3. Власова наличием дополнительных членов, 
содержащих функции փ и /. Необходимость введения указанных функ­
ций становится наглядной, если мы обратим внимание на выражения 
объемной деформации б и нормального вращения □>-. Из (2.31) по­
лучаем:

О - օ։/<՛ րձ»-ւ w— (1 2[i)d-(utF /ղՓ).
(2.40) 

, „ յ» / յ հ sin zd \2u>z = օհս — ci„u - — d4 cos zd f  --------— 7. j

Видно, что функции / и © определяют нормальное вращение и 
не вызывают объемной деформации. Отсюда следует, что, если при­
мем / = о — 0 (по рекомендации В. 3. Власова), то в рассматриваемой 
задаче должно быть в>. = 0. а это имеет место, например, в задачах 
об осесимметрично деформированной круглой плите. В общем случае 
^=/*0, поэтому <р 0, /у 0. Можно указать такие конкретные за­
дачи. в которых следует ожидать, что функции 9 и f внесут су­
щественные поправки к перемещениям и напряжениям.

В практических приложениях синусы и косинусы, входящие в 
разрешающие уравнения (2.32) и (2.33) и в решения (2.31). (2.34) и 
(2.39), следует разложить по степеням своих аргументов и в полу­
ченных рядах, в зависимости от степени приближения, нужно удер­
жать несколько первых членов. При такой приближенной постановке 
задачи соответствующим выбором функций (ի. о и F, ք можно удов­
летворить произвольные смягченные краевые условия на боковой чо- 
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нерхности плиты. Для этого порядок приближенных разрешающих 
уравнении, получаемых из (2.32) и (2.33), следует выбрать в соответ­
ствии с количеством смягченных краевых условий или же, наоборот, 
выбрав порядок названных уравнений, нужно сформулировать необхо­
димые краевые условия. Ниже будут рассматриваться варианты при­
ближенных теорий изгиба плит с краевыми условиями Пуассона и 
Кирхгоффа, в которых буду։ использованы выражения усилий и мо-
ментов в поперечных сечения х = const и у— const Для этих 
получаем

величин

7'. . . sinAtf
hd

\յլք}վ_ у 
hd ՜ /

-/շ-= -տ|րւձճ
4GA l= hd

sin hd 
hd ,

(2.41)

Ճ 1 , 2 sin hd.
4Gft = շ- ֊ oO ֊htr

sin /id Հ 
~И(Г՜)

4СЛ
I sin hd /

՜2՝ ՜ձմ՜ °։? ( ՚ ՜ՂհՅ՜
(2.42)

..Л'= - s
4G// 9••

sin hd 
՜հմ՜

sin 2/id
2hd

4G/; a2
sin hd ' 
՜ hd՜՜,

d‘
sin 2/id \ (Ճ

+ cos2AJ *•

Л1. т/Д / , .
, . . ֊- .-I cos hd
4G Л и? \

sin hd
Ad

O2 ■ 'Д 
d5

.и 1-d cos 2nd жմ» ф։ (2.43)

H d2 ~ / sin \
4Gh՜ ՚ “2d՜ \COS /{d hd~)?

d=
sin 2hd

2hd
2hd | ф

dj 4-

1

В качестве геометрических величин, соответствующих условиям 
(2.41) и (2.42) и моментам (2.43), могут быть выбраны значения пере­
мещений в точках срединной плоскости

= vo*=(4^.

а значения компонентов элементарного вращения срединной пло­
скости
4 Нзоестм» АН, серии фи».*мзг. наук .'Л G
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Ш1 = - («у)-„ф

Из (2.34)—(2.36) для этих величин получаем выражения:

. . , / , , sin hd , n sin /id \ .. /9 A,><Կ = d,f- d, (cOS hd - -ы ~ + 2բ —Jia֊) F (2“>

, / , . slnhd . o slnhd \ p- otf - A (cos hd--------7։Г- •[֊ 2—^- -) F,

U,a = 1(2 — 2u) COS hd — hd sin hd] ф;

o՝։ = (2— շս.) ժ։ cos hd({> —~֊ ժտ?, (2.4Ы I

«սշ _= (2 — 2;л) <Լ cos hd(}) — ֊J drf.

Выражения (2.41) и (2.41) содержат только функции Ли Հ, из .чих I 
получаются смягченные краевые условия в задаче сжатия плиты. Вы- I 
ражения (2 42), (2.4 5) и (2.15) содержат только функции ф и о, они 
дают смягченные краевые условия в задаче изгиба плиты.

3. Рассмотрим некоторые варианты приближенных теорий изгиба 
плит, основываясь на приведенных выше резу..ьтагах.

Д. Первое приближение. 7серия изгиба тонких плит. В раз­
решающих уравнениях (2.32) н выражениях для перемещений (2.34), I 
напряжении (2.-38) (2.39) и в граничных условиях (2.42), (2.4 >). 1 

(2.45) при разложении синусов и косинусов в ряды ограничился той- > 
костью cos/nZ=l; sin hd=hd, т. е. полагаем 1-t-1. Эго при- 1 
блвжение приводит пес к классической теории изгиба тонких плит с I 

единственным дополнением, относящимся к закону изменения напря­
жения Պ֊ но толщине плиты (кубическая парабола) Из основных ] 
уравнений (2.32) получаем для ф уравнение четвертого порядка, I 
совпадающее с уравнением Софи-Жермен, а для функции с> в этом 
приближении получаем ф = 0.

Б. Уточненная теория первого приближения. В указанном 
варианте Л основное дифференциальное уравнение получается чет- I 
вергого порядка, поэтому мы вынуждены перейти or краевых усло­
вий Пуассона к условиям Кирх гоффа. Однако, можно освободиться 
от этого вынужденного шаги, если учтем следующее обстоя гельство. 1 
Приближением 1<— >4 Л-d"'d 7 можно польи>ват.*ся, если К փ U. I 
Такое положение имеет место во всех уравнениях и формулах, не- | 
речисленных в пункте Л, за исключением последнего из уравнения I 
(2.32), где /? — 0. Для этого у равнения нужно сохрани.ь член поряд- | 
ка А?д? сравнительно с единицей, Учитывая эту поправку и заменив 
функцию ф прогибом *ս՚. мы пллучим уточненную теорию первого 
приближения, описываемую у равнениями (ճ2 = \?՜Ն

Հ-ք ֊^գ = 0. (3.1>1
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Перемещения и и v будут определяться формулами:

« = ֊ z (М’ — ժ2ր), v = — г (ժ2& ф- ժ1?). (3.2)

Напряжения будут определяться через моменты и поперечные сил.: 
формулами:

Моменты н поперечные силы определяются формулами: 

Л11 — /) լ<7; ЬУ —I (1 — и) ԺձԺ2^],

■И2 — — Բ (ժխ’ 4- :*<>խ''-ր (1 — и) к

(3.5)
// = — Բ (I - а) ժ/տս» ф- ,1г (Ժ- — о.-) я .

Л . = О ( ԺյՀ։5 »’ Փ՜ ՜ ' j Z ' ^1? I •

Для компонентов вращения получим выражения: 

Л 1= ԺյնԼ' — ֊շ֊ Ժյ?.

<3.6ւ

Решение задач в этом приближении приводится к интегрировании 
уравнений (3.<) при статических краевых условиях Пуассона и соот­
ветствующих кинематических условиях, налагаемых на к», օղ и <»/3.

Изложенная в этом пункте приближенная теория изгиба пли: 
весьма близка к теории Н. Рейсснера [3|.

В. Вариант уточненной теории изгиба плит с краевиии
услоииями Г/уасс< на. В перечисленных в пункте А уравнениях 

ограничимся ю։ ностыо 1 -֊ /.\- 1 + /г^‘. т. с. сравнительно с
единицей отбросим величины порядка Հհ;1. Эго нриведл ! нас к сл<- 
дующим дифференциальным \ равнениям для ф и р:
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1
5

3
8 ՜

շ
Г՝?-у? = О. (3.7)

Поскольку обший порядок уравнений (3.7) р։иен восьми, нужно сфор­
мулировать четыре статических и четыре геометрических краевых 
условия. Однако, порядок уравнений можно снизить до шести и. сле­
довательно, пользоваться краевыми условиями Пуассона, если функ­
ции» ф мы заменим новой функцией ф0 по формуле:

Ф= շ֊-շյ-( * + yAV )Фо- (3.8)

R Соответствии с принятой точностью вместо (3.7) теперь получаем:

r«.h _=. Ճ»__ ՋV фо D (3.9)

Перемещения и напряжения будут определяться черед «|>0 и ? фор­
му ла м и:

“ = г( 1 * -ЗЛ=)'« г"‘ ’ (б=б7-”- 10՜ 107՜';)7’ ՛’’»■

Е г1 — Л’ I / , 5г’ А’ \ . 1 — р
I - и’ 2 I Ժ’\ 30 ^tr (3.12)

и= յ(։՜Տ?)ժ*? ֊”*|' ('l-ft.*'’՜ То- lb» A’)vS Фо- (3 |0>

|1 -(ло-^тйг*3 2՜-շ7-•’)IФ»;

=. = ֊ -j—jj- - լ Ժ7Փ« - -

/5г’ —3/ր 5г: — 9А’ „\ . / г’ \ л л 1- ( —5— °՝ - “ —30՜ ) V-Фо - (։ ֊ :^) (> - здг) Ы,? | • 

ք Г
=> = ֊ Т—.Հ г $Фо -г Н^гФо -

/ 5г" — 3//։ 5г: — \ , / г։ \ , I(՜ւտ՜ —зо— ժ0րՓ’՜(’ ՜"’( 1

(3.11)
•'>•=- 1 г Тб^о-^Аг’Ф.4֊

ձ z’-А’ /, 5?-Л։ Л .. 1-р I«Г--—- ՜շ~ ('Л |-֊30-v’)^0֊֊y-^|‘
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z | З//2 — г2 , 6Л4Н J.
՜՜հ I W ՚ 40/? V

Моменты л поперечные силы определяются формулами:

Л!։ = ֊ D Г 0;ф„ 4֊ а<7:ф0 — Հ- :ւ/?2ժ-Հ-։Փ<) — (1 - ч) ժյժշ^

Л12 = — D 02фо -}֊ ։«?*ф0

/7= ֊■ ձ> (լ — ц) ժյժ2Փօ

9
•5

5֊!

:ւ/շյժ]7 ՚Փօ (1 - и-МЛ? • (ЗЭЗ)

— D Ժյ\7:< 1 ւճ 
/?

(3.14)

3 ~ “ & ^։ГФо т ~ հ-

Դ? •

.Чля прогиба и элементарных вращений при 
женил:

: — Ա ոօ.գ\ чаются 8ЫР.Ч-

8 - Зр
-о — <ро - |Оа /'гТ5ф<>.

Решение задач по изложенному в этом пункте варианту теории при­
водится к интегрированию уравнений (3.9) при краевых условиях 
(3.13)-(3.15), после чего перемещения и напряжения в произвольной 
точке плиты будут определяться формулами (3.10) —(3.12). Сравни­
тельно с вариантом 15 здесь вносятся поправки, которые учитывают 
упругие явления вдали от контура плиты более точно, чем у контура 
плиты. Это следует из замены уравнений (3.7) уравнениями (3.9) и 
вызванной в связи с этим заменой четырех статических краевых уело 
вий тремя условиями Пуассона (с аналогичной заменой гео.метриме 
ских условий).

По своей точности изложенная в этом пункте приближенная тео­
рия весьма близка к варианту X. М. Муштари {4] if достаточно 
близка к варианту, предложенному С. А. .Амбарцумяном [5| и В. Ф. 
Власовым [61. Последний из названных вариантов теории, основан­
ный па последовательном учете влияния касательных напряжений в 
теории изгиба тонких плит, развит в ряде работ С. А. Амбарцумяна. 
В пашем изложении [7J этот вариант описывается уравнениями:

¥՝ф = -^4г^՜ е* 7 = 0 <316)
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X z4 с" / I I .V

(OST) ’ ^P’P ( r - I Խ - i) “ <M (Խ1’ + &) ( '՜ Հ ) T1 . 1
X zl ՚ ՝ 5‘f 5 - I

— Փխ-ri 4֊ Ф'3р г "Ъ _ 1 — = ' : 
.7

* ("V ՜ 1 ) (ll - I) - Փտձ СИ ~ 'p) ( ՜. - - 5 ) T±T՜’
\ y** <• I «•* • •

-ф^-ф;р 7- — = -

т\и1։л1\(к)ф в? •nir' 1<инлжкс!||1?н и սայՑ1ււօւ\՚Նհ| |

. । » TiC’ — c ФгМ-=у-՜- — Ф = Л

: “Р֊4֊ФЛ> a—=w

' I V՜֊՜] ՜ փ։ձ^ I 67 ՜ = l'v

(ZIT) ‘I (^P — Փ^կ|("֊\)C! =/-/

• irP։P(r:—I) “■ 
г

ф.;рх: 4֊ ф10 Cl — ЧГ

- |)-^_ф^т14-ф!р I 

7 I
(.1֊ =W

: wul-лк
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т(։
Сравнивая (3.16) (3.20) с соответствующими уравнениями и фор- 
муламн (3.9) -(3.15). замечаем, что они юсгиточно близки Отсюда 
заключаем, что учет влияния касательных напряжений в теории из­
гиба тонких плит, приводит к поправкам, которые составляют основ­
ную долю поправок вносимых вариантом В.

Г. Вариант уточненной теории изгиба плчт < красными усло­
виями Кирхгоффи. Функция z. входящая и (3.9)—(3.15), имеет вполне 
определенный геометрический смысл; она пропорциональна нормаль­
ному вращению «>- точек, расположенных на торцевых плоскостях 
’ - ± h. Эго следует из (2.40) и (3.9). Имеем

2.^-vs։nm =

При z=-'~h получаем ?—՛ 1,5ծ>յ// Эго сравнение позволяет пола­
гать ф—0 в тех задачах, в которых заведомо известно, чго — О 
или его влияние ничтожно мало. Принимая в варианте В © = 0. при­
ходим к новому уточненному варианту теории изгиба плит с крае­
выми условиями Кирхгоффа, гак как в этом случае задача будет 
приводиться к интегрированию одного у равнения четвертого порядка 
(3.9), содержащего функцию ф(>,

4. В качестве иллюстрации прнведехг приложения перечисленных 
выше вариантов теории к решению некоторых задач.

А. Задачи об осесимметрично деформированной круглой пли­
те. В этих задачах ֊ ֊ О, вариангы А и Б совпадают с классической 
теорией изгиба тонких или г поэтому остается решить задачи по ва­
рианту В при <р — 0, г. с. по Г. Обозначим прогиб, моменты и попе­
речную силу, даваемые классической теорией соответственно через 

ЛЦ- տշ> «и сопоставим их с величинами ф0. Л1։, 4Լ и А — А'։. Из 
статических соображений следует, чго в любом сечении А — и. 3го 
нам дает

д ... д | а / т. I т, \
дг ?’Ф° ar v‘*’"Г) or \ I l-u /’

хе VA- и- ГЫ)

где С постоянная интегрирования, т — приведенный момент. Внеся 
(4.1) в (3.13) и (3.15), получаем:

Л/, - - Ս <Г-фп Н <>Фф

. 8 — Зи- ,»/ - т \ т 3\Ио-Фо- -р,— 1(j- Л-(С ZJ ) —,Ы-'А-( у------CJ. (4.2)
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г, . 3 .. п
1“- = ժ*’ + -№ Л’7Г-

где
£ 8 —Зр
дг ' ՛ 10 — 10|л (4.3>

Для свободно опертых плит из 
имеем

краевых условий we — 0 и Af։=O

при г R, (4.41

где /п° и лв—значения т в п на опоре.
Для защемленных по контуру плит из краевых условий = 0. 

*•>։ ֊ 0 получаем:

Фо֊֊ '^(тг - с)’

ժփ0 = 3 г 
К) հ

nv
D

при г - R (4.5)

Задача приводится к интегрированию уравнения

Г4Фо = ճ’ ՜ճ-- 
D

(4.6)

при краевых условиях (4.4) для свободно опертых плит и (4.5) для 
защемленных плит. Поскольку на контуре плиты гп° и «°- постоян­
ные величины, можем принимать С = тогда (4.4) и (4.5) могут 
быть приняты за краевые условия для пли г с равномерно распреде­
ленными радиальными опорными моментами ДфхЛ’л0: R и с опорными 
углами поворота—О.З/г.т":/> соответственно. Эго позволит нам исполь­
зовать результаты классической теории изгиба плит и написать инте­
гралы для ф0 в виде: 
для свободно опертых или։

փւ՛ •֊ “”+ մ | - w ь 51 հ«('1 ֊ i - * -J-) I ■ ил

л я ущемленных но контуру плит

Фо «՛* I •£- | - W + -֊ R ( է ֊~ - 4л л« (4.8).

Основные расчетные величин։՛ прогиб «.՛ и нзпряжеви’ =г будут 
определигься формулами:
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для свободно опертых плит 

Ф I //2 
И) = փ- ֊շյ֊ k(m т°) ֊ք֊4—Г*—1 ~ 4տ՜Ն°-

О 1 т I1 \ К J

_ JL_ 
2 - 2и.

z /К(,Л4 1__ а_ п<,
5 1 + !> R2

(4.9).
3 z [ и, 2 л* . 1 1 -՝-՛ , аг
2՜ А [а2 !՜ 5 '1 R ՜' у 5 ~ 3 /r./rfr

г֊ s Л
А'֊ / г

для защемленных плит

“■=^+4 >(«'֊ „,«) -U ,*./? Q _ Ճ՜ ) „<•

Iх / 3 А: А г'՜2^2jl ( ՜1՜ 20 ՜Ք5՜ л )т՜ ՚

(4.10)
3 _!_• £ . , 1 1 -֊ \dn

2 A A5 Հ 20 /? ' \ 5 3 h* ) dr

Располагая решениями задач по классической теории изгиба 
плит, формулами (4.9) л (4.10), получаем решения тех же задач по 
уточненной теории. Например, дли свободно опертой плиты, загру­
женной по верхней плоскости z h равномерной нагрузкой — 
имеем:

т' =~nrL (/?? ~г՜^՝ Ոէ= ՜շ՜հր՝ л° = ՜ Ckll)

Из (4.9) получим решение для =.- п таком виде: 

которое совпадает с решением С. 11. Тимошенко (8]
Б. Прямоугольная плита, свободно опертая по трем краям 

и свободная по четвертой кромке, при действии равномерно pai 
чреде ленной нагрузки. Для прямоугольных пли г частные н ойщи<- 
решения первого из уравнений (3.9) можно брать в виде, принятом н 
классической теории. К этим интегралам следует присоединить общее 
решение второго из уравнений (3.9). Для рассматриваемого примера, 
полагая кромки л* = 0, х а, у — 0 свободно опертыми, а кромку 
у—Ь свободной, имеем следующие краевые условия:
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■к'о = АД = <»>й = 0 при л — 0, .г - а; (4.13)

<л0 = Ли — = 0 при у = 0.
(4.14)

М2 = Н - .¥. = 0 при у = Ե.

Решения уравнений (3.9), удовлетворяющие условиям (4.13), можно 
брать в таком виде:

4
к5///5

I Л I ^~У . и .4- /Ьп ел - -------- г /Л, shа
т-у 

а

, тг.у . /п-у т-у ч т-х ......
+ ~-(Cmsh - т Dm ch —— ) Sin——; (4.15) 

a Լ a a / a

(4.16) 
2 a2

?=v|/:nch<Sh

= 1 ՜ -An-՛ Л3՜ ’

Произвольные постоянные А,л, Вт, Ст, Dm, Em, Gm, определяются из 
шести условий (4.14) на кромках у — 0. у Ь, причем здесь должны 
быть использованы соотношения (3.13)—(3.15). При решении той же 
задачи по варианту В в (4.15) вместо ф0 нужно подставить прогиб w, 
а для красных условий должны быть использованы (3.5) (3.6). Ре- 
<ультаты числовых расчетов прогиба в центре свободной кромки

I՛ л՜ = ֊շ֊, у = о. z -= 0 ) для ;х = 0.3 и а : h — 8 приведены в табл. I, 

ие даны значения коэффициентов Ջ в формуле

w==8? E(2h‘) ■а\

Таблица 1

вычисленные по всем вариантам Л. Б. В, Г, а также

\ Влриаш
А Б В (3.16)-(3.20)

1:2 0,0775 0.0Տ548 0,09902 0,10454 0.10229

1 0.1404 0.15531 0.15946 0,17393 0.17120

2 0,1646 0.18217 0.1Տ0Տ6 0.19Տ92 0.19638

по варианту (<3.16) —(3.20). Коэффициенты Հ к варианту А заимство­
ваны из классической теории. Видно, что эти коэффициенты малы 
сравнительное коэффициентами. вычисленными но остальным вариан­
там теории. Далее видно, что последовательный учет влияния каса­
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тельных напряжений в теории изгиба тонких плит (3.16)֊ (3.20) при­
ведет для прогиба к значениям, весьма близким к результатам уточ­
ненного варианта В.

Изгиб консольной балки прямоугольного поперечного сечения

Пользуясь основными уравнениями верианта Б определим пере­
мещения и напряжения в произвольной точке консольной балки тол- 
ципой 2Л, tnнриной 2а и длиной /. когда к ее свободному концу 

л = / приложена сила Q. направленная по оси т
Из (3.1) имеем

—0. հ"հ> - /.-> - 0. '" = ~^r ■ (4.17)rl’

По Сен-Венану

I 5, = ь..^0. z Հ{1յ-(4.18)

Из (3.3). (3.4) и (4.18) имеем

ժխ-i սժ> (1 'У)(/ -К.

րյխ՛ р |- (’ — |1) Ժ/Լ? = 0. < 4.1 9)

Վ.հ-՜«’ -г -7^-
Уравнения (4.19) 

и փ в таком виде:
л (4.17) позволяют найти общие интегралы для

Q 
'EJ

хч _ <՜շ 6 ՜1՜
nA- / „

:*y -rCjxy
•*

Co x-yC,jу -I- СИ ՛

7 — C\ ch >.v J- C... sh zy.
(4.20)

Постоянные С определяются из краевых условий на концах бал­
KI! и ни ее боковой поверхности:

«' == t>lj =Х <иг = 0 jjpji д — у _ I),

Ntdy - Q при х = է.
-а

(4.21)

//= 0 при у= af

!Д<֊ Мкр есть момен- силы Q относительно оси х. Остальные краевые 
условия удовлетворены согласно (1.18). Определив постоянные С, для 
случая, когда Л4кр —0. получим следующие решения:
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w _ Q
EJ

.. Q sh ky
Z. = пап- է J sh ia

5x-/ ֊օ֊ □л_
/ shka

£ / _ -£ 
2 ' 6 +

Չ I . x-_ J 1 L.'Ji/.vl
՜ IЛ 2 ? к sh Խ

•t« =-

,4 22)

Q 
zEJ'Ky(X l}

a_____Q_z 
2 4tffl \

Ch Ay \ Ա/.Ճ- -rr- ) ’
silky /

3Q
4AJ

_£ _ (У
I -4- u \ a

В табл. 2 помешены значении коэффициента kx к формуле т,.-

ch ку 
sh каՀ (4.231

для некоторых отношении размеров поперечного сечения яри у- О, 
у = а. Для сравнения приведены точные значения этого же коэффи­
циента. вычисленные С. П. Тимошенко 18] (р = 0,25).

Таблица

Точки h-.a 0,5 0,25

Формула (4.23) 1.016 1,110 1,368 1,922
у — մ T кмошспкО 1,0.33 l.J2bU 1,396 1.988

v — 0 Формула (4.23) 0.9R4 0,946 0,869 0.868
Тимошенко 0,983 0.940 0.856 0.808

Результаты (4.17)—(4.23) позволяют утверждать, что поправки*] 
вносимые вариантом Б теории первого приближения в классическую 
теорию изгиба плит, приблизительно соответствуют поправкам, вноси-] 
мым теорией Сен-Венана в сопротивление метериалов для задачи об] 
изгибе балок.

В заключение статьи отметим, что пользуясь способами изложен-] 
ними в пункте 3. можно составить соответствующие уравнения, опи-1 
сываюшие приближенные варианты теории сжатия ил и г. Здесь огра-] 
кичимся приведением формул для w и к первом нриближени1».1 
Независимо от краевых условии на боковой поверхности плиты iioj 
лучаем:

т« 1 ֊ i*’ V։ ’ 7: . . ¥14 հ,ձ.-------------------- - ----- շ, .. —-շ--------

Ереванскмн политехнический институт Поступила 22IV 19® I
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ք<>» քժ». IlitllUllStMUlll

ԾՌՄԱՆ b< ՍեՂՄԾԱՆ ՏեՍՈՒՌՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ II Փ II I' 1Г

ձրդվածում տրվում են (/էսո/ոլմներ է՛. Լուրշևի It Զ. Վ/ա սովի հԼտա- 
ղաւրէոթյէքՓէներին՝ հ/վիրված Utu/ի ծոմսւն և սեղմման խնդիրներին, որոնք տեղի 
եհ ունեն и է մ nut/ի մակերեսներին կիրտով ած նորմալ ում երի иг ղղեր/ ու ի! յունի ր ՚ 
Տեղափոխումների և լարոսէների Համար ոտ արվել են րնղհանյււր /ուծումներ' 
՛- 31, 2.38 և 2.39, որոնք վերոհիշ շտ < ‘Հեղինակների տված՛ /ու ծա մների։/ տար 
րերվոքմ են J ե <Ձ Հիոմէէկէ/իաներ պարունակ» ղ անղամներովէ Չդավելով այո 
րա\ րէէմներիէ/ ու !խ։ ւն կ էլ ի ui'it ե ր ր որոշող 2.32 ե 2.33 • ավաuiUjinւ մնե/էիր , Հող 
վածում քերվում են մոտ ավոր ա ե иոt ք)յnttt'hերի մի քանի ւոտրքե րակներ ե վեր 
•իններր համեմատվում են ուրիշ Հեղինակների կողմիդ աոաշսւրկված մոտա­
վոր Ոէեոոէքքլոմ&ևրի հետ
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