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НАУЧНЫЕ ЗАМЕТКИ

В Т Гринченко. V Ф Улитке

О точном решении осесимметричной задачи теории 
упругости для круглой жесткозащемленной плиты

При построении точного решения ։адачи теории упругости об 
осесимметричной деформации жесткОзащемленной или гы рассматри
ваем ее как цилиндр конечной .длины со следующими граничными 
условиями

Ն\ր, А) ֊քձրՆ Ն{ր, — fl) =-/2(ր).

ъг(г, fi) <?։(''). v..(r, -A) ր?<ր). (I)
и (1. z) = w(l, z) 0.

Все встречающиеся и (I) и в дальнейшем изложении с га гь и величины 
отнесены к радиусу цилиндра; հ половина безразмерной высоты ци- 

I линдра.
Общая осесимметричная смешанная граничная задача для ци

линдра конечной длины рассмотрена в работе (I|. В згой работе по
казано, что получающиеся при удовлетворении граничных условий 
бесконечные системы линейных алгебраических уравнений вполне ре- 

I гулярны (квазирегулярны). однако, при этом налагается физически 
необоснованное ограничение на число Пуассона материала (етЛ>3). 
В настоящей заметке показано, что это условие не является необхо- 

1ДИМЫМ для регулярности бесконечных систем.
Напряженное состояние плиты по аналогии с бесконечным ци

линдром [2] разбиваем на два напряженных состояния: симметричное 
и кососимметричное относительно срединной плоскости, совпадающей 

I с плоскостью г - 0. Такое разбиение, не уменьшая общности, поз- 
I поляет сделать выкладки менее громоздкими.

Остановимся подробно на анализе кососимметричного напряжён
ного состояния. Граничные условия принимают вид

. АДЗ.-АН, ФЛг).,

(2) 
и(1. г) = и»(1, z) = 0.

Решение уравнении Ляме, которое строится ио метолу, изложен
ному в работе |3] для задачи в напряжениях, имеет в данном слу- 

I чае вид:
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րո — 1
•> _______
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֊■1,п

1 lw jslnM

3/я —4 Շ.- . г .
ՏՈ ՛ ..՝ С 2 СП ;Zт /7

1 ’ Вп
ьу = Д0 ՇՀ֊ ՜Հ HQr~ — >] /Л/0(А’„г) • Од> г/г(Ляг) 

rj«* 1

A Ch KjZ и ■ zshA/г
Կ

յ^ԿրՆ

COS kn2

Стоящие ане знаков суммирования элементарные решения найдены 
предельным переходом при Հ-. п —‘0. где ду —корни уравнения

ձ(ձ) = 0; kn-=n—-

Удовлетворение граничных условий (2) приводит к следующей 
системе равенств:

\ т — 1 v С, т — 2|2 ~С» т " у __shXyA

г- С, Л ch Л | 7„ (л. г) ք' էր^քճ(ճ .

Հ - "-zr- Գ ' +• У (֊-if Р^й/։ (knr) 4-

:^հ J *-^70 (քՀԴր} ■

т — 1
Д;Л;СН/.7Л 2-------т

nt — 2
2m

2 1 /։(Лпг)

ch '.if: -t С, Л տհ հ 1հ (f, г] =

րւՐ՜)
40՝

(4>

Գ

Л <^ճԼ

До -I- Շ'ծ?--{֊ Bq ֊4֊ V
/-։

Գ I .
H?chA(z-----7--zshX/r Հ> (л J д
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՛, I
qDJ0(A.) /։ (A., I I cos Алх — 0.

Для упрощения системы соотношений ( I) используем следующие 
иредстанления функций рядами:

г =

2Հ,/, (Ай)

г/0(Алг)
2^/о(А։пМ։р.;Г) ՜ 4А/|Л//։ (kn) Л ! (л; г)

- + >.;)֊

2(- 1)

Уо(•՛■■) (.Հ ? а»)

п

А։ 4(—1) COSA«Z. ($)•
к

sh A; h 
ch ' ֊

2(֊l)%ch>./// . . , ,, . , cos knz, —h Հ, г А.

zsh f.
ch А. А sh /■/h

'չո
2 ( - l) ‘A;ch a, A 

.Հ- •» cosAvM
4- S-и

2(֊1Г(*; —sh A, А
cos Anz

A(r)-fc(r) ?i(H x ?։(r)
40 4Г7 (6)>

где

V 
О

-77^— rdr, 4G 

2 fA-Цц—4(>/Hrfr.

о
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Здесь предполагается, что функции, задающие напряжения на торцах 
цилиндра удовлетворяют необходимым условиям |4| для представле
ния их рядами (6).

С помощью разложений (51 и (6) заменяем систему соотношений 
(4) эквивалентной ей (за исключением ребер плиты) системой:

т—* • Г .Լ Լ----- ------- I //cth'.A 
/л

Л ch2 т 1 է' ch//А 4 C/AjhX/A

I 2АЛ/»(АЯ) 
'2М՜ քՀ- -

4*-'./։(Ал) т - I -U,/j(A,j) 
(А; 4 Иг՜ * W Л < я J

т — շ

(7)

li,

D .l, (*.) +

/.(**>- 2֊ АО*) rV g >71

-4. -г- С,֊ \n, - V Հ(л,) I A, -

ch/.., h ьНл// J 
> I -// ’

. 4( !| 
F՜

2(— I )*'-;sh X._A Գ 
л(А;±а;) կ

I 2(— l)4chAy/t
I +

1Г (A; — /.;) sh/? A 
//(A--4-Z,,

j • O./.(A.)4֊2^՞ /,(*.) 0.

Рассмотрение системы алгебраи :еских уравнений (7) показывает, что 
нет необходимости н удержании всех постоянных в элементарных ре
шениях. Одну из них можно выбрать произвольно. В данном случае 
удобно положигь

2-^1-С, -—=֊*« 0. (8)
.71 _/7»
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Исключая из системы (7) неизвестные As и Dn, с учетом равенства 
(8) получаем:

ГЯ___— f С — т 1 f
/Sf> = А Հօ» Կ - ուհ Հօ.

= v 2 '"՜ 1 С/ shM _ f m՜- * L 4. VW'_lL 
0 Д m >.t XJA Jo 3(m—I) ' 24 ՜Ւ Z x*4 ՛

С/ Л/Л ’ Bn 4а//.(Лл)

Hw՜=Հ(-շ^ւ^(7?y +/да«, (9)

„ l‘(k„)-IUk„)+ Հ֊֊^ /„(ММ*.) 
. ..п п* к л "L

, ’ Ct ^(X/jshX^f֊ 1 >.։ 1 z, 4 Հ։ 2/Л0-/)
£, ’֊/ A(*’TX«)|m *«+X*j Շ«Հ Л Л(*2 + Х;)

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению 
парной бесконечной системы алгебраических уравнений, образованной 
двумя последними равенствами из системы (9). Вместо 8„ и С; введем 
новые неизвестные при помощи соотношений

42Т„ ք-»՞'>(*») = A-«. 4^J0(Xy)shX,-A = y.. (10)

Парная бесконечная система алгебраических уравнений приобре
тает՛ при этом вид:

> Л к2п~ — 1)М , ^ — 1 /о
Հ<0/ = Хп '■> >У)2 Հ -7 J +? ՜^՜ А, //՝ ՜ (А; )dhA.'։//’

(11)

где

/;(W_/2(4,1)+ չ 4 (4„)/1(*„)
2; = ------------ —_______ _ , А _ _________________ _____________  _______

4shXz/z п 4/?(Л„)

Для анализа регулярности полученной системы необходимо оценить 
следующие величины:
9 Известии ЛИ, серии փւռ.-ստր. наук, М 5
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Ն_ ' ! —И —1)>J
5/ ձ | т(^+ ,.■)-֊ /

(12>
1 * ՛ (« —л;
՜ձ՜- | “мчՀ5$ր՜.'

Используя разложения из (5) ch/, г к zshX^z в ряд но cos k„:, на ос
нове теоремы Дирихле получаем для первой из величии

'' v I *«-(л,~|Н Խ*/ Հ> ԱՋ =
*/£?,] m (*i +».})’ I < V £, m (Ц + z.f?

ch h------ 'չհ _ 2 «jJ. ph?;*. _ 5* \
sh f i n m \ к, h sh a. h )

------- - -----------------~<\. (13)
ch X/ h ——рsh a. h

Последнее неравенство является следствием очевидных неравенств

ch >, h - Հ<- - 2 ՞1 ՜1- ( ՀՀ* _ _р _ \ > о
sh а; п т \ f. I։ տհ ք.էհ J

sh r.h f /t֊$—Հ*->օ
ври A. _■> 0.

Аналог ично. из разложений

Л (^л ) ՝ (а г)4 г) - 2 + 2*./,(л-.) 2 W֊^4zjr - 0 < ' <>•

А, г/, (А» Г) = 21 /0 (А. ) ֊ I, (А„ ) ] 4- 2А;/։ (А.) V
'՜''՜։ յՇ Xf‘i) x^n " f՝՝i)

A• ° ■ r< ’’ <14)

на основе теоремы Гобсона |4|, получаем для второй из величин 
в (12)

1 v 12ճււճ
Д„ т (А- +

1-֊ձ V <'” —НЧ+А? 
ХД',Т,

4
ml- (кп) — m/շ (Ад) 4- (т - 1) /0 (kn) /t (k„ )

тГ;(к„) - т/•(*„) ֊ք 4
9i •
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О tfi — 1
) ֊ /*(АЯ) 4- —- /0(*„) /, (Лгл) + ~ /'•( kn)

) — тГ֊ {kn ) ։ ֊ ■(,// 1) /0 (fc„) /, (kn)
«л

(15)

Полученное отношение с учетом очевидной положительности числи
теля будет меньше единицы, если выполняется следующее нера
венство

/?(М-/Ц*,) + /„(МММ )>о. (16)

Сравнение его левой части с суммой ряда

շ
՝ -2 ^(М4- /0(МММ

£ .=--------------------տ---------------------

показывает, что при т < 3 эго неравенство справедливо. Чоказатель- 
ство того, что второе отношение в (12) меньше единицы на некото
рую величину 0, не зависящую от я, вытекает из однопорядкового 
характера поведения при kn -><ю левой части неравенства (16) и зна
менателя в мажорирующем отношении (15). В качестве ее числен
ного значения необходимо выбрать наименьшее и:.» чисел, даваемых 
расчетом при малых А'я и асимптотическим выражением при kn 
больших.

Рассмотрим случай, когда т — 2 փ տ(0< с < 1). Неравенство (16) 
переходит в следующее

1 ։֊. տ 9
'НМ I 4г/°(А’'’)/1(А’п)л"Р_/‘(А:л)>0,

Численный подсчет при малых kn и использование асимптотических 
представлений для функций Бесселя при больших kn показывает, что 
это неравенство выполняется при любом kn. При любом е>0 со
храняется гот же порядок убывания на бесконечности отношения

/? (*.) - դ(k„) + 1, (k„ ) /, (Հ,)+ 2. /• (А, )

Ьт------------------------------------- — ---у---------------- -----------------, что и при
(2 |-տ)/;(^)-(2-յ֊«)/;/Հյ^ ~(14֊WM/։(M

m>3, и, следовательно, здесь также можно найти величину \ та
кую, что

յ_ - .
2 , , т (k\ + хр» *•

Все вышеизложенное позволяет утверждать, что бесконечная 
система алгебраических уравнений, получаемая из (11) путем исклю
чения одной из неизвестных, является вполне регулярной |5| при лю
бом /л > 2.
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Ограниченность правых частей к системе (II) при предположе
нии о кусочной непрерывности функций, задающих внешние воздей
ствия по торцам цилиндра, очевидна. Это обеспечивает единствен
ность ограниченного решения системы.

При рассмотрении симметричного относительно плоскости на
пряженного состояния плиты получаем аналогичные бесконечные си
стемы, однако, в основном решении для компонент вектора смеще
ний необходимо взять в качестве >■/ корни Je(k) = O. При этом сле- 
iyer отметить, что при т = 2 (0 < £ < 1) получаемая система бу

дет вполне квизирегуляркой.

* Институт механики
АН Украинской ССР Поступила 5 I

•Լ. Տ ЧмфЛчЬGlpi- II». 9>.

ԿՈՇՏ ԱՄՐԱԿՑՎ-ԱԾ ԿԼՈՐ UULb ԱՌԱՋԳԱԿԱՆՈԻ^ՅԱՆ ՏեՍՈհ^ՅԱՆ 
ԱՌԱՆՑՔԱՍԻՄԵՏՐԻԿ ԽՆԴՐԻ ՃՇԳՐԻՏ ԼՈռԾՍ՜ԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ս. 1Г «I» й «I» II Ի Ս*

Աշիէ ատու թյան մեջ դիաւսրկվու մ է աոանց յ՛ UIUի մեinրիքյ կերպով դեֆոր- 
մ աւ/ ի այի ենթարկված կոշտ ամրակցված կ/որ ""'/ի /արված վիճակի իւն՚/իրր ' 
Խնղրի լուծումը կաո\Ոէցեէ»ւ Համար օւ/սւ աղործվու մ է եզրում արված /արում- 
ների ցեպ րում վերջավոր երկարության է/քՈւնի հավասարա կյոոէթյան խնղրի 
համար ձ\-ում ցույց արված մեթոդը:

հղրա/ին պ ա/մաննհրի բավարարման Հհ ահ անրով ստացված են հանրա֊ 
հաշվական հավասարումների (11) անվերջ սիստեմներ: Ցու/ց է տրված, ի 
ա արրերությոճւ .1 ֊ի, որ սւվյա/ սիսսւեմներր լիովին ոեգոպյար (րվադիոեզու/ 
յար) են 1Н У՜. 2 Պուասոնի ցանկ արած թվի համարւ
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