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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

В. А Шзхбазян

Вывод и решение системы интегральных уравнений

5
 для амплитуд հ^-и հ "-распадов Л,+-мезонов

I. Введение и постановка задачи

Вопрос получения интегральных уравнений на основе свойств 
аналитичности и унитарности для процессов с участием нестабильных 
частиц представляет большой интерес.

■ Дело в том, чю при наличии распадной массы появляются так 
тываемые аномальные особенности, из-за которых нарушаются двой- 
ныс спектральные представления Мандельстама. В работах, посвящен- 
еых выводу дисперсионных уравнений для амплитуд т - и т’+- рас­
падов |1— 3], отсутствовал сколько-нибудь последовательный учет 
аномальных особенностей. Между тем, уже рассмотрение простейших 
диаграмм Фейнмана |4—6] говорит об их существенной роли.

В настоящей работе дается вывод интегральных уравнений для 
оплитуд трехпионных распадов л-мезонов, итерация которых вос- 
сганавливает фейнмановские диаграммы, зависящие только от одного 
инварианта. Приводится также итерационное решение уравнений до 
третьего порядка включительно. Способ рассуждений, примененный 
при выводе уравнений, заключается r следующем.

Выписываются уравнения для Տ-амплигуд упругого рассеяния 
лабильных бесспиновых частиц (например, --мезонов), причем при 
W получении используются однократные представления Мандель- 
стама [7].

После этого производится аналитическое продолжение условия 
Ытарности для S-волны при увеличении массы одной из частиц до 
ի? распадных значений. При этом оказывается, что контуры интегри­
рования в спектральных представлениях деформировать не нужно. 
Действительно, каждый интеграл в представлении Мандельстама в 
рассматриваемом приближении зависит только от одной переменной. 
Полому особенности абсорбционной части, которую дальше в п. 2 
будем обозначать через а($), являются особенностями функции (см. 
формулу (1) в тексте) 

•л»

/Հ(ծ) = — I $ (s', տ) х (s') Ժ.Հ



108 В. А. Шахбазял

на втором листе ее римановой поверхности по переменной 5. Как 
будет показано в тексте, особенности «($) не пересекают контур ин­
тегрирования, а обходят его при увеличении т до распадных значе­
ний. Следовательно, контур интегрирования деформировать не нужно, 
но a(s) уже не будет вещественно. Аналогичные рассуждения при­
менимы к остальным интегралам в однократном представлении Ман­
дел ьс гама.

2. Нейтральный случай

Для простоты рассмотрим случай распада нейтральной бесспи- 
ноной частицы на три нейтральные частицы. При этом все характер­
ные особенности случая заряженных частиц сохраняются. Так как в՛ 
данном случае амплитуда рассеяния стабильных частиц одинакова во՛ 
всех трех каналах, ее аналитические свойства будем постулировать 
следующим однократным представлением:

.4 (s։, s;. sa) Ао 4- $i) ք(Հտ.)-ր?(Հ s3) ։(sz)c/sz, (2.1>

где «(.$', sJ) =------------------------- --  sf —точка на плоскости Мандель
S' — S{ s' — Si

стами, в которой производится вычитание.
Предположим, что две сталкивающиеся частицы имеют массы, 

отличающиеся на малую величину. Для определенности будем счи­
тать одну из них --мезоном (с массой р), а вторую назовем К*-ме- 
зоном (с массой т) (не путать с резонансом К*՝.). Будем рассматри­
вать следующий фиктивный процесс:

+ 2к°. (I)

Условие унитарности для S-волны этого процесса в двухчастич­
ном приближении записывается в виде (см. фиг. I):

ч-ւ

«(։)=• 1 Հ- (2.2)

где д (տ) — парциальная Տ — ам­
плитуда рассеяния 2-с — * 2՜Հ а

Л (s) = ֊֊^ d(cosO)A (Տ։, տ8, $3). (2.3).

'֊֊ յ
<?. —

Для дальнейшего удобно перейти к переменным ն = - • Тогда
4ս՜

формула (2.1) перепишется в виде:

Л ն) -г <? « (2.1а)>յ) a(v’)rf/.
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В формуле (2.1а) и ниже везде произведена замена обозначений 
Д($1։ $2, Տյ) —> Л (*։, '։, >,). А($)->Л(')» a(s) >։(*). Из рассмотрения 
кинематики следует, что

'< = 7֊֊- ֊-֊ Ք(*։) cosO.

Ъ = 7 — -у + 4 cos °’
(2.4)

где

₽<*) = I Հ =|/֊[>,"(47+3)/ ՛ 4т(՛ Н)1։

т~ — 9и.“ _շ (/;/— jx)2 — 4рг , (т 4- и)'- — 4р27      > ^Հ) — -------------------- — , Х“ —I ------------- --------- ,
8р.2 4и3 4ji:!

ч —угол рассеяния. При ; =—& ■, где — масса реального

К-мезона. ;о есть верхняя граница физической области распада т->3-Հ 
Подставляя (2.1а) в (2.3) и производя замени переменных, по­

лучим:

/ф) = й0{ 4 է?(Հ« ’Л а '-г -4?)^ * К ՛'')«(*) ^*» (2.5)

° v<*\v) °

>(1)(л=;- * 1

Нам необходимо произвести аналитическое продолжение выражения
(2.5) при увеличении массы т. до значений /п>3н. Заметим, что при

и ■'■՝ на плоскости комплекс­

/п = [ь величина ; = — I.
11ри т > Зи, •; > 0.
Далее, при 7 — — 1 Л։|(/) = — 1 и ։*(2> (v) _ — 1 — v. Поэтому 

третий член в правой части {2.5) имеет ври 7 = — 1 разрез только 
при — 1 (левый разрез уравнения Чу-Мандельстама). Добав­
ляя к 7 положительную мнимую добавку և и увеличивая т до рас­
падных значений, получим поведение >՝1) 
кого переменного >, изображенное на 
фиг. 2. Таким образом. v'n и -А21 нигде 
не пересекают положительную вещест­
венную полуось. Существенно отметить, 
что >■-՛ находится в нижней полупло­
скости правее мнимой оси при *>7, а 
а верхней полуплоскости ֊ при •'<Հհ. 
пересекая вещественную ось слева 01 
нуля. При 0< *<;о и 7>0 ՝/” и *<21 
также положительны. Поэтому в качестве контуров интегрирования 
от до следует брать (см. фиг. 3)

но

Фиг. 2.
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С, При V <Հ Հ,

С2 при *3>Ն
В пределе при г—*0 получим следующее выражение для հ (*) пои 
7>0:

„(О
^(7) = Հ+ 1 (?« С? (■/,/) a (v) dv (2.6)

~ J «/?(»). 1 J
0 s։5) »

Следует указать, что после аналитического продолжения по 
массе ու константа А(| уже не соответствует по смыслу амплитуде 
распада в некоторой точке. Поэтому введем новую константу Ло,

соответствующею вычитанию в точке > = 0. Тогда ?(•*', •-) перейдет в * •
с (•/, •,) ֊֊- - - Подставляя после этого (2.6) в (2.2). получим

v' (>/ - У)
интегральное уравнение для определения i(>):
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где
(1 прих>0 
|0 при х<0.

Как видно из приведенного рассмотрения, линии особенностей аб­
сорбционной части a(v) нс пересекают физического разреза ампли­
туды процесса (I). Поэтому представление (2.1а) сохраняет свой вил, 
иоа(*) уже не вещественна при О. Комплексность возникает в 
двойных интегралах в правой части (2.7). Уравнение (2.7) можно ре­
шать итерациями, если учесть, что в физической области распада > 
не превышает значения Й ~ 0,64. Для дальнейшего удобно произве­

сти замену переменных-------= л. Тогда вместо (2.7) получим:

Փ)=4'ճ (х)| До+Л(») 20(//-.v)/<։(i) + 20U -/;)^(Հլ(2.8) 

где
1

(а) = — г ԱՀ л-)«(л*') dx', (2.9>

Л*։ (з)
1

dx Г л) a (л*') с/л', (2.10)— f ^(A) J
о

d х
Л'։(з) = U(A'', X)*(x')dx'

(I

>(2|(.V)

dx

(1-л)2
л-)а(х') dx' • 

о
(2.Н)

я(х)^/гм, x։
14-7

При указанной замене вместо параметра Ճ в уравнении (2.8) фигу­

рирует уже параметр г — ֊ ՜՛Հհ В физической области переменная 
1 ՜ր TQ

луже изменяется от нуля до Լ2 ջ 0,39. Так как а(х) - )'л, причем 
|а*<՛- н физической области распада, мы полмчаем возможность 
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итерировать уравнение (2.8) по малой величине Подобная итерацион­
ная процедура соответствует представлению абсорбционной части ам­
плитуды в виде ряда но фейнмановским диаграммам, зависящим от 
одного инварианта ["].

Мы будем интересоваться решением (2.8) до членов третьего по­

рядка ио '. включительно. Тогда для >.+ (х) возьмем приближенное 
выражение, получающееся в соответствии с приближением „эффек­
тивного радиуса*4:

(2.12)

где а длина рассеяния, г—„эффективный радиус14. Выражение (2.12) 

легко получить из обычной формулы л(х) = е sinoo(.v) и

разложения с1^60(л) по степеням х. Веря в качестве первого прибли­
жения

3աԱ)=1 л-лЛэ, (2.13)

во втором приближении получим:

В третьем приближении вычисления дают;

Здесь г=|/ -,л— уже не малая величина.

Подставляя (2.15) в выражение для амплитуды распада
1

Д(.с։, .г:. A'4; = .4„֊i----- А'։) -<?« x3)]z(x')dx'.
(2-16)

получим следующее выражение:

^<3|(A'lt Аа, л3) Ап • У, J (л'*1>
Л-1

(2.17)
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где

// ւ ւՀ- А 2 ИЗ а^А(р /, 8\
J (х) = ւ р ддМ0 — r --j— “„г(1-----) arc cos г —

где С—константа, которую нельзя вычислить {4|. Как видно из при­
веденного выражения, член второго порядка по * согласуется с ре­
зультатом, полученным Грибовым |4|.

3. Случай и - -распадов К -мезонов

В реальном случае трехпионных распадов А'-мезонов мы дол­
жны исходить из системы уравнений для амплитуд следующих про­
цессов:
для т -распада из амплитуд процессов

А<!-ГU1)

К’1 -г՜ -*-т т “ . (Ш)

для - -распада - из амплитуд процессов

А’+ 4 - . (IV)

A'4՜-; if֊*’-» ֊. (V)

Как и в нейтральном случае, предполагается, что масса т немного 
больше и—массы --мезона, я А?- стабильная частица. Так как ампли­
туды процессов (111) и (IV) представляют собой суперпозиции ампли­
туде различными значениями изотопического спина, для условия уни­
тарности в двухчас гимном приближении следует՛ воспользоваться со­
отношением |7|

,-(Г-П = 4(ГГГ ր'րՆ (3.1 >

Для парциальных 5-амплитуд процессов (II). (III). (IV). (V) соответ­
ственно будем иметь следующие выражения:

Л։(х) = Л0 + Л(») I 2Ki(T)

I (л) - Հ է /•; (3) А\(» 4- ?) (3.2)

£1(-<)^£о Л(1) г-2К,(о)

ձ'շ (*) = £., '■ Л (0 ՛ К։(т о).
Т Изве<1н» \Г1. серия >;шз.-маг. наук, № 5
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Уравнения (3.2) справедливы до аналитического продолжения 
ни массе hi. Поэтому, из-за предполагаемой пока стабильности К’, 
интегральные выражения, обозначенные буквой А‘։. вещественны при 
положительных х, а следовательно, и в физических областях соот­

ветствующих процессов. Абсорбционные части а. 3, 7, о также веще­
ственны в физических областях и удовлетворяют, согласно (3.1). со­
отношениям \ннтарности

а(х) =֊֊\ x|A։(x)XJ (X) h\ (х) л5(х)|.

3(A) = ՛ I -V Հ-I.vl
4 (х) 2/fl‘(Xl - 2л01Х)

' .Հւ U) л=(х) SU')
З;

(3.3)՛

3 3

֊ I л- 2Հ.Ա)~ '•а(х> —М'*)__.0
3 ' 3 - I֊

£1(Х) -
(Х) ԷՀ<>' (А՜)

֊Հ է (*) — Л0(Х)

3

՜ I х(л’2(Л) Л; (Х) Հ-. (Х)/.2(Х)|.

Произведем теперь 
массе т. увеличивая 
шенно ге же. что и

аналитическое продолжение уравнении (3.2) по 
ее до распадных значений. Рассуждения совер- 
в нейтральном случае. Поэтому сразу напишем

сравнения, получающиеся вместо системы (3.2):

Л։ (х) = .4, - Ւ\ (а) ։ 26 (у2 - х) /<։ (3) 26 (х — /'֊) К. (3),

/к (х) = ,4Т -j- /•; (Ջ) քյ V/Հ — X) /<։ (а р) 6 (х — Հ-) Л', (х ֊Ւ ₽), 

ձև 1X1 == д.. F, (7) 26 (у/ ֊ X) л; (Հ) 2Ծ(X - Z֊) ՀՀ (5),

</г(х) = Л._. /-.(ձ) ֊6(уу’-дчА\(7-|֊Й) //)/<շ(7-| '>). (3.4)

Чтобы при аналитическом продолжении по т получить вместо (3.3») 
правильную систему уравнении унитарности, необходимо учесть сле­
дующее обстоятельство. При распадных значениях массы т интеграль­
ные выражения /<։ и К2. фигурирующие к (3.4). уже комплексны. Урав­
нения (3.3) написаны для стабильного случая, т. е. если имеет место си­
стема (.3.2). в которой комплексны только операторы /Հ, а операторы 

Л՜։ —вещественны. Поэтому в (3.3) вместо _■ (х) и ^։' Дх) следует под­
ставлять выражения, получающиеся после аналитического продолжения
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уравнении, эрмитово-сопряженных уравнениям (3.2). Вводя обозначения

Itm hi (х) /г/ (л). lirn g/ (л) мы получим после пере-
лт-.ИЛ >5(1 in ‘Mf. > зД

хода к распадным значениям массы т ղля ծք (.Վ л.-(л), £։ (л՜). (х)
следующие выражения:

Л, (.V) = Л + Л՜ (2) + 26 (/ л)Л'։(а) * 20 (л z2)A';(a).

/,л(д-) = .4. (j) J 0(/֊ х)/<,(2 փ՜3) + 0(Л-_ z--)/C2(J.| Э)։

gi (.ր) = .-Ն Fx (?) I 20 (/- - ,v) Кл (?) 4-2Ha'-Z2)A'2(£).

g: (Д') - ֊ /*՛. (5) 4֊ 0 (ր -V: Հ, (7 4-1) 4- о (X - /) K. (7 -|֊ 1). (3.5)

Здесь оператор /■'։' (а) определяется так:
I

1 ф* (д', х)а (х') d.x' = h'i («V 

о

Как видно из полученных выражений, уравнения (3.5) уже не явля­
ются
области

эрмитово-сопряженным л уравнений (3.4), так как в
интегральные выражения /<։ и К2 комплексны.

распадной

Подставляя в (3.3) выражения (3.4) и (3.5), получим:

а(л-։֊ 11 4 |.Ն |-20Ա=-յ:)Հ(?)2г>(.<-х=։Л'.(й)||Г.(л) 1

(х)| 4 | /\ (а)/Հ (л*) I /•Y (а) >S(-V)]|-

3(х) ։շ | лф/1,+ '1(х= л) К, (« + ?) + «О - Х=)Л՛. (»'+8)J X

X
Л5(Л'> г /<• Lrl 4֊ 2а„1.л') • 2/.„ (*) ’ >. jj ■ (х)

» ' ։ ՝ • ՝ ՛ --------

xf, (3) Հ։<ՀԼ հ՚'»Օ> +|Дт.+20(^ x)X,(ij_2Mx /•)«.(

(л) + վ (л) - /,.(ЛД - > (.' '•
3

) R (A-) —>Հ (x) ; Xn(A-) ЛР(Х|+ Հ(֊

֊(*)= ‘I л՝2[Л + мх։֊л-)К,(^+з>4-Чл-֊х։։к,^+?)| X
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А2(х) -t- As (х) /.0(JC) >.Ո (х) ,
x 3 1

4-2/նմ) Л* ('v)-4-2A. (նԴ ֊“օ(֊- 4֊ 
.’> 3

4֊ 1-4-- 4֊ 20 (/■’ ֊ л ) /Հ։ (5) + 20 (д- - /-՛) A'3 (ձ)| X

Չ Հ (А) 4 2/Հ Ա) 4֊ (.V) 4->Հ (X) X - - +

+ Հ('յ <ճլ+Հ w + , ■
։(-։)= ll/*!(‘4-՛ i-0(Z=֊ л՛) Л։ (՜ 4 й + I

•*

Հ |Հ (л) — л. (х)| + /՛! G) 'Հ (Л-) 4֊ /•» (<4 <3 (х)|. (3.61
-1И

Гаким образом, мы получим систему интегральных уравнении г.и 

определения абсорбционных частей х. {5, у и о. 11ри этом существенно 
подчеркнуть, что эти величины уже не вещественны. Поянление мни­
мых частей обусловлено переходом к распадным значениям массы »։. 
Это обстоятельство было продемонстрировано в работе [5] на при* 
мерс простейшей треугольной диаграммы.

11роитерируем систему уравнений (3.6) грн раза. При первой 
итерации получаем:

6Ա) (л-) = | л ,4.-<а.

Подставляя полученные выражения в правые части уравнений ;3.6». 
получим после вычислений, пренебрегая членами ~~ ?,

Հ2

«<2)(х) = /хД.а . 4- 9
х

<Կ 4֊ 2^о . i Ւ 3

3

8 -V
9

Պ՛֊ <*о , . у ---------- И л . և

Ճ’ + 2ԱՀ.4^+
3 \ •

3(0)(д-) = V хЛ.
3 շ X
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-Г 4- rt’ —° Л- ) А-՛ +
з з 7 з 

- — / я \ л 31 х ;9- - Л )
/д^д>аи,., (38)

I л՛ 3

7га (А) = /х(2 "֊’у֊0/և 4 ^֊“։Л, ) +

1' | 31 х (՜,1 s х ) . ,

+------------\г֊֊֊֊ (">а-+"։ ֊^ч+ “՝ д.) "՛' = ջ

3

> хб’ - ±х)
,(х) I х«.Л 1 - 9—Ч2 ?՝ а..А.

2 I ---л. \ 3

'2^^а.А,у

Производя третью итерацию и пренебрегая членами порядка С4, мы 

получим выражения для а, ?♦ հ и Տ в третьем приближении по С. Под­
ставляя получающиеся таким образом величины в выражения для 
амплитуд հ - и -֊՛ ‘ -распадов

Д_ (л։. а-.., ла) = 4- ^(Х՛. (x’)dx'

Г ԱՀ А3)] М-И dx\

։

A-:- (^i. х3) = .4- -- ^(а*?. д-։) v (д-'> dx‘
. Հօ

1 •*։) л3)|Мх') dx’.

о
мы получим выражения для амплитуд-։-֊ и -распадов в третьем 
приближении, которые приводить не будем из-за их чрезвычайной 
громоздкости. Отметим только, что вещественные члены гретьего 
порядка по Z оказываются просто - л'"\ что полностью согласуется 
с результатами работы |(>]. причем они пропорциональны разности 
с» и в нейтральном случае (см. пункт 2) исчезают.
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4. Заключение

Как видно из проведенного рассмотрения, возможно в принципе 
вывести систему интегральных уравнений для спектральных функ­
ций однократных представлений Мандельстама для трехчастичных 
распадов нестабильных частиц. 11терапии этих уравнений дают абсорб­
ционные части фейнмановских диаграмм, зависящих только от одного 
инварианта в каждом канале соответственно. В изложенном методе 
решения уравнений удается избавиться от расходимостей, возникаю­
щих при исследовании отдельных диаграмм Фейнмана [5|. Вместе с 
гем, все же не удается полностью добиться самосогласованной ите­
рационной процедуры, так как порядок малости не всех членов опре­
деляется числовым параметром С. Члены тина у х, х' ՛ и т. д. обла­
дают малостью порядка ■'? и т. д. только н физической области ра­
спада. При подстановке же их в интегральные операторы /՝։ они мо­
гут давать регулярные вклады, нс .малые по С.

R заключение автор считает своим приятным долгом принести 
глубокую благодарность проф. К. Л. Тер-Мартиросяну за весьма по­
лезные дискуссии, имевшие место в процессе выполнения данной 
работы.

Поступила 7 I 1963

Վ. (К. 2rtuhptu<|jtu6

/< -ՄԵԶՈՆՆԵՐԻ <- b< ‘֊SPflZnMJbbPb ԱՄՊԼՒՏՈհԴՆեՐհ ՃԱՄԱՐ 
ԻՆՏԵԳՐԱԼ ՃԱՎ-ԱՍԱՐՈԻՄՆԵՐԻ ԱՐՏԱԾՈՒՄԸ b< ԼՈհԾՈԻՄԸ

IL 1Г Փ П «I» Й հ 1Г

Ս տաշված է ինւոևդրալ հավասարումների սիստեմ /\ ֊մեզոնների է՜՜- ե 
՚ -տրոհումների ւդարդիայ ձ֊ամպլիէոուդների արս/ւ րրյյիււն մաււերի Կամար 

և բերված է նրանց /Ոէ.ծումր իտերա t/իաների մեթոդով մինչև երրորդ կարդր 
նե րաոլալէ
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