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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. М. Манукян

Кручение составного вала переменного диаметра 
в условиях нелинейной ползучести

Задача о кручении вала переменного кругло!о сечения, сос гаи
шного из различных упругих материалов, спаянных но боковым по- 
‘рхйостям, исследована в работе Ilf- Пластическое кручение одно

родных стержней переменного диаметра рассмотрено Л.*М. Качано
вым |6| и В. В. Соколовским |14|.

В настоящей работе рассматривается задача о кручении нала 
переменного круглого сечения, составленного и։ различных материа
лов, спаянных но боковым поверхностям, в условиях иеустановив- 
шейся ползучести и изменения модуля мгновенной деформации мате
риалов. Эта задача при однородном вале изучена в работа |2|. а за
дача кручения составных налов переменного сечения в условиях 
установившейся ползучести рассмотрена в работе |3|. Решению задачи 
о кручении призматических стержней, составленных hi различных 
материалов с учетом нелинейной ползучести посвящена работа |4|.

При решении рассматриваемой задачи будем исходить из нели
чной теории ползучести с учетом старения материала, развитой в 
Лоте (5J.

В настоящей работе получены основные нелинейные интегро- 
гдифференциальиые уравнения задачи, контурные условия и условия 
на линиях раздела. Для решетя пол ученных н-линейных ин тетрадь- 
ных уравнений применяется метод, шложеиный в работе |2|.

В качестве примера приводится решение задачи о кручении 
круглого и конического стержней.

В работе рассматривается также кручение вала переменного 
диаметра с тонким усиливающим покрытием, фока гываегея. что задача

учения вала переменного диаметра с тонким усиливающим покры
тием приводится к той же задаче для однородного вала с несколько

1ененным контурным условием.

§ I. Постановка задачи и основные интегральные 
уравнения

Рассмотрим тело вращения, составченное in различных мате
риалов, расположенных симметрично относительно оси вращения, м 
ридиональное сечение которого показано на фиг. I. Пусть область
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г

Фиг. 1.

осевого сечения состоит из ряда областей D։, D„, соответст
кующих различным материалам, из которых составлено данное тел։» 
Допустим, что модули сдвига и меры ползучести этих материало։ 
различны. Отнесем составной вал переменного сечения к цилиндр» 
ческой системе координат г, z, z, направив ось z по оси вала, а пло 

скость г — 0 совместив i 
нижним сеченем стержш 
(верхнее сечение z — I).

Пусть нижнее сечени։ 
вала закреплено, а верхне։ 

испытывает действие мо 
мента М = .И (z), которьн 
в общем случае может за 
висеть от времени է. Пред 
положим, что вектор-мо 
мент Л1 (О параллелен ос։ 
стержня.

Положим, как и пр։
кручении круглых однородных стержней переменного диаметра |2| 
что

Հ*) = -(*> = СЫ) =-Ы) = о (£= 1, о.... И) (1.1

и что напряженное состояние определяется компонентами каса гель 
кого напряжения Հ*’ и Հ*.', не зависящими от z.

Тогда уравнение равновесия примет вил

dr ' дг
(1.2

и будет тождественно удовлетворено, если, как обычно, положить

1 ԺՓՀ- 
г2 dz"

-ы>_ 1 
г’ dr

(k - 1,2,-(1.3

i;ieci» через Ф* обозначена функция Ф в области /Л.
В рассмотренном случае соотношения, связывающие компот mu 

деформации с соответствующими компонентами напряжений, в сил;. 
(1.1), примут следующий вил |2]:

(')

Գ (О
° I 1 к*(-)

t

7?? (О
G>
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-3 р»՛ (-)/■■» Н‘’е>1 аС"^' ■’ </-• 

Т1
Здесь t координата времени. “։ возраст материала н момент при
ложения нагрузки. С\(/. -) и Gk{f) соответственно мера ползучести 
и модуль мгновенной деформации сдвига материала области />*. 
ЪН*’(О| некоторая функция, характеризующая нелинейную зави
симость между напряжениями и деформациями ползучести материала 
области 1)к, нормированная условием /ч(1)~1. з}*>(/) интенсив
ность касательных напряжений в области /Л (к 1, //).

В данном случае выражеии՛ интенсивности касательных напря
жений будет иметь вил

СТ Թ'՜
Условия неразрывности деформаций в сил) (1.1) примут вид

Подставляя выражения ?'*?(/) и ;<**(/) из (1.4) в уравнение (1.6) 
и учитывая (1.3). получим

АФ* (/) 6Հ(/)| ձՓ*(՜) " I —1֊ 
J |G<(-)

<Ւ.

-3<M0 n.f I ° I Л(з-) ’ « о.
J \dr I r1 or I Oz J rJ 0г |l U-.

(1.7)
где

ձփ,= Ժ(--ՓԴ (՝•«)
dr \ г՝ dr / Oz \ r1 Oz /

Таким образом, функция напряжений Ф*(г, z, t) в области 
удовлетворяет интегро-дифференциальным уравнениям (1.7). Остается 
получить выражения контурного условия и условия на линиях раз
дела.

Если принять, что боковая поверхность стержня свободна от внеш
них воздействий, то контурное условие для функции Ф будет |7|

^. = 0 или ф&С0(Г), (1.9)
US

где s длина дуги контура меридионального сечения, а Со(/) - про
извольная функция, зависящая только от времени (.

Из условия равновесия бесконечно малого элемента поверхности 
раздела следует, что проекция касательного напряжения на нормаль 
• к линии раздела /.к.՛ должна быть непрерывной па /.*г. т. е.
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րոՀ» ~ /-.</] աՀ.

Здесь / и т — направляющие косинусы нормали > к линии раздела 
l.kt, причем

I — —— • ш =--------- (1.11)
ds ds

Внося (1.3) и (1.11) в условие (1.10), находим
ԺՓ* ԺՓ' / /1 101

—----- на /.*/ (1.12)
(JS dS

пли
Ф*— Ф/ = Cvt на /.*■. (1.13)

где С.՛. произвольная функция от времени է. Если линия раздела 
/ ՛./ пересекается с контуром то Сщ будет нулем, а если линия 
раздела целиком лежиг внутри контура го функция Ф в области, 
ограниченной Lki, будет определяться с точностью до С4/, которая не 
влияет на величины напряжений. Поэтому все Ск1 можно принять рав
ными нулю [1 ].

Если обозначить через -vk(r, г. /) перемещение в области Dk, то 
для компонентов теформацин сдвига будем иметь

тй>(О = г
иг г

(1.14) 
1M. \ dvk(r, z, է)

Ճ

Подставляя выражения ;'/ (/) и 7(*?(Z) из (1.4) в (1.14) и поль
зуясь (1.3). получим 

t
1 I ԺՓ* _ : * 1 ԺՓ» 0 1 1 I

6* г- Лг ,1 г2 dr dz I Gk (-) I
•|

<М,‘/4Ь(«(Ч| "С-֊(£.Д1 = մ!*.
J /■’ dr 1 dz dr r

I 1 1' 1 ԺՓ* d I 1 ,, I - dz
Gb r- dz J r- dz dz I G\ (՜)

*1

3 f ' "ф‘£, I=,։i(-)| де*^' Л = (1.|5,
J r- dz O’. oz

v -v .1 .-4 drЛ множая первое из соотношений (1.1 о) на • а второе на
ds ds

и складывая полученные результаты, получим
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t
1 ! ԺՓ> Г 1 ■՛ I

Gt(է) r о* ,՛ ' и՜.
մ- -

֊3 ք ՝ "Փ*/>խ*>(֊)| "ԳՄ- ՜’
.ր»ժ» 11 1

<7 

ծճ
ժ՜ ր (1.16)

где V-внешняя нормаль к линии раздела А*-.
Из (1.16), на основании непрерывности перемещения г* на ли

нии раздела А*г, следует

1 <(/) 1’ ^И’) д I J_1
Gk(f) Ժ* J ժ> Ժհ | Ժ» (“)

•|

J (h 0՜

= 1 _ճ I 1 Ա֊.
Gi (t • <h J <7v (г. I 6/(t) I

•I

з| л;|=/»(')| uC,a‘ ՞1 </• (Հ /- I. 2.---л». 
J Ժ> (h

(1.17։

Из симметричности данной <а тчи относительно оси вала следует, 
ПО функцию Ф можно определить для одной половины области осе
вого сечения вала, ограниченной осью z и частью контура А,.. На оси

TI <А|» п ֊*Ф малошного вала напряжения раним п'.лю. Нозгомх •՛ а = <»
UZ иг

при г О, т. е. функция Ф на оси z должна зависеть только от вре
мени է

<1> = С։(/) при г — 0. (1.18)

г.ъ• С։(г) - прбизвольная функция от времени !.
Таким образом, задача о кручении круглых валов переменного 

Iсечения, составленных из различных материалов, с учетом нелинез- 
(M3V41CIH и и .меняемосп։ -.ч нпв. нл՛>н деформации v.irr-

риалов сводится к определению непрерывной в каждой из областей 
■Р* осевого сечения вала функции напряжении Ф(г. <՝. Ո. уд.»?летв<- 

рямицей всоответству клцн.х областях интегро-тифференциальны.м ураз- 
|книия (1.7). контурному условию (1.91. услишю (IJ8) на оса . и 

условиям (1.13), (1.17) на линиях раздела А*/.
Пусть (/)j является степенной функцией следующего 

видя [2]:
?Հ|Հ’(/)1 =•»» ' rn. 1. (1.191

где ъ,'i*. т -постоянные параметры, определяемые и< опыта.
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Как показывают экспериментальные исследования, степенным 
законом вида (1.19) достаточно .хорошо описываются кривые ползу
чести и широком диапазоне изменения напряжений (()•< = R, где 
R — предел прочности материала) для таких материалов, как бетон 
|8|. дерево |9|, грунт |10], фенольная пластмасса |11] и др. Одно
временно эти же опыты показывают, что для указанных материалов 
величина В является малой (,3< 1).

Малый параметр для первой области 1)х обозначим через 
Пусть /ч выражается через 3 следующей формулой:

= (А’=1, 2,.... //), (1.20)
где /. — постоянное число, определяемое из опыта, причем /-։=1.

Внося (1.19) в соотношения (1.7), (1.17) и пользуясь соотноше
нием (1.5). получим 

t
ձՓ» (f) ֊ G„ (է) I ձՓ. (-) " I ՚ 3 ։»С» (է, I d-.

J 0- I G։ (-) I

Ռ<է[Փէ(-)| ~~d~. = O, (1.21)
.՛ a՜

i ժփ» (/) _ г ^Фд (~) о I i 
Gk(t) ծ* J ժ* *|.6>(Հ) За*С* (/, -)

зз. f °։|'* <•>. ,v. |Փ»՜* <հ -
J Ժ» Ժ:

1 ԺՓ/ (է) _ Հ ժՓ/(*.) 0
Ci {է) <)՛• J л. </- 7֊֊ За/С/(/,т) ժր-

G/(")

֊ 3.3, f -V, |Փ, (т)| d-.. (1.22)
J (}» ՕՀ

где

(1.23)

(1.24)

Только для упрощения дальнейших выкладок будем полагать, что 
б* (t) — Gk = const.

Тогда уравнения (1.21) и (1.22) примут следующий вид:
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է է

дфдп:-«»Гд<м-ж*(/. -)</--₽* рм*[Ф*м|л*(л ->л=о. (1.25)

*мо_։ ?)Л_
(h J Ժ*

•I 
/

**1ф‘<-)|**(Л --Ы-.

*•

! ch ,, <h

t

■՚ [ ՜  ̂~Л(|ф'(,)1 K՛iz- *>* j ■ < ՛-2б)
не К*(/. -) 3G»^f^-. - = "*• (1.27)

ch G։

Таким 0( разом, решение рассматриваемой задачи приводится к 
решению нелинейного интегро-дифференциального уравнения (1.25).

§ 2. Приведение нелинейного интегрального уравнения 
(1.25) к рекуррентным линейным интегральным уравнениям

Ищем решение уравнения (1.25), пользуясь методом решения 
нелинейного интегрального уравнения Вольтерра второго рода, раз
витым в работе |2|.

Представим решение уравнения (1.25) по степеням .малого па
раметра Ց

ОО
Ф*(г, ֊. /) = Ф*°‘(г. ֊. t) , V ՅԴՀփ/Դդ г, .'). (2Л)

Очевидно, что Ф*՛ (г. z, է) есть функция напряжений при линейной 
ползучести, т. е. когда 3 = 0.

Внося значения Ф*(г, г, /) из (2.1) в (125) и приравнивая коэф
фициенты ври одинаковых степенях ?. получим

t
ДФ1“'(/) ֊ х» |'ձՓ*” (t) A'» (է. -.) d- О. (2.2)

I
ձփ»1 (/)֊ X. խփ>’ (•) A-*(/. т)d֊. ри»|Փ?' (т)|А’»(/. z)d-.. (2.3)

t
ձ<’(/ւ a, |ձՓՀ՚’(-) А'И/. ')«/- /w |Х[фП'). Ф*՝(-)|К*(Л -)*.

(2.4)
5 Им՛ tutu AH. «cpini фт.-м։г. паук. .4 5
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АФ* (/) — «* | ձՓ* (■:)| Л1А|Ф>(т)| а; (/, =^0, (1.25)

֊^֊«> |Ма;(/. т)</т- 
<>• J ()ч

Т1 
է

':■> А'*|Ф»(-.)|*»(/. -)Л
J о. 
*• 

О» ,, (h

?» С^±1лг,|ф,(,)|к,(/..т)^[. (1.26)
&• I

где А'И/. ֊) 36Հ ^֊(/’֊֊)֊. И = С‘. (1.27)
()- Gt

Таким образом. решение рассматриваемой задачи приводится к 
решению нелинейного интегро-дифференциального уравнения (1.25).

§ 2. Приведение нелинейного интегрального уравнения
(1.25) к рекуррентным линейным интегральным уравнениям

Ищем решение уравнения (1.25). пользуясь метолом решения 
нелинейного интегрального уравнения Вольтерра второго рола, раз
витым в работе |2|.

Представим решение уравнения (1.25) но степеням малого па
раметра 3

ФИГ. г. Г) = Ф10’ (г. г. О V ՅԴՀփ/Կդ z. t). (2J 1
•

Очевидно, что Ф* (г. z. /) есть функция напряжений при линейной 
ползучести, т. е. когда р = 0.

Внося значения Ф*(г, z, /) из (2.1) в (1.25) и приравнивая коэф
фициенты при одинаковых степенях 3, получим 

/
ДФГ(О֊>» |аф**Ь)МА -)</• о. (2.2) 

Հ« 
է է

ДФ»*(/)֊ X» խփ? (-)/՝■» (t- -)d- (.и» |Փ՚°'(•:))№■(/. (2.3)

է
ձփ;:'(Ո X. յ՝ձՓ»2) (■:)*-,.(/, -)./- m [XplCr). Ф1"(-)|А»(/. ֊.)

(2.4>
> Имении АН. 1срия «Тих мат. наук. № 5
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ш - 1| / дф^у / ԺՓ!է0) Y Г- 1 ։/ ЭфГ^фУ? 
г-т • ’ [\ dr ) у дг / I \ Иг дг

ԺՓ^ԺՓ^ՀժՓթր 
oz dz ' dr I

Таким образом, решение нелинейного интегрального уравнения (1.25) 
сводится к решению системы рекуррентных линейных интегральных 
уравнений (2.2). (2.3). (2.4),• •• с контурным условием (1.9). условием 
(1.18) на оси с и условиями (1.13), (1.26) на линии раздела /.«.

§ 3, Решение рекуррентных линейных интегральных 
уравнений

Решения интегральных уравнений (2.2). (2.3) и (2.4) соответст
венно будут иметь следующий вид:

ДФ^(/) = 0. (3.1)
!

АФ!”տ = z. է) «, i i, Jr. г. z)R„(t. Հ x^dz. (3.2)
V*•

՚
ձՓ?1 (/) = J, , (г, г. է) ъ |՜ 4. , (г, г. z) /?* (t. t, »») dz. (3.31 

V

где Ri. (t. резольвента линейного интегрального уравнения
Вольтерра с ядром Л'(է. հ),

t
»е. г. л ֊ [.и*!Ф1”(-)! К*(Л -)</■. (зл>

*•
/

Հ Jr. I. է) ри;|Ф1?'(-). փյ (Т)|К.(/. z)dz. (3.5)

*1
Нели принять, что мера ползучести материала области Ս» опре

деляется зависимостью |5|

c„(t. 4 = ('V + Со.»)| 1 е ”1. (3.6)
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где Л|. Co. д. некоторые параметры. определяемые и։ опыта, то 
резольвента /?»(/, ". «О определяется следующей формулой:

nR*(t. **) = ;, Հ(՞) Кд-) Հ(“) J j e’

Г (3.7)
Здесь

I 3G*aJ d-.. (3.8)

Значения Փ*’, Փ*1 . Фа', ••• будут последовательно определяться 
путем интегрирования дифференциальных уравнений (3.1). (3.2). (3.3). 
•••, при этом произвольные функции интегрирования, зависящие от 
времени Г, определяются из условий (1.9), (1.18), (1.13) и (1.26).

§. 4. Кручение круглого составного стержня

Рассмотрим цилиндрический нал, составленный из двух цилин
дрических гел, спаянных или склеенных ио боковым поверхностям 
(фиг. 2). Предположим, чго слои вала изготовлены из различных ма
териалов с модулями сдвига 6\ и 6Հ. Пусть в области/Л (О г а) 
материал обладает свойством ползучести, а в области /7։ (а г Ь) — 
материал является упругим. Размеры вяла указаны на фнг. 2.

основные
будутуравнения

К (7, -)dx =

-d/l-sU֊-)' к,,.-и֊.. (4.ւ>dr I ր-՞’ Н \ dr !

(4.2) 
dr \ r1 dr /

Если к уравнению (4.1) применить вышеизложенный метод и 
удовлетвориться только первыми тремя приближениями, то решение 
этого уравнения можно представить в следующем виде:
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Ф։(г. /)-//0(/. -։) Հ /Հ(օ ?-- ’ —
4 т 3

/■«<’ 7/։(f. ն)

4-а /7։(т. -,)/?(/, т, а)<Л т Л/.(/. -.)
2 (/и 1)

(X >)/?(/.-,’)«- , 0({Р).

Решение уравнения (4.2) будет

փ.(ր, Ո = Գ('> '' ^(п-4
Здесь

//0(/, = £(/) а |В(')ЖЛ »)<*-.

ЛЛ(Л ն)= р/Հր )ГЛ'(/. -)</т.

//Հ/. /-/0(

. /?(/. X. a)dx ; К (t. ’)dz.

а В(0. /Л>(0. Ц»(0 и £Ы0 являются неизвестными функциями, 
рые нужно определить, пользуясь данными условиями.

Удовлетворив условиям (1.18) и (1.13), найдем

Й(/)=0,
« // I 1

//о(О= //о(/. ч)| ?-----
4 т 3

ս'ոյ,ձ Hx(t, -։)

-,)#('. т. ։)մ-j
111 .

2(/w I 1)°Г՛""1” //5(/

1 л/։(-. -։)жл «)</- 0(F).

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4 7) 

кото-

(4.8)

(4.9)

Здесь, на осн вала, вместо С։(/) взят нуль, что нс влияет на на
пряженное состояние вала.
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Выражение крутящего момента в данном случае примет следую
щий вид:

.И (/) = 2кф, (Ь, /). (4.10)

Подставляя выражение Ф։ (г. /) из (4.3) в (4.10) и пользуясь 
(4.9), полечим

о։(п = ^ ճ^ճ„օ(,.Դ)
-<г (Г

2 ( (՜» ՜ւ> R 1ք՝ ՜՛ «П/՜
т -1

(Г{т п //-'<СТ + ”
а'

(4.11)//,(/- *.)

Условие (1.9) выполняется тождественно. так как Фх(с О на 
контуре получает значение, зависящее только от времени Г. Остается 
удовлетворить условию (1.26). которое в данном случае примет сл е- 
дующий вид:

«f <,
dr dr

о !>,(•) 
dr

"К (/, x)rf—

ԺՓշ= p - 2 при г a. 
dr

(4.12)

(4.12) представляет собой нелинейное интегральное уравнение отно- 
ԺՓ-сительно • Вели к этому уравнению применить вышеизложенный 
dr

метод и удовлетворяться только первыми тремя приближениями, то 
получим

ԺՓյ 
or

= ра%,(/) 
fl

) R (է.Л'1(/. т։) »

« -¥-(/. էյ) Տ |л2(т. է։)Ջ(/. է, շ)(Ւ. . (4.131

где

-/>։1(О (М>(-)Ж'. *. ’)</'. (4.14)
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',)= | |.¥0(-)ГК(/, -)<h. (4 15)

է
Ч) = f|A'։(t)|" Ил.О) 

*•

х Л‘։ (.v, -։)/?(/. Л-. а) </л*’/<(/. -)</-. (4.16)

Подставляя выражение Ф։(г, /) из (4.3) в (4.13). найдем 
t

1Հ(է.-Հ,Ա' Sa«+* /Հ(Հ է, a)rf-

*•

?та*т 11 /72 (/. Հյ) х | /7= (“, “,) R (է. a) (հ j

I
= |«РЛ’0(/) Յո՞ևր՞ ’ 2 I A'j (Л ֊։) x (Л'։(-, ») </’

та?т+' ц.'/тг- j X2(t, Հ։) |-aj A\(', ■:։)/?(/, ՜. x)</՜ • (4.17)

(4.17) представляет собой нелинейное интегральное уравнение отно
сительно неизвестной функции //<,(/. ՜։). Если к этому уравнению 
применить вышеизложенный метод, то получим выражение HQ(t, ՜։Հ

Если известно //0(/, ՜յ), то выражение В (է) можно определить 
и ՛. уравнения (4.5). Действительно, решение интегрального уравнения 
(4.5) будет иметь следующий вид:

I

= н„(1. (1.18)
V

так как RU, х) является резольвентой ядра К (է.

§ 5. Кручение составного конического вала

Рассмотрим сплошной конический вал, составленный из двух 
слоев, имеющих вид круглого конуса с углами растворов 2քձ и '2(Հ 
(фиг. 3). Отнесем вал к цилиндрической системе координат, сов
местив ось z с осью вала, а центр координат поместив в вершине 
конуса. Пуст։, конический вал скручивается касательными усилиями, 
приложенными на боковую поверхность вала.

Предположим, что слои вала изготовлены из различных мате
риалов с модулями сдвига 6Х(/) и 6։. Допустим, что в области /А 
материал обладает ползучестью, а в — справедлив закон Гука.
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Если в этом случае принять, что 6։(/) G, = const, то основ
ные уравнения будут

I

ձՓ։(Ո֊« 'М' М.И։|Ф։(7)|К(/, Т)<Л. (5.11

Фиг. 3.
В плоскости гг переходим к полярным координатам р, 6 или 

т„ по следующим формулам

г ■= psin О — рфе՛ | 1—. '.—cos О ------ —----- ֊.
I г- с-

________  (о.З)
z = р cos О = pot*Հ, т( = In = In----------------

Ро Ро
Здесь о радиус-вектор точки в осевом сечении вала (фиг. I). О угол 
наклона радиуса-вектора р к оси z, р0 расстояние какон-ннбуд: 
произвольным образом выбран
ной точки .Ио на конту'ре осе
вого сечения вала.

В новых координатах (т;. '.) 
уравнение (5.1) примет сле
дующий вит:

t
Дф, 0-3 ^Փ։(ր,_ Հ х

է
W. •)</֊ фцФЛг.Л-)|Х

՜1
X К (t. -) d-., .4)

ДФ»(’.. Հ Ո
_______ I_______ ԺշՓլ

Pq е ՝т (1 — • (л^

<Л” Ժ, д-ղ
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4|Փ։Ա. Հ 01 р;‘л^2е”.

,J I £<ф») " *'» 
Ur, I «из-и ։р. ժ?է

I i '• Ի'., ՚ / (Փ1) >
^Згя-И.- I (Հ ,,Հ I (J /

Решение уравнения (5.4) будем искать в виде 

<М*ь 0 = е3г^С. /),

(5.6)

(5.7)

(5.8)

где £(-. О неизвестная функция, подлежащая определению вдаль 
нейшем.

Внося (5.8) в (5.4). получим

P|gG. 0|֊« jPUG. -)|К(Л -О/т-

Cqi/h:, -)И(л -м-=о. (5.91

г ле

/>кг. oi“(i '.о d^::.- -- п
(1Հ Ժ,

(5.10)

О| = /:*։(£)
<0; (Հ г՛

<Г, о
^։(Я)

|/-՝։ (я)1

2/яС dg(\. t) О
1-7 (Г. а.-

т է
[9[g(V)l։ (!-") '^^ՃԼւ‘1 -

а.

/ՕՆ = 3(/w 1)..
?<» (I —

(5.11)

(5.12)

Таким образом, решение нелинейного интегро-дифференциаль
ного уравнения с частными производными свелось к решению нелн
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немного интегро-дифференциального уравнения с обыкновенными ро- 
изводны.ми.

Решение уравнения (5.9) представим в виде следующего ряда:

ЯС. О=ЯоС. О : О О •• (5.13)

Функция я0(’« О определится из уравнения

О С1) <#*.(' /) 2. О 0 14>
a,՝ cL

Решение этого уравнения будет

g„C, 0 = (5.15)

где //0(/) и Но (7)— неизвестные функции or времени /.
Для определения функции ը՝ (Լ է) будем иметь следующее ли

нейное интегро-дифференциальное уравнение:

Հհ,Հ. £) А ? d . т) 

d՛:֊ “ • մ: Л Л
’l

շ; 7Հ> ЬJ к (t, d-. = 

m-3
8 (ա - ւ) ь ('); (i 6? з’Д) ՜՛ /Л (/. -։h (5.16)

где
t

H,(t. Т,)= [|//0(-)|тЛ'(Л -)</֊. (5.17)

Интегральное уравнение (5.16) можно свести к виду

(։ _ '•֊’) ձճZ) •>- Ջ_Ջ -
ds ՜’ d\

8 Հրո — 1 ՝ Ь (Д
nt - 3

-3V) J խ։(/. ч»

a а)<Л (5.1b)

: (ւ 6?

(5.18) представляет собой линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение» общее решение которого можно записать в следующем 
виде:

g,c„ է) = //„(/)(-. ’ ?) /7о‘(0
О /
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где

8 (/// - 1) 
ЗрЗ<т - •>

) 4- а ”։)/? (/, Т, aUA , (5.19)

?(3 ֊:-)(! 6г
(1 ֊ :2)'

т 3
- • л

s (.֊■••
-Д’"

(3 - :•-*)

nt֊ 3
(1 6? —6?)~
՜ Հ, ------d-

(5.20)

Если ограничиться только первыми двумя приближениями, то ре
шение интегро-дифференциального уравнения (5.9) в силу (5.13), 
(5.15) и (5.19) можно представить в следующем виде:

gG. ') = <։ з) /4(о(’ .’ :3) ^о(о +

?I/.Q Л QI М.-։) +

4-a //, т.)/?(/, а)<А (5.21)

Подставляя значение g (Լ /) из (5.21) в (5.8) и пользуясь (5.3), 
можем написать выражение функции напряжений в следующем виде:

4-3|/, Q AQI //,(/. ч) 

t
* Нх (՜, Հյ) /?(/, т, a) t/т | j.

Решение уравнения (5.2) будет

Ф, (о, է) £ I Do (/) A - 4 ՜-4 Օ,՜,(Ո
•“'о I \ 3 /

(5.22)

(5.23)

где Do(/) и Do(/)— неизвестные функции or времени է.
Теперь нужно определить неизвестные функции //0(/), /Հ(է), 

/>0(/) и Do(/). Для этого необходимо пользоваться условиями на оси 
вала, на контуре и на линии раздела.

Для компонентов касательных напряжений в сферических коор
динатах имеем формулы
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Ч‘? (/) = -֊
fusin’-0 th

,<*)(«- —!__""ճ
f/’sin-՚Օ Ժ6

(Ar = 1. 2) (5.2 Ո

Подставляя значение Ф из (5.22) и (5.23) в (5.24), получим вы- 
кення компонентов касательных напряжений в сферических коор- 
ЙТ8Х

•»’’ (О = ;з^“гу | <1 г) I (И ( cos о * cos30^ -f-

//<*(/) J 3|/։ (cosO) ֊r/-(cosO)|//։ (/, т։)|.

? 1I(t . ։ (5 25)
I d cos 0 d cos 6 I J

4?('»= -I Z->„։n(cosO— ,՛ COS3')) 4-/X(oj.

-- D<,U) ^֊՝ (5.26)

H.(t, ?,)=>//, (7. -։) ։ (//,(-. :,)/?(<, -.։)</-.

Если принять

՜ /Հ.(/լ (5.27)

напряжения обращав»гея в пульна оси вала (это следует из рас 
<тия неопределенности в ',,■*(/)). Тогда (5.26) примет вид

Հ-՛՝ (է) - Հ-^т (2 - 3 cos') cos3 'I I. քՀտէո- О
(5.28)

֊ս»(/) «-/>„(/)
Из (5.25) следует, что на боковой поверхности конуса, при = 

пряжение принимает значение, зависящее только от времени /. 
ачнт, в этом случае имеем кручение конического вала, когда на- 
)'зка, приложенная на боковую поверхность, зависит только от Вре
нн /.

Если боковая поверхность вала не свободна от внешних сил. то 
секция полного напряжения на нормаль к контуру осевого сечения 
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должна совпадать по величине с приложенной нагрузкой. В нашем 
случае контурное условие будет иметь вид [13)

—1 = Л(/)рЧ(п։'1 при 0=0,. (5.291

где Д (/)— заданная функция от времени /. 
Из (5.1) и (5.29) получим

. p2sln*0. /
А/0(Л = — °- --1л (И __//<,(/)/cos 0։- 

3(1 ь •*) \
cos՛

1 ֆ
|/։(COS0,) + /.(COSO,)) 7յ). (5.30)

Тогда выражение Փ։ (s б, /) примет следующий вид:

Ф։(*. б. Ո - ։'ч 1(1 4 Տ)/70 (П I (cosG cosO,) — 
% I f

(cos30 -COSa0։) 3|/,(cos6) /։(cosfJ,)4-

/j(cosO) A(cos0։)|//2(/, -։)
4 sin2 О, 

3
(5.31)

Из условия на линии раздела

ԺՓ։
to

(f l>..

Հ при (5.32)

получим

cos С*2 — cos б։ —- - (cos3бе cos3 0յ)
M,in = (i ?)-----------------------յ-------------- շ-

ՐՈհ fl. --  - ГЛ<3 I) --- ~

/։(cos0։)4-/5(cos0։) pjsln2&։
.-------------- 7-------------- j֊//։(r. T։) --------- --------------------- о֊хЛ(Л.

cos ------ COS3 0s------ 3 ( cos бе — cos3 0. - )
■ 3 3 \ ՜ 3 3 / (5.33)

Остается определить неизвестную функцию Для этого
воспользуемся условием (1.26). которое в данном случае примет сле
дующий вид:

1 jM>,(/> շ Г 1 ԺՓ,հ)
г? Ժ0 ’ J '/ <>՝> К (է.
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1есь

Кручение составного вала переменного диаметра । յ __ и ■_—, „ a—3—J5

' KU,-)d՜. pt-1- — 2-(-L при 0 = 02. (5.34)
р3 Ժ0

-l֊l^-|«.W(l-a + M/;r.i Л(01:н։(/-.։'}• 

j֊֊։—• ?>|3-с? 
р 04 ծ,շ — <» — ձ (

— 33[/iG,) /։('1)|«։(Л -1>֊₽S(1-'4)Л(О|- (5.35)

tn- I
_ւ Ժփ; /ժփ։\տ /ւժՓ։\՜’ •՛

p-’w * ւ ()Կ ՝ dp / \ p db ./

tn -1
1 ժփ, ւ / i " b, i d_ !՛, - 
p3 Ժ0 I \ p2 dp / ՝ p3 df) ՛

:։ = cosOj, :2 cos %, ?0=i T- ~r- .

Из (5.35) следует, что (5.34) не содержит координаты р. Поэтому 
.34) представляет собой нелинейное интегральное уравнение отно- 
тельно неизвестной функции H0(t). Применяя к этому уравнению 
пиеизложенный метод, получим выражение /՛/„(/).

Выражение крутящего момента будет

М (է) Л/։ (О 4 .ձԼ (0 2- ( г2 Նւժր -(֊ 2’ ( r\£dr. 
Ծ Г,

(5.36)

интегрирования соотношению (5.36) можно дать следующий
|д:

Л1(/) =
2- pgsin-'e, 

3 cos’ О,
A(t). (5.37)

В частном случае, когда боковая поверхность свободна от внеш-
11 нагрузки, т. е. .4(7) = 0, из (5.35) получим

..И։(0 = ֊/И2(0. (5.38)

В этом случае будем иметь кручение вала, когда основание об- 
ги Dj закручивается крутящим моментом Л!։ (/). а основание дру- 

I области Da —крутящим моментом M2lt).
Аналогичным образом можно решить задачу кручения полого 

шческого вала, скручиваемого силами, приложенными на боковой 
lepxHOCTH вала.
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§ 6. Круглый вал переменного диаметра с тонким 
усиливающим покрытием

Рассмотрим теперь задачу о кручении вал:։ переменного диа
метра с гонким усиливающим покрытием. Области осевого сечения 
вала, соответствующие покрытию и основному материалу, обозначим 
соответственно через Dt и /Л, их линию раздела- через /., (фиг. .5). 
Постоянную толщину покрытия обозначим через 5. Допустим, что 
толщина покрытия пренебрежимо мала но сравнению с поперечными 
размерами вала.

Для криволинейной области /Հ введем местную координатную 
систему s и п, где s — длина дуги линии раздела /1։ отсчитываемой 
от ее левого конца, п расстояние точки до линии раздела L} по ее 
нормали. Эту координатную систему можно считать прямолинейном 
и ортогональной.

Допустим, что материал в области /Л обладает свойством пол
зучести, а в области /J։ материал является упругим.

Для области Քյ введем цилиндрическую систем} координат г, г, 
направив ось z по оси вала.

Решение рассматриваемой задачи приводи гея к определению не
прерывной в области осевого сечения вала функции напряжений 
Ф(г, z, է), удовлетворяющей в области нелинейному интегро-лиф- 
ференпиальпому уравнению (1.25), контурному условию (1.9) и усло
виям (1.13) и (1.17) на линии раздела Lv В данном случае контур
ное условие и условия на липин раздела примут следующий вид:

Փ,(տ, 5, Ո = С։(/). (6.1)

Փյ(տ, О, О Փ2(տ, 0, /), (6.2)

1 ԺՓ» = 1 ԺՓշ _ Г ԺՓ;(հ) У 1 | d_
6, дп Gs(t) дп J дп д- </.(•:) | * ,

- 3 f Г, [<f> (т)1 х ՜’ а-, на ձ։, (6.3)
J дп д~.

где С։ (О — произвольная функция, зависящая только от времени /.
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На основании малости & можно положить, что функция напря
жений Փ։(տ, «, /) в области Dy зависит от координаты п линейно, 
г. е.

Փ։(տ. п. = /) п 4- ft is, D, (6.4)

где Л (s. /) к Z?(s, /) — неизвестные функции.
Тогда условия (6.1) и (6.2) .можно представить в виде-

.4(տ. /)»>• йи. /)»С,(/) на /.„ (6.5)

B(s, /) = Ф5(г, z, г) па (6.6)

Если принять, чго <i3U) -- G3 = const и функция /'а(М опреде
ляется формулой (1.19), то. пользуясь (6.4). условию (6.3) можно 
придать следующий вид;

*('•
I 0Ո J ՕՈ

-։ 
է

-?g. f—л;[ф,г)|К(л (6.7)
J dn ‘ 1

Me

Подставляя выражения .4(х, Ո и В is, f) из (6;6) и (6.7) в (6.5). 
получим

Ф, -.)d:֊
I ап " J dn

t
-)<fc) = C։(O на /.,. (6.9)

* J дп ‘ I

Таким образом, задача кручения круглого вала переменного 
диаметра с тонким усиливающим покрытием приводится к той же 
задаче для однородного вала с несколько измененным контурным 
условием (6.9).

В качестве приложения вышеизложенных результатов рассмо
трено кручение круглого вала с усиливающим покрытием. Область 
осевого сечения, соответствующую усиливающему материалу вала, 
обозначим чсрез/?։. а область, соответствующую основному материалу, 
-через Ds. Модули мгновенной деформации сдвига материалов об
ластей Dx и Dz соответственно обозначим через 6։ и G2. Пусть мате
риал области Dz обладает свойством ползучести, а в области Dy ма
териал является упругим.
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В этом случае основное интегро-дифференциальное уравнение 
(1.25) и контурное условие (6.9) примут следующий вид:

Ճ (J 0^ « С Ճ (± ) /с (t, t) d-
dr \ г4 dr / J dr \ r* dr /

Если удовлетвориться только первыми тремя приближениями, то 
решение нелинейного интегрального уравнения (6.10) можно пред
ставить в виде (4.3).

Удовлетворив условию (1.8), получим

//<’.(/) = 0. (6.12)

Подставляя выражение Փ2(ր, է) из (4.3) в (6.10) и пользуясь 
(6.12), получим нелинейное интегральное уравнение относительно не
известной функции //о(Л հ։). Если к этому уравнению применить вы
шеизложенный метод, то получим выражение H0(t, т։).

Выражение Ф։ (г. /) определяется из соотношений (6.4), (6.6) и 
(6.7).
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Մ*. Մ՛. Ս՚ւսնէււ.(|յահ

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ SPlim-HT ՈհՆեՑՈՂ. ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ԼհՍեՈ-հ ՈԼՈՐՈՒՄԸ 
ՈՋ ԳՈԱՅՒՆ ՍՈԴՔՒ ՊԱՅՄԱՆՆԷՐՈՒՄ

Ա (Г Փ II Փ П b IT

ներկա աշխատոԼթյան մեջ քննարկվում է տարրեր նյութերից կացմված 
քիսեոի ոլորման խնդիրը, հրր Հաշվի են առնվում նյութերի ոչ գծային հատ
կությունն երր ե ակնթարթային ցիվա րմ ա ց ի ա յի էքույուքի փոփոխակ անոէթյու- 
նրւ
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քննարկվող խնդրի քռւծման ժամանակ որւղեռ ՀիւՈւական ֆիզիկական հի- 
սլոիեդ րնղռւ<ն>/'ած Լ Ն. Խ. Հարութլոէնյանի կողմից առաջադրված ոչ դծային 
սողքի տհսոէք/յոէնր՝ նյութի ժ եր ար մահն հաշվառումով [./;։

ւԼջխաաուքքյան մեջ ցույց է արվում, որ խնդրի լուծռւմր քերվում Լ ոլ դծա֊ 
]ին ինտեղրո֊ղիֆերենրիալ հավասարումների քոէծմանրւ Ստացված Հավա֊ 
սարումներր լուծելու .ամար ոզաազործվոււք է փոքր պարամետրի մեթողր, որր 
ղարդարված է [2] աշխատությէմե մեջւ

Որպես օրինակ լուծված 1Հհ շրջան ալին և կոնական լիսեռների ոլորման 
ինղիրներրւ

Աշխատության մեջ րննարկվռւ մ /. նաև ուժեղացնող րարակ ծ ածկու յթ ունե- 
ցո>1 ւիոփոխական արամաղծով րաղաորյալ յիոեոի ոլորման խնղիրր։
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