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Г. Ա Тумаркин

Свойства аналитических функций, представимых 
интегралами типа Коши-Стильтьеса и типа Коши-Лебега

Решение многих задач требует знания свойств аналитических 
функций, представимых интегралами типа Коши-Стильтьеса и типа 
Коши-Лебега. Среди таких свойств в первую очередь важно знать 
следующее:

1) Существуют ли у аналитических функций Ф(я), представимых 
в области G со спрямляемой границей Г интегралами типа Коши  
-Стильтьеса, угловые граничные значения почти всюду на Г?

*

2) Выполняется ли для нулей рассматриваемых аналитических 
функций, расположенных в области G, условие, подобное имеющему 
.место для нулей ограниченных в области G аналитических функций?

Все указанные свойства явились бы немедленными следствиями 
вхождения аналитических функций, представимых интегралами тип;՛. 
Коши-Стильтьеса, в класс А функций с ограниченной характеристи
кой*.  В случае круга известная теорема В. II. Смирнова (см., наир.. 
]8|) утверждает вхождение всякой аналитической функции Ф(г). 
представимой интегралом типа Коши-Стильтьеса. в класс //.- с любым 
< <1. Так что в случае круга рассматриваемые функции Ф(з) заве
домо входят в класс ОсЛ. ибо Н с Г) при любом о՜ 0.

Нетрудно видеть, что доказательство, предложенное В. И. Смир
новым для круга, распространяется для любой области (Լ ограничен
ной выпуклой кривой Г. 8 этом случае также у хается представить 
рассматриваемую функцию '!»(-) в виде суммы четырех функций, для 
каждой из которых либо действительная, либо мнимая часть ее со
храняет постоянный знак в области G. Но функции с только что ука
занным свойством наперника входят и класс /Л (О’) с любым '•< I. 
В этом можно сразу убедиться, пересаживая при помощи конформ
ного отображения взятые функции в круг, где соответствующий факт 
хорошо известен.

Заметим, чти в случае произвольной области 6Հ ограниченной 
жордановой спрямляемой кривой Г, уже нельзя утверждать вхожде
ние в класс D не только для функций, представимых интегралами 
типа Коши-Лебега, но даже для функций Ф(?), представимых ииге-

’ Определение классов аналитических функций см. |12|.



24 Г. Ц. Тумаркин

тралами Коши: Ф (z) = - Ф (С)— Ժ’.. В самом деле, для такой области
Հ — Z

G функция '/(z), где а։ = б(֊) (г^^(к')) конформно отображает (?

на круг ui՛ <1. входи г в класс £'։(й՝), ибо 2-г (Гг~

прообраз к՛' — г при отображении ՛? (z I). Поэтом у ՛/ (* ) бу лег

• Череп 5 обозначается класс областей, удовлетворяющих условию $. И. Смир
нова: (i ~ Տ, если функция In ,Հ (w) представима и м? 1 интеграл- ■.։ Пуассона- 
.Чебега. Сутцсствойаннс области G՝,S с жордановой снрямл։։ем.оп ;ранцксй устаи<н<- 

лено М. В. Келдышем н М А. Лаврентьйнмм См., наир.. [S[.

представима интегралом Коши. Но в то же время, если ՕհՏ, то 

■?'(z)՛ D (•(?)♦. В противном случае ։Հ [?(да)| — В в круге ;К'< 

< 1, откуда следовала бы принадлежность области <7 классу 5 (см., 
наир.. |8]).

Теперь естественно встают следующие, до сих пор остающиеся 
открыты ми. вон росы ’.

Буле , лк всегда интеграл тина Коши-Стильтьеса, взятый но зам
кнутой спрямляемой жордановой кривой Г, определять в областях с 
границей Г аналитические функции с ограниченной характеристикой?

Бели же это не так. то каковы те необходимые и достаточные 
условия для Г. чтобы был справедлив указанный факт?

Заметим. что пока также не решена следующая ранее постав
ленная С. II. Мергеляном проблема:

Пусть aj.-нуди интеграла типа Коши-Стильтьеса - взя-

того по континууму Ր, не разбивающему плоскость, Предположим, 

что тле Հ (z, z0)—функция Грина дополнения к Р

с полюсом в z — г0. Следует ли отсюда, что |ձ— = 0 всюду а допол- 
Ր

нении Р?
Положительное решение сформулированной проблемы позволило- 

бы немедленно распространить известную теорему С. Н. Мергеляна 
о функциях, допускающих равномерное приближение многочленами 
на континуумах, нс разбивающих плоскость, на приближение рацио
нальными дробями с полюсами !а,

Заметим в связи с этим следующее: пусть известно, что Р — зам
кнутая область, ограниченная жордановой кривой Г. То даже тогда, 
интеграл типа 1<ошн-(л ильтьсса, взятый по /< может изображать ана
литические функции, не являющиеся функциями ограниченного вида 
в дополнении Р.
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В самом деле, известны примеры однолистных аналитических 
в и непрерывных в замкнутом круге I w; < 1 функций ?(»).
производные которых не имеют на ст = I радиальных граничных 
значений. На существовании подобных примеров мы уже останавли
вались в работе (9). Обозначим через О Область. на которую z«?(w) 
отображает круг Тогда функция ф'(т) обязана входить и
класс £։(G) («՚=փ(շ) функция, обратная к г = ©(«»)). ибо, обозна
чая мере» Г,—образ |к։ — г при отображении г — ?(«•). имеем

। — 2~r. 0<г<|.

Функцию Ф' (г) է /:՝։ (О’յ можно будет представил» п области 6 
интегралом типа Коши-Стильтьесв. В самом деле,

2«/ J . — с
О

Откуда, используя равномерную ограниченность интегралов 

p*'(z)  14г|<2=. 0<г<1. 

Է

и теорему Радона о возможности выбора из ограниченной последи
вательности аддитивных функций множеств слабо сходящейся под
последовательности, имеем Հ (г) — J i-• где j.rfu 2՜֊ Функ- 

г г
ция Ф'(*)  заведомо не является функцией ограниченного вида в О’. 
Действительно, тогда аналогичным свойством обладала бы и функция 

УММ| = ——♦ что невозможно, так как з’(гг’) не имеет даже ра- 
®'(w)

[.шальных граничных значений.
В связи с приведенным сейчас примером, видимо, стоит в об

щем случае поставить следующий вопрос:
При каких условиях на континуум Р. не разбивающий плоскость, 

всякая аналитическая и дополнении к Р ф нкцня, представимая инте

гралом типа Коши*Стнльтьеса  Ф(г) I (W(C)=— I------- - такова. что частное

֊•—■ является функцией с ограниченной характеристикой в 6? (Здесь 
Ф' (г)
«••= Ф(г) — конформное отображение области G—дополнения к Р 
Н9

Легко видеть, что области, обладающие только что уко.ишным 
свойстиом, будут удовлетворять условию, высказанном;. С. II. Мер- 
гслином.
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Для рассматриваемого нами случая интегралов типа Коши-Стнль- 
тьеса, взятых ио жордановому спрямляемому контуру, проблема, по
ставленная С. Н. Мергеляном, также остается открытой.

Желая выделить класс областей, тля которых можно гарантиро
вать хорошие свойства аналитических функций, изображаемых инте
гралами типа Коши-Стильтьеса, мы ввели специальный класс областей 
Л', определяемый следующим образом:

Область (i /(. если всякая аналитическая a (i функция Փ(տ), 
представимая интегралом типа 1\оти-Стильт.ьеса

Ф(г)= ՛ г ճ, (1)
2-1 յ; — z

Г »
(1՛ - ж орда новая спрямляемая кривая, являющаяся границей области 
(?) после пересадки при помощи конформного отображения г = 
= с(«.՛) в круг, w <4*  и умножения на Հ । :г՛), будет представима 
интегралом типа Коиш-Стильтьеса в круге հհ՛ <Հ1:

• Мы предполагаем здесь, что x{G. Если же «»Е<7. го г=?!гг»1 конфоряНВ
отображает ltr| 1 на О так, что ?(<»)

՝* Основные результаты были доложены нами n;i V Всесоюзной конференция 
по теория функций у Ереване в 1960 г., см [10].

?'(«՛) = -*-.  С4М"' - (г»
2-i J е — «’ 

о
Мы переходим к изложению наших результатов, касающихся 

областей класса /<***  Заметим, что для всякой области G- К будет 
справедливо свойство, сформулированное в обшей проблеме С. Н. 
Мергеляна. Оно для таких областей совсем очевидно, ибо тогда 
Ф|э (й-’)| (ЗД) է Н.., по теореме В. 1-1. Смирнова. Откуда,
учитывая, что Հ (w) *-  /7։ (см. |8|, гл. Ш), заключаем о вхождении 
функции Ф|?(я')1 о класс функций Неограниченной характеристикой.

Теорема 1. Чтобы область (i входила в класс К необхо
димо и достаточно выполнение условия:

Существует такая константа .4. что для всякой рациональ
ной up оби R(w), все полюсы которой лежит в w <1. из условия

1. (3)
о՛ м т е к и е т нер а в енот во

Г(\)\^А, :£Г. (*Ц
Чдесь г (с) рациональная дробь, получающаяся суммированием
главных частей разложений (пункции Քխ(*)!  в окрестности ее 
полюсов (последнее равносильно тому, что

Г (г) = _L СՕՋ1 Л, z է Ճ. (5)
2-4,1 Լ—z
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Замечание. Я.ил./ло того. чтобы перебирать все рациональ
нее дроби < полюсами а ■<«՛ < I. достаточно для вхождении (/ в 
класс К установить выполнение указанного в теореме I условия 
для всевозможных произведений Бляшке с полюсами в | к <4.

Доказательство. Установим вначале необходимость.
Обозначим через А какой-либо контур, содержащийся в lx՛! <1 

и охватывающий все полюсы R(w), а через / образ /. при отобра
жении г- ©(;&).

Тогда, если функции Ф(?) и Փխ(&՚ւ| -Հ (гс») представимы соот
ветственно в G и | w <Հ 1 формулами (I) и (2), то имеет место ра
венство

^(;)ՀսՕ= J г(г)ф(2)^= Ф |«(аг)| ?'(w) dw =

i * /՛
•Jr.

-= (6)
fl

Крайние равенства слева и справа устанавливаются, используя (1) н 
(2) и меняя порядок интегрирования в получившемся повторном ин
теграле:

[г (г) Ф(z) Л = О (г) | Հ- С ^֊~ j rfz =
,1 l'2wJC — z\

( I г

Здесь мы приняли но внимание равенство 

функция г(г) аналитична всюду вне к на

1 [dzi?3
2wJ z-Լ 

г
= r(Q,

кривой Л причем г (г)

ибо

- О
при ճ= со. Остальные равенства в (б) очевидны.

Пуст։» теперь (/ К. Возьмем какую-либо леи ледова те гьность 
|Ял(®)} рациональных дробей, все полюса которых лежат в -ы։.<1 
таких, что \ R„ (Ժ8) 1,0 Ь 2-, ս = Լ2, ••՛. В силу (6) заклю
чаем, что последовательность соответствующих дробей :М“)| будет
удовлетворять условию

Sfր„<4 1մս(Հ)

!Հ-
| (Zo т/>. (011 < max /?й 1 I db ((i;

и I յ
о о

(7)

При этом в качестве и Г.) может фитуриронать любая функция 
ограниченной вариации на Г. Ибо по всякой такой р(») можно по
строить аналитическую функцию Ф(~), определяемую интегралом типа 
Коши-Стильтьеса. Причем ввиду условия О( А'функция Փխ(гсО|У(К'> 
будет представляться в w|< 1 формулой (2).
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Будем теперь рассматривать как последовательность эле
ментов пространства Сг — непрерывных на кривой Г функций. Согласно 
(7) последовательность |y(r.J) значений функционала у(/) на эле
ментах |г„ будет ограничена для каждого функционала у(/) =

= пространства. Хорошо известно» что отсюда выводится
г

равномерная ограниченность норм | гп, | (см., наир., |3|. гл. XII. а 
также |.5|. стр. 34), т. е. что max rn (Q | ->. .4 < ». п = ]. 2, •■ •. Так 

как с самого начала мы брали произвольную последовательность 
1. то из доказанного сразу следует необходимость.

Предположим теперь, что условия теоремы I выполнены, дока
жем тогда вк ночей не (7 л. Возьмём какую-либо функцию Ф(г). 
представимую интегралом типа Коши-Стильтьеса (1). Воспользуемся 
опять цепочкой равенств (6), я которой пока еще не установлена 
справедливость равенства крайнего справа, но на него нам не при
дется опираться.

Мы имеем

для любой рациональной дроби R (е •'*  Н< 1. с полюсами в
К’ <1. Но отсюда Согласно критерию В. II. Хавина |13| вытекает 
возможность представить в |«։ <1 функцию Ф |с (;г»)| ?' («О инте
гралом тина Коши-Стильтьеса (2). При этом можно подобрать функ

цию > (0) так. что | (0) .4 | 1 л/»л (С) . Итак, теорема 1 полностью

дока шна*
Как мы уже отмечали в конце доказательства теоремы 1, из не

равенства (4) следует вывод о возможности для областей G -К пред
ставить функции Ф (к’)| ?'(“՛) интегралом типа Коши-Стильтьеса

Г9
(2) с | (*>)  .4 | մ;է(Ն . Причем константа .4 будет одной и гой

v г
же для всех функций Ф(֊). представимых в области G интегралом 
типа Коши-Стильтьеса (I). Ввиду того, что мы будем впоследствии 
ссылаться на этот факт, сформулируем его в виде теоремы.

Теорема 2. Если область (i-/\. то о ля всякой функции 
Ф(г), представимой в области (} интегралом типа Коиш-Стиль- 
тьеса Ф(г) — —P'cQ. функция Ф խ (к՛)] ՛*'  (к՛) будет ппедстави- 

՝2r.i д: - z 
г

ма в круге ьу!<С 1 интегралом типа Коши-Стильтьеса
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2Հ
. । , .. , . . I (’ lit. (0)<Ի I - (w)l ? M = ֊ I —■֊- ֊ > 

2щ J е!’֊ w
о

гое.

Причем константу .4 можно считать одной и той же для всех 
функций Ф (г)՝ представимых в области О интегралом типа Коти- 
Сишльтьеса.

Замечание 1. Справедливость неравенства (81 с одной и гой 
>ке константой для всех рассматриваемых функций ՓՀշ) можно уста
новить непосредственно. опираясь только на определение класса К. 
Соответствующие рассуждения, использующие одну теорему «функ
ционального анализа, приведены дальше в ходе доказательства гео
ремы 6.

П. Константа .4 в (8) зависит, вообще говоря, or взятой обла
сти G К. а не является абсолютной констан гой даже для областей, 
с равномерно ограниченными длинами границ Г. /Действительно, пусть 
в качестве константы .4 в неравенстве (8) можно было брать для 
всех таких областей П К одно и то же число. Тогда простые рас
суждения позволили бы убедиться и том, что всякая область, огра
ниченная спрямляемой кривой Г, входит в класс Л'. Это на самом 
деле не так, если Cn-S*.

Справедливость приведенного после формулировки теоремы 1 за
мечания вытекает из следующих соображений.

Если нам удастся установись справедливость неравенства (4) 
|'.ля всевозможных произведений Бляшке с полюсами в լս՛ <1. то 

можно доказать затем неравенство (4) для всякой рассматриваемой 
рациональной дроби R (ьу).

Дтя этого воспользуемся тем, что для взятой дроби /? (к;) 
•ложно найти последовательность произведений Бляшке с по
люсами в »,<Հ1 такую, что

lim | Ьп (е/в) ш (0) Ժ0 = | R (е* ) и» (6) Ժ0 (9)

о 6
,ия любой суммируемо։': на |0, 2п| функции <•» (0).

В самом деле, для аналитической и ограниченной в |к»|>1 по 
модулю единицей функции /?(да) удастся найти последовательность 
произведений Бляшке /?п(к.')|, равномерно сходящуюся к R (а>) вну
три | к» | > 1.

Но отсюда уже следует справедливость (9) (см. |8|. гл. И, § 14). 
Полагая в (9) <» (0) ԺՕ==Հ (ժ<0) Ժ и используя равенство (5), убеж-

См. теорему 5. 
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даемся в том, что. если удается установить неравенство (4) для все- 
возможных произведений Бляшке с полюсами в |да' ՀԼ то оно бу
дет верно и 1ля всех рассматриваемых рациональных дробей.

Тля вывода о принадлежности области (i классу /\ можно вместо 
того, чтобы смотреть будет ли представима в круге w <Լ 1 интегра
лом Коши-Стилы ьеса (2) любая функция вида Ф |? (да)8 У (да), где 
Ф(г) представлялась в области G интегралом типа КошиСгильтьеса 
(1). делать го же самое, ограничиваясь лишь всеми функциями Ф(г). 
представимыми в (./ интегралами типа Коши-Лебега (соответствующи
ми абсолютно непрерывным функциям u (С) в формуле (1)).

С фугой стороны, если область </• К, го для всякой функции 
Ф(а), представимой в G интегралом типа Коши-Лебега, функция 
Ф [с (да)) 'Հ (w) будет представима в |да| Հ I интегралом типа Кошн- 
- Лебега. (Хотя a priori она могла допускать представление при помо
щи интегралов типа Коши-Стильтьеса).

Только что перечисленные факты устанавливаются в следующей 
теореме.

Теорема 3. Пусть известно, что для всякой аналитической, 
в области G Функции Ф(г). представимой интегралом типа Ко՝ 
ши-Лебега

г 
функция Ф[ф(да)|ф'(да) будет представима ՛< круге к՛ <Լ 1 инте
гралом типа Кош и-Ст и.гьт ьеса (2).

Тогда область G К, т. е. указанное только что свойство, 
будет иметь места также для всех функций <!>(?), представимых 
и н тег ри ли м и т и п а Коши- С т иль т ь се а.

Пусть теперь известно, что область G К. Тогда для всякой 
функции Ф(г), представимой интеграла и типа Коши-Лебеги (10), 
функция Ф jo (да)| У (да) оу^ет представима а да 1 интегралом, 
т и па Коши - Лебега:

4М?1’> ^TZ՛ ill> 
I՛

Докажем вначале первую часть I'vopt мы
Предположим, что для всякой функции Ф(з), допускающей 

представление (10), функция Ф |?(да)| «' (да ! представима интегралом 
типа Коши-Стильтьеса (2).

Применим рассуждения, аналогичные использованным при доказа
тельстве необходимости в теореме I. Мы приходим тогда к равенству 
(7), принимающему в рассматриваемом случае следующий вид:

I С гя (С)«»(Q ԺՀ. =1 Ռ,.(<?•«)<// (6) шах <^")1 ք մ).(0)\ (12
I.) J ' 0<fl<2- J
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Здесь — какая-либо последовательность рациональных дро
бей с полюсами внутри խ՛ <1, для которых /?,, (в'1') 1 <■ 1 на |а՛: - I. 
Причем в качестве ш(>) может фигурировать любая суммируемая на 
Г функция.

Теперь удобно трактовать гл (1) ('.։ (Г.* как последователь- 
г

ность линейных функционалов нал пространством /.Х(Г) суммируемых 
на Г функций ս՚(տ). В силу (12) значения рассматриваемой последо
вательности функционалов, принимаемые на каждом элементе ա>(Լ) 
пространства Л*  (Г), будут ограничены. Но отсюда, как известно, (см.» 
наир., |5]) вытекает равномерная ограниченность норм наших функ
ционалов. Следовательно.

vra։ шах (г_, (’) | = max г« (С) С, л = 1, (13)
С€Г С Г

Примем далее во внимание, что неравенство (13) имеет место для 
любой последовательности (г«(г) соответствующих произвольной по
следовательности 2?.1(ьу)| рациональных дробей с полюсами внутри 
|ы>;<1 и с условием |Ля(1Сг) 1 на I. Это позволит немед
ленно установить существование констан ты -Հ ограничивающей на I 
модули всевозможных дробей г (11, соответствующих рациональным 
дробям /?(«.՛) с полюсами в ս՚|<Հ1. для которых |/?(ժ)|<1. 
О С 0 < 2г. Цо теореме 1 только чти проверенный факт лает возмож
ность заключить, что G£K.

Переходим к доказательств՛, второй части утверждения теоремы. 
Пусть G К и Ф(?) — какая-либо функция, допускающая представле
ние интегралом типа Коши-Лебега
Г Ф(г,=2Уй<

г
Для суммируемой на Г функции >”('.) можно, очевидно, найти после
довательность («ъ։(С)| линейных комбинаций системы I-J, — 0. * 1. 
± 2.• • •• такую, что
К Um j «('.)֊».<:)||dZ =0. (14)

Положим

us)
2-i յ; z

v
Рассмотрим последовательность функций քՓռ [с-(ծ?)] ? (ծ) . Согласно 
теореме 2 функции Ф„, [? (ս-)| у (ս՛) — Фя խ (ս՚)| -Հ (и») можно пред
ставить в круге |к.‘ < I интегралом типа Коши-Стильтьеса

Фя [е (tt’)l (w) - Фя [ф (W)] Հ (К1) = J .4 (1,Հ' (0՜~’ (1ք>՛
ձ^ւ. յ Հ1Ս — a?

(I



3'2 Г. И. Тумаркин

причем

\ (Կ՚ւ Հ.4 »»от G)— »>«('.) | г£|. (17)

’• г

Но функции 1Фл» |?(^)] —Фл |?(Н|) ?'(и») будут аналитичны 
внутри -՛,-<! и входи и» в класс Н}. ибо каждая nt этих функций 
является произведением функции ?'(») из класса //ք: на ограничен
ные в а.՛ <. 1 функции Փ«խ(փ)| — Фв |? (։»)].

Поэтому функции т((>) обязаны быть абсолютно непрерывным*  
на |0, 2-1. Подобный факт имеет место всегда, когда функция F (и>) 
класса /Հ представлена в ьу . <. i интегралом вида

Действительно, функцию F{w)՜ Нг можно представить в |и> <Հ1 ин
тегралом Коши:

{ 2г.i ,1 еЛ-к-
о i

6
։ a /.(•))-i \e!,F\e")dt I

Откуда вытекает, чго - | ֊ определяет в
2-7 J e-‘֊a-

<.՛
w < 1 функцию - 0. По известной теореме Ф. и М. Рисе заклю- 

о
чаем, что л (6)— i j e::F (е“) dt абсолютно непрерывна. Из этого не-

медленно следует абсолютная непрерывность на |0, 2~| функции >.(0).
Полагая в дальнейшем т (0) — 2Л, т (Ծ). мы сможем перепи

сать (16) и (17) следующим образом

Ф„, 1?(^кЧ^֊'М?(=г»1-/<»։-? 08)
2՜7 J eli — ս՛ 

.о

\ . (19յ

и
Применим далее хорошо известные рассуждения, которые ис

пользуются обычно для доказательства полноты пространства С. Опи
раясь на сходимость в среднем на ! последовательности !«»/։(Լ)] к

' li.iiKt.v.iiiiM, чго по пред положен к ю область G ограничена жорданонов енрях- 
ляемой кривой Г Поэтому ?։(о?) //,.
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Ф(С) (см. (14)) и на (!9). мы сможем для чисел 1
2' / = 1, 2.

найти возрастающую нос. едовательность померон л. такую, что
9*
j\.n,+,w л .4 ի,(QI лI , 1. / = 1,2, ....

Отсюда вытекает сходимость почти всюду на |0. 2՜| ряда
^Л..«.(0) + аЯ։։л.(0)-}....

к некоторой функции 2Я։(Ч. суммируемой на|0. 2«] (см., иапр.. [4|). 
Используем затем выражение (18) и хорошо известный признак воз
можности почленного интегрирования. Мы убеждаемся тогда в рав
номерной сходимости внутри круга {w|<l ряда

(Ф«, 1?(щ)| — Ф« I?(w)l! Հ («’) 4- {Фл. I? («')] — Ф«»[? (^)|) Հ (») 

к следующей функции, представимой интегралом типа Коши-Лебега:
НГ _LCAd?l.jo,

2-/J Ժ-а՛ 
о

Итак, установлено существование в £՚'<Օ предела

Нт |Ф„ [f (ш)] ф' («!)) - Ф„. |5(«,)! ?' («О „֊ — ■ (20)
Ո, -<Ю 1 2-1 ) е1'—W

о
Из (20) и отмечавшейся выше представимости в | су | 1 функции
Ф<ч I?($•')! ?'интегралом Коши вытекает равенство

lim փ„ |„Ml .՛ W = J֊ U.

/1/-ОС ՝ 2ra J e*-w
0

Этим показана возможность представить в w <Լ 1 функцию

Ф խ (ս՚)| Հ (к,՛) = lim Фл խ (ս՚)| (^) 
Л-» «

интегралом типа Коши:
2с

Ф|? (®)l='te)- i Ջ:(0) = Զ„(0) !£'•<!>„, l¥(e«)l?-(t’-։).
2rJ J ժ*  -W 

о
Так как мы брали произвольную функцию Ф(г). представимую в об
ласти G интегралом типа Коши, то тем самым полностью доказана 
теорема.

Приведем теперь еще одно характеристическое условие для об
ластей G ( К.

Теорема 4. Чтобы область G, ограниченная жордановой 
спрямляемой кривой Г. входила в вкласс К, необходимо и доста
точно выполнение следующего условия:
3 Известии ЛИ. <срнп Физ.-яа. паук. №
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Для произвольной аналитической и ограниченной в .-а? >1 
Функции B(w), Ջ(օօ)=0, интеграл типа Коши-Лебега

_1_Г5|Ф1С)Ич J

определял в областях G и G , границей которых служит 1՝, ог
раниченные аналитические функции. (Здесь = у (?) конформно 
отображает G на w <Հ 1).

Вместо произвольных ограниченных в w\ > 1 аналитических 
функций В (w) можно брать всевозможные аналитические в |ս՚|>1 
и непрерывные в |и/|. 1 функции С (w).

Тогда. если G T К, то функции —i обязаны быть
2-i J : ֊ Z

Г 
непрерывными a G и G .

Обратно, если известно, что 1 всегда опоеде-
2т' J — г 

г
лист в G ограниченные аналитические функции, то G К.

Доказательство. Пусть G К. Рассмотрим какую-либо ана
литическую и ограниченную в ю функцию B(w) с условием 
Զ(օօ) = 0. Не нарушая общности, считаем, что B(w) Д 1 в 
Очевидно, что для взятой функции В {-ад можно найти последова
тельность /\\(^)| рациональных дробей с полюсами внутри 
равномерно сходящуюся к В (гл) внутрь к1 > 1. Причем | R.n (w) [<1 
при |ս» > I. Отсюда следует, что для любой суммируемой на |0. 2т։| 
функции имеем:

i= 2х
lim \ R„ (eib) о. (0) <Z0 = ( В (Ժ1 ш (0) Ժ0, (21)

О U
(см. |8|). 

Полагая в (21)

1է։(օ)ժօ = ճ1ճծյճ(ճ), ^г, 
e*-z

и совершая переход с ս՛ = I на Г, получаем

Теперь остается лишь воспользоваться теоремой 1, в силу которой
I Г ЛИИ-М г г < г- 1

интегралы ֊ ֊ - Ժ. отдут определять а области G рацио-
21Г/.1 — Z

I 
нальные дроби гл (?), равномерно ограниченные ио модулю на Г: 
г.ч (-) = ՝-' Д. '<<Г. п — I. 2,---. После чего равенство (22) позволяет



Cl cruwixj» |>и».1н|>«<<ха> фроипХ

Ю OI1CI4V модуля 1ЛН ОГ||'е.*.1'Л11с-исмс.иснпо ycrniwnifn. шалогичну 
кий в области (i интегралом ՝ 

2с/

Чтобы нронсрит). ограничение-с:ь и области է} функции. изданной

Интегралом достаточно снопа т'но.-.ыон.>п. Н) и злмс- 
2Վ1 ".

пли, чп» интегралы типи Коши-. հ-Հ՚ւ га 1
2к/ .1 : — : определяют

внутри <7фу нкцнн ителочо непрерывные iiO При
чем XIII модуля их граничных значений ичепилпо имеем:

₽.|и:||-г.1’Л !₽.|'и'.)| 1Г. о I л.
Иусп. с самого п.'1ЧИЛ11 мы иляли бы функций С(и՛), аиалитн- 

ЧСС1ЛЦ. •• tel^l и иепрсрыпи;. ю и. «• I. О. Пооронм
тогда и слс,и»|упел|.ч*ч"гн  p.iuiioii.i.ii.iiux tpotyft \R. (те)) с полюсами 
|| ճ՝ ' I. ;<iiiiu»M>piio сход ищу юся »; (.’(и՛» н և՛ - 1. При помощи 
теоремы I мы у беж дне мен и том. •»«*  пислелонлгслынк-л1 ,г. (*1|  и 
Я.|И-)| —г«(*)  удтиетиорнюг ни I՜ критерию Коши дли рлпнс- 

tttppoii сходимости. Поэтому послслонаггл1.1нмти ir,(c)J (7?.|у('))
<.(••)' ришомсрио еходятсн и iiimkhviux областях 6՜ и <» к не- 

арерипнмм и Ч и Ч функннмы. Откуда с помощью соотношении (22) 
тралу пыгсшнт мк. х-'кчшг о ttciiixpuiuiocnt и ътмкнутих областях 
Ч и (? функннг». определенных niuerp.ii.’iMii ишп Kuuiin/leAcrn

,Հ.ր!փ
Переходим ь юкзютельегоу достаточности указанных и 1 чисти 

теоремы услопнй ;лн upim.i tai жностн обдасгн Ч классу А Внедсм 

ни бпнахопских npin. цкпктнп /» и Н, соотпетстлснно состоящие hi 

ограниченных и >1 и и Ч -аналитических функций Н (հ I и Я ;г). 
с нормами

IЯ |к-). - *ир  |//(у) ; В (.-)>- sup «(И. (23»
»г-1 мо-

Считая пыполпсипыи условие icopeiiu. получаем, что J

можно рассматривать как аддипннг. и» операцию Г. переводящую про

странство 5 и просгрпнстпо В. Причем »та операция будет >амкн\п»и 
<см. |3|). что ouuruiet слелукицее: если

—Я(»)1-0 и Г(ЯЛ-Я(СН — О. (24)
то

Я (г). 7|Л(а-)Ь
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Только что приведенное свойство операции Г действительно 
имеет место. В самом деле,

т (й.) - В*  (г) = у ՜աՋԼ </:. (25)

г

Из сделанного предположения |j/?n (w) — В (w) ]֊>0։ определения нор-
Г(

мы (23) и известных теорем о соответствии границ при конформном 
отображении областей, ограниченных спрямляемыми кривыми (см. [8|. 
гл. III). следует, что

vrai max В (<?'Կ — В„ | — vrai max Z?[|> ('.)] — В.., (փ (հ)| ֊ - 0.

Поэтому можно произвести переход к предел} под знаком интеграл! 
н (25). Следовательно, существует

lim Ва (?) =ь -1 I ֊dZ. (26)
2я/ J Г. — z

г

Но, с другой стороны, по предположению (24) имеем

IT(B„)-B(z)\\ = Йп(г)-/Лг)||=8пр|^(2) B(z) ->0. (27) 
•Ղ-0

Сравнивая (26) и (27). заключаем г» равенстве
а(г) = j

2kZJ Լ-г
I

доказывающем замкнутость операции Т.
Ни аддитивная замкнутая операция банаховского пространства /> 

в банаховское пространство В обязана быть линейной операцией (см, 
[3], стр. 427). Поэтому существует такое число Д. что

(28)

Применяя неравенство (28) к рациональным дробям /?(к՛) с полюсам! 
в |օ»|<Հ1. заключаем, что

sup | r(z); Д sup где г (շ) = — i ֊ ‘ ՚ մ’., z -(i.
яг w>t 2«t‘J С—г

По теореме 1 отсюда следует вывод 
классу К.

(ля доказательства достаточности

о принадлежности области Ci

у сл о в а я. при ве лсивого во вто
рой части теоремы, используем аналогичные рассуждения. 1, л я этого 
надо рассмотреть отображение пространства С, составленного из ана
литических в w|>l и непрерывных в >1 функций С (к՛) в про-
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страяство В, заданное равенством

ն^- 1
2-Z.) — z

Только что установленная теорема 4 позволяет доказать, что 
необходимым условием вхождения области G в класс Л՜ является вы
полнение для области (/ условия В. И. Смирнова.

Теорема 5. Если область G вхобит в класс /\, то (.)՛' ծ՝, т. е. 
для области С обязано выполняться условие В. //. Смирнова о 
представимости: в w‘<4 Функции in Հ (w) интегралом Пуассона- 
•Лебега (£ = <?(«.՛) конформно отображает круг |;г, 1 на об
ласть G),

Доказательство. Предположим, что область CJ-.-ՀՏ՝. Покажем, 
что тогда существует ограниченная в «•'1 > J аналитическая функция

fi‘ (®), для которой интеграл типа Коши-.
■Հ — 2

определяет внутри 6՜ функцию с неограниченным модулем. Откуда, в 
силу теоремы 4, будет следовать, что (г Հ- К.

Для определения функции /?*(«՛)  рассмотрим представление функ
ции ?' (w) Г

Ջ» Ջ։
<(М~ехр֊- 1-^—֊ ln|<(^°).rfO.exp ^՜-i —-—~dv(0). (29) 

2к.I Ժ* —«• 2-,’ ел- w
0 (I

Здесь v(0) неубывающая функция с производной, равной нулю почти 
для всех 0, 0 հՀ б 2-, Причем в силу сделанного предположения 
0֊ $ имеем: y(0)--J const (см., наир, |8|. гл. III). Построим вначале 

аналитическую в круге ю <1 функцию

й(«') = ехр 1 f-eli-w rf,(0). ;«Ч<1. (30)
2” J en—w 

и
Эта функция будет превосходить но модулю единиц} в к՛ ՝.. что 
сразх вытекает из равенств;։

• 2*
1 Г ‘֊^ —-Л(0». (31)

2՜ J 1 ; ь։ 2pcos (б— а)
<1

Откуда видно, что
1п|5(р?’)| 0, 0 р< 1, О < 3 2г.

ибо ՛ (б) — неубывающая функция.
Заметим, что В (с‘°) =1 почти всюду на к՛ | — 1, так как

In : В (е՝՝) | = ՝/ (б), а у'(6) = 0 почти всюду на |0. 2к|.
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Теперь можно определить r :е 1 функцию полагая

г. е. в точках, симметричных относительна к՛ = 1, значения Z?*(w)  

и /?(ы՛) симметричны. Получающаяся функция /?*(«.՛)  является оче
видно аналитической в | ге» <Հ1. причем < 1 при д՛; >1 и.

1 1' Й*Ж՝)1 rf-.=S[.j,(z)|, !(.(}. (341
2п/ յ ; - z

г

Но функция Zi[6(z)| заведомо не может быть ограниченной 

области 67. Более того функция #խ(’)] не может входить в к.ъ

D(G). Ибо тогда В (и՛) ■ О в круге , тс <Լ I. Эго невозможно, так К«н 
в представлении (30) * (6) — неубывающая функция ։- const, что т 
может иметь место в параметрических представлениях В. И. Смир 
нова функций класса D.

кроме того, будет справедливо дли угловых граничных значений 

функций В (к») и Вх ( w) почти всюду па | U'j-- I равенство

В(ел) ֊ В*  (Ժ1 * * 4).
Поэтому

շ-ր J : - z ы յ с - z 
г г

Функция £?[ф(з)| будет входить в класс (Ci). Действительной 
учитывая (29) и (30). имеем:

В (к՛) <Հ («•) = exp - ( —- In I o' (e/ft) JO.
J <?* ’— 
о

Откуда видно, что функция В (та) <р' (те) входит в класс /7t, в связи с 

чем функция В(ф(г)| удовлетворяет известному критерию для при
надлежности классу Z:\fG).

Установленное включение В [ф (г)] С■ El (Ci) равносильно, как хо՛ 

рот о известно, возможноели представить функцию ^[ь(г)) интегра
лом Коши по ее граничным значениям:

ճխ(ր)] հհ շ> G. (33)
2«/J C — 2 

г
Сравнение (32) и (33) приводит к равенству
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Неограниченность в области G функции /?|Ф(з)|. представимой в 
силу (34) интегралом типа Коши-Лебега, доказывает, ввиду сделан
ных вначале замечаний, теорему 5.

Приведем теперь еще одно необходимое и достаточное условие 
Для принадлежности области <7 классу К.

Теорема 6. Для включения области G в класс К необходи

мо и doc та точно, чтобы всевозможные функции вида -----' ,
?(^Н1

О<0о<2к, могли быть представлены в круге և՛՛ <Հ i интегралами 
тина Коши-Стильтьеса:

_ ?' 1 ? (35)

?(е/и՛)—-f (w) 2-i — к1
о

с равномерно ограниченными вариациями у функций Ас, (6) 
2е

( ^.(0)1 - .4. О 0о^2«. (36)
V V

Необходимость есть непосредственное следствие теоремы 2. Дей

ствительно, возьмем функции Ф:> (z) — , —• է Г. Функции Ф:,(г)-
-

— _------• очевидно, можно рассматривать как функции, представимы;
Ч~ Z

интегралами типа Коши-Стильтьеса (1) с функциями р(-). имеющими 
скачок величиной 2-i »» точке * - *0. Тогда ио теореме 2 функции

Ф:.1г(«')1?'(К՛) = ——Д : <г(е-л-) = -о)

могут быть представлены интегралами типа Коши-Стильтьеса (2) с 
функцией 4(0). вариация которой не превосходит Л.

Вывод о том, что можно считать равномерно ограниченными ва
риации у функций л((|) в представлениях функции Փ[®(«՚)|=ք ин- 
тетрадами типа Коши-Стильтьеса >2). если равномерно ограничены 
вариации у функций у(’) в представлениях (I) функций ФС’), можно 
получить сразу, не привлекая даже теоремы 2, вытекавшей из тео
ремы I, Для этого рассмотрим банаховское пространство, состоящее 
и։ аналитических в области G функций Ф(?>. предстпкимых интегра
лами типа Коши-Стильтьеса Ф (г) *=*  у - | и,д ՝ Полагаем при этом

I

Ф; inf Կմ|;ւ(')1 Ւ С) (Г- , где inf берется но всевозможным 
WK;A|(O- 1.1

функциям, являющимся угловыми граничными значениями аналити
ческих в 6՝՜ функций F(’), /'(<»)= О. принадлежащих классу EX(G' ).
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(Это равносильно тому, что в качестве нормы ԱԼ>|| взята нижняя 
грань полных вариаций всех функций а('). которые могут участво
вать в представлении (1) функции Ф(г։).

Рассмотрим штём отображение только что описанного простран
ства в подобное же пространство, состоящее из аналитических в 
круге гс՛ < I функций, представимых интегралами типа Коти-Стиль- 
тьесэ, заключающееся в том, что функции Ф(з) ставится в соответ
ствие функция Ф [?(■«’))/(•«')• Тогда определенное сейчас отображе
ние будет аддитивной замкнутой операцией, которая поэтому должна 
быть линейной.

Приступаем теперь к доказательству достаточности.
Пусть выполняются условия (35) и (36). Возьмем какую-либо 

рациональную дробь R (ц՛) с полюсами внутри к*I  и условием 
/?(гНь)! 1 на <г'|=1. Пусть Л—какой-либо контур, лежащий н

заключающий все полюса R (к՛). Тогда, пользуясь (35). (36). 
имеем

|’/?(и.) ; \ \ <Л. (37>
с(е»И- ?(W) IJ

!. 0

Здесь нам снова пришлось применить уже описанный при выводе (6) 
простой прием, фактически состоящий н перемене порядка интегри
рования.

Переходя в область G. имеем из (37)

ц՜^)^ 1<4.
-о “ г /

'Гак как контур Л—образ /. при конформном отображении z ?(«•) 
круга щ <Լ 1 на О’,— охватывает все особенности то ннте-

I ('/?!<. (.-)|ս'.-грал I—------!— осдет давать значение в точке ,Թ рзциональ-
2^,1 z — :0

I 
ной дроби г (г). получающейся суммированием главных частей разло
жений функции R [б (?)]. Таким образом, доказано неравенство г(’о)

.4, Հ61Но в качестве точки Հ может фигурировать любая точка 
контура Г. По геореме I отсюда будет следовать вывод о том, что 
(7( X.

Теорема 7. 1ля принадлежности области G классу К до
статочно равномерной ограниченности интегралов.

Ժ0 С. 0 «Л .2֊. (38)fl ?'(**)  L
' J I?(**•) ֊*(**)  е* —еЛ 

о

Д о к а з а г ел ьство. 11окажем вначале включение в класс D 
с л ед у ющи х функций
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Հ W_______J__  . - ք)
© (_ © (՝Հ!) ձ՚ք®. _ да

О О0 2«. (39)

В самом деле, функция ------ -'Hz. О<о Г Լ а £/Հ. Так что.
Ժ4’*—w

если установить включение функции------------------  в класс D., то ог-

сюда будет немедленно вытекать (39). Но —— --------- ---  — ----- и
9 (Ժ՝ )֊?(«') ’о՜֊7

нужное нам заключение содержится в следующей лемме:

Лемма 8. Функции вида ՛—• '0֊֊ Г. принадлежат клеи- 
’О 2 

су D(G).
Достаточно убедиться в существовании в области С: \ ф’. нкцин 

hr—-— гармонической мажоранты u(z), представимом интегралом 
1ч-Л

Грина (с.м. [11], |12]).
Для этого рассмотрим область Gf, получающуюся из G выбр - 

.сываннем круга радиуса р с центром в точке Հ. Граница области 
(Լ будет состоять из дуги С, окружности z— =Р и зуги ГРсГ. 
Функция in ՝ - непрерывна в Օւ. Поэтому се гармоническая ма- 

1Գ-4
жоранта может быть выражена по формуле Грина

('• ՛'’ л , . 1 С "■ 1'- ՛՛ /У.
  as ֊In — I —— - as 

on--------------------- a ,) on
c?

(40)

Здесь ,հ. (', z) - функция Грина области с полюсом в точке z.
ո 2) Og (հ, z}
Примем теперь во внимание, что------------- - <--------------- почти

ап ап
всюду на общей гранично» дуге Г? областей G и гак как ('հ.շւ(։ 
(см., наир.. |8|. стр. 45) (<(•*.  *)  функция Грина области G с полю
сом в г).

Г , г) .
L др\тои стороны, I — ֊ -as дает величину в точке г rap- 

J дп 
G

монической меры <o(z, Ср, 6՛ ) дуги окружности (?■_ относительно об
ласти О?.

Используем, кроме того, известную оценку гармонической меры 
дуги границы, приведенную в работе М. В. Келдыша и М. А. Лав
рентьева, в силу которой

ш(с, С(., (7?)< А | ~ (см. [6]. стр. 366). где Я — некоторая кон

станта. (1 — расстояние от дуги Ср до точки z.
Тогда мы сможем, усиливая неравенство (40). получить
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9՛dln ժ«
Г₽

пределу при о—>0. Учитывая, что

— In* — (41 
ժ ?

будет существоПерейдем в (41) 
пять интеграл

I In • ՜ Ճ5= | иг —- ач
J '0 * 0/1 .) I® U՛'(Ժ1)
г о

(ибо функция е (<’’՛■ I - ?(к՛) заведомо является функцией ограничен 
кого вида), имеем

. 1 ՀՏ(Հ ֊) Հ.hi    -— ---------as.
I- i о՛!

'Гем самым показано включение . /5(6'), что и утверждалось
Sti~2 

лемме 8.
Продолжим доказательство теоремы 7. И . установленного уж 

включения в класс D функций (39) и суммируемости в силу условия 
теоремы угловых граничных значений этих функций вытекает вхож- 

ъ*  (®0/А, Поэтому функции----- п -

|К':<1 интегралом Коши:

I —էճճ1— _ _ 1 Ժ6
___£(-'> ձ I |?^-)֊?Ա֊Պ ел—ел(4<? 
?(^.)֊г(«’) 2? )

!.■ О
С. другой стороны, функции 1 , можно, очевидно, рассматривать

дение указанных функций в класс

1 можно представить в 
е* —w

как функции, представимые интегралами типа Коши-Стильтьеса

Здесь <(>) -функция скачков с единственным скачком величине 
2-> при С*  — %.

Теперь остается лишь использовать (42). (43) и (38Հ чтобы убс
У (^') литься в возможности представить функции вида - инте

т (<’ ՝)-? W
тралами типа Коши-Стильтьеса (35) с равномерно ограниченными ва 
риациями у функций По теореме 6 отсюда следует включени 
6 - А', что и требовалось доказать.
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3 а м е ч а и и е. Приведенные при доказательстве теоремы 7 со
ображения позволяют фактически установить даже несколько более 
общее достаточное условие, чем сформулированное в теореме 7.

Пусть область G такова, что при всех %. О 0в < 2к,
2с

inf I ' 1
?(<’*•)֊  е1*- е*

՚ Ժ0 < С.

Здесь F (е‘г>) — угловые граничные значения аналитических в к՛ >1 
функций /• («•՛) класса Нх. /• Гзс) ֊ 0. Константа С справа не зави
сит от ео, () 0у 2-. Тогда (/'К.

Нетрудно видеть, что достаточно требовать выполнения условия 
(38) лишь для всюду плотного на | >, 2-| множества значений. Ука
жем теперь одно непосредственное следствие теоремы 7.

Следствие 9. Пусть область Ci такова, что функция 
непрерывна в замкнуто м круге iK'l 1. причем модуль непрерывно
сти «՛(?', А) функции У(г/в) удовлетворяет условию

(44)

и
Тогда область (1(- К.

В частности, условие (44) выполняется, если границей области G 
служит «гладкая кривая I . для которой угол 0(s) между касательной 
к кривой Г и вещественно։։ осью обладает свойством

■•(». А) 2- («)

(lg Л )
Для включения области G в класс К достаточно далее знать, 

чти

р»Сл Л) |g//(4(>) 

Ա

Действительно, из (45) вытекает, как показал Я. .1. Геронимус |2|. 
обобщивший известный результат Келлога. следующее неравенство 
для модуля непрерывности функции ?'(г/0):

ա(ք'/') /. « V՜1՜ 
(lK А )

В случае выполнения (46) справедливость (38) была непосредственно 
установлена С. Я. Альпером |||. Так что включение G К следует 
сразу по теореме 7.

Заметим, что ранее в работах других авторов при более жестких 
или таких же. как в (44) или (45) предположениях о контуре Г. ут
верждалось лишь существование почти всюду на Г угловых гранич
ных значений у интегралов типа Коши-Стильтьеса или типа Коши.
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Лебега. Подобные результаты были установлены И. II. Приваловым 
(см. |7]). Б. В. Хведелидзе |11|, предполагавшими, что Г- гладкая 
кривая, удовлетворяющая условию Гельдера. и С. Я. Альпером |1|. 
изучавшим интегралы типа Коши-Лебега в предположении, что Г 
удовлетворяет условию (45).
Московский । еоллгоразвсл<»чп1.1Й

MHcrmvi Поступила 21 I 19Ы

'Ь. 3• Ян» ։Г։иг 1|ի(։

ԿՈԹ-USbLSbUb ՏհՊհ b< ԿՈՇՒ֊ԼեՐեԳԻ ՏՒՊՒ ՒՆՏեԳՐԱԼՆԷՐՈՎ 
ՆեՐԿԱՅԱՑՎ-ՈՂ. ԱՆԱԼՒՏՒԿ ՖՈՏՆԿՑհԱՆէՐՒ 

ՃԱՏԿՈհ^ՅՈհՆՆեՐհ ՄԱՍՒՆ

Ա IF «I» II <1» Ո հ Ս'

Մ ւոցւքամ Հ աղղեւի Iti/ftltftttff in ի րու լթ՚հերի Տատա կ դաս 1\ , հեւոերպ 
ձեաք. (} տիրուլիքր պատկանում Հ /\ դասին, ե[Jե ամեն մի <|) (’) տնտ/իւո[ւ1ք 
էիունկւքիա, որր ներկա րոէր[ու մ Լ Ч րւ շի֊ I/ տ ի / ուեսի աիպի ինաեդրալու/'

Ф(г)« մ'.. zf(i
2м J ' z

г
fT-ն (АД 1.4րն Լ), О աիրոպիքի Ji՛ j J 'll"“ կ՚՚նֆորմ արաապոոո֊ I
կերումիդ հետո ներկալւււքրիւ» մ /

*<’՛"”•«-տմՋ:
<1

ի՚հտեդրտրււ[. որտեդ Z ֊ ( iC'1-iz արտապատկերող 1իանկէյիան կ։
ներվում են ոէնհրտմեշտ և րավարար աիպի մի շարՀ> պայմաններ, որ֊ 

պեէ/դի (j К .
Օրինակ ապա»/ո».դւք ած Լ .
Թեորեմ է». 11րպեաւի (j /\ , անհրամեչա է ե րաւքարար, րոլոր 

------?ձ<ճ!— о а 2-

ւոեււվւի ֆանկցիաներր ԼՀ՝ 1 շրջանում ներկալարվեն 4ոշի֊ IIաիրոեսի 
տիպի

Հքմ') 1_ ՜Հ rf/уб)

?(<•*•)  «(«՛) 2-i յ ел W

ին ։ո ե if ր ո։ լո էք , որ tn ե էյ

( մ/.-,(<ւ| .4. 0=% 2-.
0
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