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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. С. Космодамнанскнй

Упругое равновесие анизотропной пластинки с конечным 
числом эллиптических отверстий

Задача о напряженном состоянии анизотропной пластинки, ос­
лабленной одним эллиптическим отверстием, имеет точное решение 
и хорошо изучена |1|.

Однако, во многих отраслях промышленности инженеры имеют 
дело с пластинками, ослабленными не одним, а несколькими отверстия­
ми, которые оказывают взаимное влияние друг на друга.

Целью данной работы является изучение влияния отверстий на 
напряженное состояние пластинки вблизи этих отверстий.

1. Пусть анизотропная пластинка, ослабленная конечным числом 
эллиптических отверстий, дефформируется усилиями, действующими 
на контурах отверстий в ее срединной плоскости. Для простоты при­
мем эллиптические отверстия одинаковыми. Центры их лежат на од­
ной прямой, а расстояния между центрами также одинаковы и рав­
ны /. Полуоси эллипсов обозначим через я=1 и Ь. При этом будем 
предполагать, что Г>2а и 7>2ծ (фиг. 1).

Задача о напряженном состо­
янии такой пластинки сводится |1| 
к определению двух функций ком­
плексных переменных Ф։(<’։) и 
Ф2 г2) из граничных условий на 
контурах отверстий

Фиг. ։.

2/?с(Ф։ (շ։)-|-Փ-(?2)| =

(1.1)
J

2Re [.л.Ф, (г,) + Ф. (z։)| = ֊
I)՜'

где Х,։ и Yn —проекции уснлш действующих на контурах отверстий, 
на оси л и у; /г —номер контура: с։/. и с.^— произвольные постоян­
ные, не влияющие на напрял- пире состояние пластинки; и «и- 
комплексные постоянные, кот՛ ые характеризуют анизотропию пла­
стинки.
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Функции Փ։(?ւ) и Фг.-?2) определены в областях ձ’։ и ՏՀ, кото­
рые получаются из заданной области путем аффинного преобразования.

Остановимся на случае, когда комплексные параметры и ц։ 
являются чисто мнимыми (рг = /3. и2 = го). Тогда в области опреде­
ления функции Ф։ (zj будем иметь плоскость с одинаковыми эллип­
тическими вырезами, причем полуоси эллипсов получатся равными 1 
и Յծ. В области же определения функции Ф...(г2) аналогичные эллип­
сы имеют полуоси 1 и օծ. При этом расстояния между центрами от­
верстий будут попрежнему равны /

Аналитическую в области 5, функцию Ф։(г։) можно представить 
так [2]

Л -1
Փւ(^ւ) = S?*(2x)- <լշ)

*‘9
Здесь (£ —0, 1,2....... п 1) —функция, голоморфная вне кон­
тура М, полученного из контура L* путем аффинного преобразова­
ния.

Отобразим конформно внешность единичного круга հ на внеш­
ность контура Lk. Отображающая функция имеет вид

/г . ,, 1 4՜ г 1 —Յծ 1
<«> (Գ) = Z։ — ki = —֊ т------- ------ - - (1-3)

ճ Հէ «

Функция
■=?$£*) (M

будет голоморфной функцией вне единичного круга 7 в области (ն). 
Поэтому ее можно представить в виде ряда

Հ(4> = Տ^՛ 0 5)
т-\ 'k

где
C*=C(z1֊A/). (1.6)

Теперь функция Ф։ (z։) примет вид

ՓւՕև) tik (1-7

Перенесем начало координат в центр эллипса £» (> = 
= 0, 1,2,... п —I) положив

— ՛մ = zj.
Тогда

ф,о>) = Е
т-1

Л-1 >(*) « 

v У

(1.8)

(1.9)

где знак (*) означает отсутствие в сумме номера k = 0.
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Последняя сумма в выражении (1.9) представляет из себя функ­
цию, голоморфную в круге, который охватывает контур Z.՜. не ка- 

| саясь соседних контуров. В этом круге, а, следовательно, и на кон­
туре 1Հ, эту сумму можно разложить в ряд

где

п- 1-v
V

է---- V

У Лл. k+ 
- [cu;-w)r=Սհ”(Հ)'-

Г-0

(МО)

1 .. dl- 11 hi-----
fl Հ-0

I V V_ _____.և* (1.11)

Коэффициенты Л?’ в качестве множителей будут иметь в раз՛

личных степенях малый параметр : = 1,7, г. к. (Q--о _*LX 
1+^Х

Органичимся в разложении (1.9՛ членами, содержащими г в сте 
пени не выше наперед заданной. Тогда на контуре

Г-0

(1.12)

где г — наперед заданное число.
Таким же образом на контуре /Հ. который в плоскости (za) по­

лучился из контура путем аффинного преобразования, будем иметь

фдг=)‘-1-|=^+^5'”։<г‘)'՛ (Լ13>

лп-1
где

B‘t '! = — 11 m 
fl .<-0

Л֊։֊.И=|-
_ I V v

(1.14)

Предположим, что коэффициенты . и Հ.._, при /г =#= 0 нам 
известны. Тогда для определения функций Фх(г։) и Ф2(г2) из гранич­
ных условий (1.1), «данных на контуре Լ . мы имеем задачу для ор­
тотропной пластинки с одним эллиптическим отверстием, решение ко­
торой известно для общего вида загружеиия контура пластинки [1|.

Проделав эту операцию для каждого отверстия, для определения 
коэффициентов и •?„. Հ.^. получим конечную алгебраическую си-
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стему. Найдя эти коэффициенты, .мы на основании формул (1.12) и 
(1.13) определим функции Фд(г։) и Ф8(г2), .зная которые найдем на­
пряжения из следующих зависимостей

Ն = - 2Re [^փ; (2Х) 4- ձ2փ; (z*)|,

Зу = 2Re [փ; () 4- Ф.; (շՋ)]. (1.15)

'хУ= 2Ջ^|?Փ;(2յ) |-ծփ;(?3)|.

Таким путем решается задача о напряженном состоянии анизо­
тропной пластинки и в том случае, когда отверстия не являются оди­
наковыми и когда расстояния между центрами отверстий различны.

В этом случае г —, где /л наименьшее расстояние между отвер-
Հ

стиями. Остальные расстояния выражаются в долях /։.
2. Пусть имеем ортотропную пластинку с двумя эллиптическими 

отверстиями. Контуры этих отверстии свободны от усилий, а на бес­
конечности действуют растягивающие усилия интенсивности р вдоль 
линии центров отверстий и интенсивности q — перпендикулярно к ли­
нии центров (фиг. 2).

II I է н

Фиг. 2.
I I I I и

Решение задачи о напряжен­
ном состоянии этой пластинки про­
ведем методом наложения. Сначала 
найдем поле напряжений в сплош­
ной пластинке. Здесь

4=А Հ = д. Հ, = 0. (2.1)
На воображаемых контурах отверстий в данном случае проекции уси­
лий на оси л՜ и у буду։ иметь вид

уО _ п dV vO _ _ dx— р »п — q • 
ds ds

(2.2)

Наложим, далее, на поле напряжений в сплошной пластинке по­
ле напряжений, которое получится, если к контурам отверстий при­
ложить усилия

Х„ = -Ха„, У„ = ֊Г,?. (2.3)
Эта задача приводится к определению функций Ф։(га) и Ф2(з2) из гра­
ничных условий (1.1).

В силу геометрической и силовой симметрии, которая имеет ме­
сто в нашей задаче, функции Фд (г։) и Ф2(г2) можно представить в виде

у I- ւ)էՆ4
fr-l
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ф.(г.) = у_Л_+у՜ ՜ Jimi J1 пг;+2ш* (2-4)

где z, = z. — /, Հ — zn — I.
Коэффициенты и ծ., следует определять из граничных условий 

на контуре правого отверстия. Тогда на контуре, левого отверстия 
очи будут выполнены автоматически.

Разложим вторые суммы выражений (2.4) в степенные ряды, ис­
пользуя формулы 1.10։—{1.14), ограничившись членами, содержащи­
ми տ в четвертой степени.

Тогда из граничных условий (1.1) для определения коэффициен­
тов и ՝\ получим следующую алгебраическую систему:

®1 (1 — s։/W0 — 6s4/rt|/7ij ՛ + '?։(! — &2«о — бг’лу/ J 4՜ 2?^քՈ<> +

+ շ.յ2ժ»ջ - з^х ֊ з*,-^=- —•
?2(1 - зл/Х) ։ О -35%պ5) 4-?ւ£3^օՀ-ր?ժ4^ -- °-

?з 4- '?3 ֊ ?։еХ И? 4֊ W?) — («2 4- п]] = О,
В®։ (1 4- -I- ճտ՚Կո^ո^շ) -г Յ՚հ (1 ՜է՜ 4- бе4//^^) — (2.5)

- 232®2Л.7?г* - 2б'Ь3с3с7/2 4- 332®3sV/nJ 4- Зо8$3£4<4 ֊ ֊~»

p©։ (1 — 3s4///23c) 4֊ i 1 — Зг*л2^) = 0,

?f3 4֊ Зфз 4֊ ('«? ֊ '«}) I - (րհ ~ д’) = 0,

?fe = ’?3 = 0 (£=4,5....).
Здесь

c = —, /ло = О.5(1 4֊ M, mi = 0-5 (1 — ?c), w0 = 0.5 (1 4- M- 
a

(2.6)
«։=0.5(l֊Sc)t մ0== 0.5(1 4՜ ?V)» ^օ = 0.5(14-ձ2ժ).

Найдя из этой системы коэффициенты и фА, на основании фор­
мул (2.4) и (1.15) найдем напряжения.

В таблице № 1 приведены значения нормальных напряжений од- 
« бу в наиболее интересных точках для двух случаев загружения 
пластинки (1. р 0, q ֊а 0: 2. р 0; q = 0). Для сравнения здесь же при­
ведены значения аналогичных напряжений Հ. и =;„ которые имеют 
место в пластинке с одним эллиптическим отверстием.

Касательные напряжения тд.у в рассматриваемых точках равны 
нулю.
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При проведении расчетов было принято, что пластинка изготов­
лена изСВАМа |3] (£=1,89, о = 0,531). Были рассмотрены различные 
отношения полуосей эллипса с при неизменном расстоянии между от­
верстиями, которое равнялось <2.

Таблица I

Точки Р 0. ч о Р =Ւ 0. 7 = 0
Պր/<7 Հ/’ ■з °х/р »у/Р

О 0.32 2,08 0,32 1.49 0,10 0.03 0,16 -0.07
А 0,004 3,51 0 3.42 0.002 -0.48 0 — 1,(Х)1 В -0.02 3.71 0 3.42 0.006 -0.91 0 — 1.00
С —0,94 -0.01 —1,00 0 3.17 0,02 3.42 0
О 0,82 1.89 0,46 1,40 0.13 0.03 0,45 0.01

0.5 А 0,02 6.20 0 5.83 -0.02 -0.60 0 -1.00
В -0,01 6.10 0 5,83 0.01 -0.89 0 -1,00
С -0,92 -0,001 -1.00 0 2,03 0.001 2.21 0
о 0,95 1.78 0,47 1.36 0.50 0.02 0.73 0,01

0.25 Л 0.05 11,53 0 10,65 -о.оз -0,83 0 — 1,00
в -0,01 11,15 0 10,65 0.01 -0,94 0 -1.00
с -0,94 0,001 1,00 0 1.53 0 1.61 0

3. Пусть пластинка, рассмотренная в § 2, ослаблена тремя оди­
наковыми эллиптическими отверстиями (фиг. 3).

В данном случае в силу 
силовой и геометрической сим- 

> метрик функции Ф։ լ?։) и Ф2(г3) 
ւ — можно представить так

И I I I И В փ /г )= V _ ___ ւ
Фиг. 3. а-1,3,5...

+ у „ J!+Н Г|

. . (3.1)
ф(,) = V 4. у ф /է .... . J-r՛ ք

Коэффициенты ow, ։pw и ФЛ1 следует определять из гранич­
ных условий на контурах правого и среднего отверстий таким же об­
разом. как это сделано в § 2 (граничные условия на контуре левого 
отверстия будут удовлетворены автоматически).

После их определения на основании (3.1) станут известными 
функции Փւ(2յ) и Фо (z3) и напряжения в пластинке определятся по 
формулам (1.15).

Результаты вычислений для напряжений, проведенных для тех 
же случаев, что и в § 2, приведены в таблице № 2.

На основании приведенных таблиц можно заметить, что
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Таблица 2

C Точки р = о. V о Р 0. 7 = 0
*х1ч 1 =3 =х!Р I 1 => a’JP

В. ֊0.01 3.71 0 3.42 0,03 —0.89 0 —1.00
А1 0.04 4.0-1 0 3,42 -0.04 ֊0,58 0 1.00

1 л 0.06 3.87 0 3.42 -0.06 -0.57 0 —i.oo
С, ֊0.90 -0.01 —1.00 0 3.18 -0,01 3.42 0
с -0.82 ֊0.03 -1.00 0 2.95 0.02 3.42 0
к 0.58 2,13 0.32 1.49 0.08 0.04 0.16 -0.07
В, -0,02 6.26 0 5.85 0.02 z -0.85 0 -1.00
А, 0.10 6.42 0 5.85 -0,09 0,69 0 — 1.00

0.5 А 0.08 6.61 0 5.85 0.08 - 0.60 0 — 1.00
Գ ֊0.87 0.01 —1.00 0 1.99 -0.О1 2.21 0
С -0,77 ֊0.001 — 1.00 0 1.79 —0.004 2.21 0
К 0.88 1.95 0.46 1.40 0.09 0.04 0.45 0,01
В. -0,02 11.44 0 10.68 0.02 -0.00 0 -1.00
л, 0.07 11.74 0 10.58 -0.05 —0.84 0 ֊1.00

0.25 А 0.07 12.01 0 10.68 -0.04 -0.79 0 —1.00
с, ֊0.91 0.01 — 1.00 0 1.51 —0.001 1,61 0
С ֊0.87 -0,01 -1.00 0 1.45 -0,002 1.61 0
К 1.01 1.84 0.47 1,35 0.49 0.03 0.73 0,01

а) концентрация напряжении r пластинке понижается при уве­
личении количества отверстии, когда пластинка растягивается вдоль 
линии центров отверстии и увеличивается, когда пластинка растяги­
вается поперек линии центров;

61 при растяжении пластинки поперек линии центров нармаль- 
ыые напряжения и зу в точках между отверстиями значительно 
увеличиваются по сравнению со случаем, когда пластинка ослаблена 
только одним отверстием; это увеличение получается большим, если 
отношение полуосей эллипсов с будут уменьшаться; при растяжении 
же пластинки вдоль линии центров напряжения в точках между от­
верстиями уменьшаются.

Саратовский госуннверситет 
им. Чернышевского Поступила 6 VI 1960

(*>. U. 1ււսւմ*ււէ]ւււմ'|ււււհււ1|ի

ШЯШР ԷԼՒՊՏՒԿ ԱՆՑՔԵՐՈՎ. ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ 
ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ՃԱՎ.ԱՍԱՐԱԿՇՌՈհԹՅՈհՆԸ

Ա Ս* Փ II Փ П Ի II'

'Լերչավոր թվով է4՝^ Րո'! թՒթ^4Շ դեֆո րմացիաէի է են­
թարկվում թիթեղի միջին հարթ ութրււնա մ կիր ասված ուժերով։

Առաջարկվում է մի եղանակ) որր հնա րավորութ յան է տայիս տվյալ թի~ 
թեղի Լարվածության վիճակի խնդիրր բերել մեկ անցրով համ անման թի­
թեղի մի չս՚րր խնդիրների, որոնց լա ծու մներն ստացվու մ են հայտնի եղա­
նակներով։



26 А. С. Космодамяанский

Որպևււ մասնավււր դեպք, դիտարկված է երկու և երեք էւ1'“{ս,Ւ^ անց­
քերով օրթոտրոպ ի/իի/եդի ձդա.մր։
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