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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. ԼԼ. Гнуни

К теории динамической устойчивости слоистых 
анизотропных пологих оболочек

Рассматривается нелинейная задача динамической устойчивости 
слоистых анизотропных пологих оболочек, собранных из нечетного 
числа однородных ортотропных слоев, симметрично расположенных 
относительно срединной поверхности оболочки.

Линейная задача динамической устойчивости пологих однослой­
ных оболочек исследована в работах многих авторов I, 4. 8, 9|. Об­
щие вопросы нелинейной теории динамической устойчивости упругих 
систем разработаны В. В. Болотиным, им же. решены две конкретные 
нелнйейныо задачи динамической устойчивости изотропных пластин |1|.

Известно |11, что линейная теория динамической устойчивости 
тает исчерпывающий отве1 о расположении областей динамической 
неустойчивости в предположении, что начальное равновесное безмо- 
ме.ч-иое состояние отождествляется с недеформированным состоянием 
оболочки. В противном случае области неустойчивости следует опре­
делить не из уравнений линейной теории, а из линейного приближе­
ния уравнений нелинейной теории, которые будут содержать коэффи­
циент нм при нелинейных членах и будут совпадать с уравнениями 
линейной теории только в том случае, если начальное состояние при­
нимается недеформированным. В настоящей работе мы безмоментное 
состояние примем как недеформированное и для границ областей не- 
устончнвости будем брать их обычные значения |Г. Однако, беспре­
дельное возрастание амплитуд в областях динамической неустойчи­
вости. предсказываемое линейной теорией, в экспериментальных ис­
следованиях не наблюдается. Наоборот, с увеличением амплитуд ко­
лебаний скорости их изменения постепенно уменьшаются и получается 
пронесс установления колебаний с почти постоянной амплитудой. При­
чиной »того являются нелинейные факторы, которые для пологих обо­
лочек включаю։ в себя в первую очередь большие прогибы. Поэто­
му. для исследования процесса установления колебаний и определе­
ния амплитуд установившихся колебаний, необходимо исходить из 
уравнений нелинейной теории оболочек [1].

1. Пусть .с и у являются криволинейными, ортогональными ко­
ординатами. совпадающими с линиями главной кривизны срединной 
поверхности оболочки. Считаем, что геометрия срединной поверхно-
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сти оболочки совпадает с геометрией плоскости и главные, кривизны 
kx и ky при дифференцировании ведут себя как постоянные.

Известно, что ортотропные, материалы обладают тремя пло­
скостями упругой симметрии. Пусть одна из плоскостей упругой сим­
метрии материала каждого слоя будет параллельна срединной поверх­
ности оболочки, а остальные две—перпендикулярны к координатным 
линиям х = const и у - const.

Имеем следующие уравнения движения:

Ох
4- ~ = О, f).V2 _ OS 

ду дх
(1.1)

+ + ф + 2 ՀԼ + ~ Д', g .
дх- Ох Оу ду- дх-

-25— 
дхду

v &W , 
Оу- dt2

(1.2)

Здесь ու՝ приведенная масса, которая в случае симметрично собран­
ных слоистых оболочек имеет вид

где —удельный вес/п*го слоя, — расстояние /п-го слоя от сре­
динной поверхности оболочки, которая одновременно является средин­
ной поверхностью среднего (// 1)-го слоя |3]. 7—внешняя, нор­
мально приложенная к срединной поверхности, нагрузка.

Эти уравнения получены из обычных уравнений равновесия не­
линейной теории [2| путем добавления инерционных членов, причем 
тангенциальные силы инерции не учитываются.

Для усилий и моментов имеем |3]

Ад = ՇյյՏյ -р- С12^2,

<v2 = Գհ-х 4֊ с22ч (1.3)

S = C8g<U2, 
и

; D12x2,

AL = ■ •- /J22'z2, ՛ 1.4)

где

Сд = 2
ri

Л1 + v^(2„-5m+i)
m I
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/I

(1.5)

гт: л2”
1 — а'/г’17

ւ 1.6)
:՚ք ЕТ

J1!?'"

Для деформации срединной поверхности имеем |2|

du . dv . dw dw ս՛ - - I — I .------->
ay dx dx ay

(l.7i

9
я”1 Հ+.

nm _ ____
ւ —

, вт.

!^/?Г

ււյ7’ Գ,?1

d-w 
dy- 

d2w 
dxdy

(1.8)

которые должны удовлетворять следующему уравнению неразрывно 
сти |2]

ժՉտ.. д2^ . . д-w . <EwՀ֊Լ ... —-х _ _-----А,- — — A’v ------ - -г
ду‘ dx- oxdy ду- ах-

И (1.9
dx: dy- \дхду /

Представляя усилия Л'։, Дги и ձ՝ посредством функции напряжении 
т = ?(л\ у. է) следующим образом

ч. а-?
(1.10)

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям равновесия (1.1). 
На основании (1.8), (1.7) и (1.10) из уравнений (1.2) и (1.9 получим 

1едующую разрешающую систему дифференциальных уравнений:
Ժ4^ С/։!г> <9'։о 1

Й:* + (ճ66 “ 2ճ12^ Դ -‘TV + T7 ՜:՜ ՜\ լ ւշ՝^ +ox4 dx- dy- ду* 2
. . օ2ս՛ . a-w 
4-^x— -liy ;;

d\- ’ C/A"
-֊- 0. (1.11)

BlM-rtHii ЛИ, серия фнп.-мат. и-лук. .У- I
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4-2 (/Лг : w№) 
ах*

dAw , & д'го 
дх2 dy- ‘ “ ду*

— L (от, '•?) — fr.v— — fry — հ (х, у, t) -j- т* ° u - 0, 
ду- ' дх- 0Բ

где
. t . a2w ժ2օ п d2w ծ2? d՝w ժ2«

дх2 ду2 дхду Oxdy ду։ дх2
С„ См Сг, I

"»“7Г Պ»”֊^ «.= = ֊’’ а«-=с’

о = СпСг2 — Си.

В системе il.ll) заменив q(x, у, է выражением |1|

</ = Ад (х, у, է) х։ -Է Д2 (л-, у, /) 7.2, 

получим уравнения динамической устойчивости

(Կշ
()AV
Ox ‘

(1.12!

(1.13]

11.14

Ժ’չ 0՝z 1
(ам + 2ճր.) - 1 an 77 I- —/■ («', ») 4-

Ox- dy2 dy* 2

+ ■ */^ = 0,
dy2 ax2

Dn + 2 IDK + 2/J„„) ֊77; !Հ, a՝a -L(w. <t)- 
ax1 ox- Oy- dyA

+Л». +Mj. + = 0,
(>y Ox- ■ Ox- ( dt2

(1.15

где А? и Л силы, характеризующие, начальное безмоментное состоя 
ние. которые для простоты принимаются не зависящими от х и у.

2. Решение системы (1.15) ищем в виде

9 ('Գ У, /) = VV фтя (^| ?ия (х> у),
т п

(2.1

от (х, у. /) «= Zifm>i (Х| у).
т и

Представим <&m/r i'x, у) и wmn (л՛, у I в виде произведения двух фун) 
ций. каждая из которых зависит только от одного аргумента и мой* 
быть представлена в виде линейных комбинаций фундаментальнь 
функций поперечных колебаний балок, заведомо удовлетворяют։ 
только двум граничным условиям на каждом краю оболочки

?Л'1Д (.V, у) — АЛ(л՜! Y,,.։ | у),

•'^тп \ х. V) С'я(х) 1/ст(у).
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Уравнения (1.15 в вариационной записи принимают вид:

2а։2 ժ4»
ох- ду- ду* Ч-

1 , . . . o-w . d-w— L (w, w) ♦֊ kx — ■֊֊ —
2 оу- Ох-

0© dx dy = О,

Г1' ք„ ^՚ + 2 (О։! -f 2О«) + dJ^ -
J,) дх* Ox- dy ду

ճ(®, ?)—Հր—- A’z-֊--}֊ 
dy dx-

.. ! J ֊ — W* ՇԱԱ/Х r/y =- 0.
dx՝ dy dt- J

Вариациями функций ?(л՜, у,/) и «?{-<, у, У) будут:
֊ ^^»л«ч5 Ф/пл.

т п

(2-3)

(2.4)

'J ! тп- 
т п

Используя произвольность вариации сФЛЛ и и ортогональ 
но՝.;, фундаментальных функций, из (2.3) получим следующую си 
стеку уравнений:

I I րհ (. О/г ^' ттеи\ ,| Ф«я ճ«֊ - {ам 4- 2Д12) ֊ - ■ -г аи —- ) -|-
.) J \ dx՝ dx-ay։ ду՝ ./

- Фтп/т,։ L < W„„, ) — <!>„,„ С/!. -\ k4 ) +
\ Оу- ох- /

у I <> л»о d-win/l .
]•»■> ■՝ I , Jrnn А з—---------- Ւ

дх- ду-

m^fnnwa„ 
dt-

w„„, dx dy ~ 0.

После подстановки i 21 в систему (2.5) и интегрирования, полу­
чим дн!.|։ференциальное уравнение
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(2-6) 

где
// , А 

ш- = — ՛■ — ------- -
/Л’АЛ «Ч

АТ/ -
л/<

/
/<

» 'Л1 
Aj.

/а4 * А
% 4

■2.7)

/5/։ 4 /а/л , /*/з
Ся,я —атя • / t

«ЧЛ "«АЛ
/։ = I ( У■ <i„ 4- 2u։7)A <i ) « ՚ |a.։ )mdx(fy,

/.=.֊ Ц A-rU V’„) XnYm dxdy.

I, = ’ Ц’ 11 ■; V'. C. 14 ֊ t'. I . r I x„ r„ dxdy,

- j՜ p/JuUV V- + 2(0,. + 2Օ„)Շ՚; f„ P„(7.VS'|A'.rn dxcly.

/■= ^\xr„o;v’„ -֊ ,X'„YmUM U.Vmdxdy.

(2-8)

/:= - \\ll>,X,Y„ + k,.X'„Y„)U„V„dxdy,

^Ն, \-„dxdy.

3. Из уравнения (2.6 . принимая fm = A sin«>/ и .V? = .V? = 0, лл։ 
нелинейной частоты собственных колебаний (даЛЛ) получим выражение

(3.1

Принимая = const, X • = const и jnn = const, из ՚ 2.6) можно получи
также нелинейные критические значения действующих сил при их
статическом действии. Аналогичные задачи тля однослойных, изотрон 
них. шарнирно-опертых оболочек решены О. Д. Ониашвили |-1|.
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1аконец, исходя из уравнения 2.6), можно описать хлопок обо- 
ючки при действии нагрузки со стороны выпуклости |2|, однако в 
шстолщей работе этот вопрос не исследуется.

4. В частном случае, когда прямоугольная в плайе laXty обо- 
очка радиально оперта по четырем краям, из (2.7) получим

I , = J_L■

+ ад.1 I 2(/Л, շ/Հ)Հ^-ւ . (4.1 )

J_ (<Հ I *,ւՀ)9_____
1 й <Կէձ *է* (<։« 4* 4֊ tf։։pi

+ Օ„Հ + 2 (D։; • 2/Հ) Հ|Հ + Оя pl I. (4.2)

« = —? — I )*,-; +*.ւՀՀ  +
11да (йм 2:7,. ՚ ' Հւ;,.

‘ Dtfi + 2 (D։. 4- 2D„ Հ Օէ.;Հ . (4.3)

^ = ֊—■ —Г4—------ 0.4:.
m ab a^.. — {a„ -f- '2аг. /Հ>« •

<*ՀԾռ—~ — - •-------.------------------------ ՜ >"3---------------- Г* (‘l.Ol
9 m*a'b- a^.., • (dw - 2д.,1 !.հլ-„ 4 «1гии

где
• л» л/z

• ?-=—• (4.6)
а b

5. Принимая |1|

Лд = A jo Դ А'и cosW
(5.11

Л?=А» 4 Л'тг .об^,

аннеиие (2.6) можно принести к виду:

М Н- տճ (1 - 2?,.cosW)/„.-Л-, </„, f'„„ =о. (5.21
Где

w я ±____ .У.нУГ
" 2 A^AT.”

Словно предполагая |1| что силы сопротивления имеют вид
КтAfmn}fmri, и вводя их в уравнение (5.2), получим 
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fmn Rmn (fmn)fmrt ՜ --/пл (1 —{ԿոոՀ-Օ&է) fmn V.mnjmn T dmr.fmn==r^ (5.5l 

Ограничиваясь первым членом разложения flm«(/w,։) в ряд Тейлора' 
из уравнения 15.5) получим

/" 4- 2г/' 4- Զ3 (1 — 2acos0/) f - ef - ժ/3 = 0. (= .6)

где £ характеризует затухание системы в первом приближении.
Здесь индексы т и п опушены, поскольку уравнение (5.5) иден­

тично для всех форм колебаний.
6. Переходим к вычислению амплитуд установившихся колебаний.
Известно |1|, что уравнение (5.6) можно написать таким обра­

зом. чтобы его „линейная" часть допускала периодическое решение:

Հ 2с„/' + У: (1 — 2յւ cos Կ f - I/(/. Հ. /1 — 0,
где

V{f, քՀ = -г dp֊ (Զ2— 2:)'1-2ucosfi/l/+2(£-SJ ք, (6.2)

О — Զ ,
о.

о
z S • • (6.3)

О" — критическая частота.
Используя метод Мандельштама 11. 5], уравнение (6.1) можно

привести к следующей системе уравнений с постоянными 
циентами:

Հ՜) /••։(г„г։. о-о, 

dt

—֊---- 2... /)=0,dt - 1 -
где

== 1 *^2 Vci*

•-շ == 1 «12 "՚

Л (■*։. *2. 0 '?21 V >1։ Д-շ. է .

Ւ~-շ, է) — ՝յ.,1 (л,, л'„,

коэффн-

(6.4

(6.5)

.6)

(6.7)

(6.8)
?•_■։ = ? ( О. '>.>> — г ՚ է .

ci/'i - функция Матье |6|.
Уравнение (6.4) можно решить методом последовательных при 

блнженнй. Однако для практических целей достаточно и нулевое при 
ближеиие, которое определяется из условий
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z = C. 
z =-0,

16.9)

где С — амплитуда нулевого приближения, для определения которой 
из условия периодичности решении* системы (6.4 получим

|F։(C. 0. /)<// = (). 

б
(6.10)

или в развернутом виде 
г

</(?,’(/) Զ1 —Զ.)(1 2u cos W) С? (О 4-

+ 2(< -ч)С </?(/) 
dt

16 II)

Из условия i6.ll для амплитуд установившихся колебаний в ну­
левом приближении, помимо тривиальною корня С=(). получим еле- 
дуюшие выражения для главной области неустойчивости соответствен­
но для верхнего и нижнего предела:

а) при е=0

Դ<> Հ /Ь- \С-?Ь] (f-՛)11”1

где

րՀ^ 4Զ’(1 ? pr, (6.13)
в) при ё О

-,2Ь1 (Л (՚ I 

где

■ ef=42=(l: I r-4i)- (6.151

Отметим, что формулы (6.12 —(6.15) по внешнему виду иден­
тичны с соответствующими формулами для пластин. Кривизны сре­
динной поверхности входят в формулы (6.12) —(.6.15) через вели­
чины Զ и р. Отсюда мы земечаем. что четные степени функции / не 

, влияют.ни на установление колебаний, ни на величину установившихся 
им плит уд. К аналогичному результату приводят и другие методы на- 

| хождения периодических решений уравнения (6.1).

• Решения системы <6 4) если периодичны, то имеют период Т или 27'
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Следует отметить. что выкладки П. 6 предполагают слабую не 
линейность системы, неспособную существенно изменять гармонический 
характер движения. На основе этого строится решение, не обес 
печи веющее постоянство энергии системы дли любого .мгновения, ио 
соответствующее постоянству энергии в среднем за период. Этим ։ 
объясняется отсутствие влияния четких нелинейных членов па ве 
личину установившихся амплитуд |П . Поэтому исследование пере 
скока для динамического процесса становится невозможным.

7. В качестве числового примера рассмотрим трехслойную файер 
пук» оболочку |7|. характерные размеры срединной поверхности ко 
торой суть: а = /> = 10 м, R» 40 м.

Пусть оболочка состоит из двух продольных (наружных) и одно­
го поперечного слоев Обпын толщина фанеры /г — 0.09 .и. толщина 
каждого слоя % » 0.03 м Ра՛ четны.- толщины ձ։ --Հ. ==0,0-15 ч и 

0.015 .« Удельный вес фанеры հ 800 кгл*.
Упругие характеристики каждого слоя приведены в ннжеследую 

щей таблице:
-

Эп — 70200 кг

/;ք(*'Հ г.м’) • 1 o'” uJi!

• п 111 слом 120000 6000 4МЯ) 0.6 0.03
11 слой 9ХЮ 120000 4800 0.03 О.б

На основании приведенных данных из i'L5) и (1 13) получаем

ип = <>,249658 
0^=0.133817 
а։. =0.010385 
ов( = 2.380952

мкг, 
м кг, 
м кг, 
мкг.

= 6210
Du=2160
D.. = $970

кг.
кг.
кг.

м
м.

Յք-

Допустим, на оболочку действуют разномерная нагрузка 100*4 •« 
и пульсирующая нагрузка со? W = 200 cos'я к: .ч- Исходное безмо
ментйое напряженное состояние будет х iprcr-’p ։ зовггься силами .\'? = 
= 0 и \ .= Ry. Используя формулы (4.1) 17 . (5.1). (5.3) и (5.4)

случае основного гон.։ колебаний (т=л = |., ня величин Զա и 
получаем значения = 374.011 1 сек’ и рп 0.1116 кг{м.

Из-за отсутствия определенных тайных, затуханием системы не 
будем интересоваться.

Из формулы (6.13) для нижней ч верхней границ главной области 
неустойчивости получим значения:

• О; ՛ инж. = 1279.753 1 сек* и 
(•Հ) верхи. = 1712,358 l/tw5-

•Xмили гулы установившихся колебаний для главной области пеус 
тойчнвости получаются в виде фиг. I):
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I. (С2։ ниж. = (0.119947 Ս* — 155,661579 10’3 м։,

II. (С=) верхи. = (0,119947 (г - 205,392205) 10 1 жэ.

Исходя из формулы (6 14). легко убедиться. что при наличии затуха­
ния затяги пан не колебаний возможно лишь для частот, не превышаю-

<.= Զ ’
ших IU0J.

Տ՛*

Как видно из чертежа, нулевое решение нелинейной системы 
устойчиво всюду, за исключением областей возбужденна линейной си­
стемы. В области возбуждения АС вместо неограниченного возраста­
ния амплитуд получается процесс установления колебании по линии 
АВ, соответствующий решению I: что касается решения II. то оно не­
устойчиво (10].

Считаю своим приятным долгом выразить благодарность проф. 
С. Л. Амбарцумяну за постановку задачи и за руководство.

Инсииуг математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 2 X 1959

<1,. 8. 'ЬГин fiji

ՓՈՔՐ ԿՈՐՈհՌՅԱՆ mumbPh ԴՒ-ՆԱՍհն ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ 

ււ ւր փ и փ и ь ւր

>.4 դվա ծ tn մ դիւոարկվ in մ i; էիորր կորության շե րտ էովս ր ան /< դո ար ո ոյ 
էադանթների դինամիկ կա րոնութ լան ոչ դծալին խնդիրր:

Խն,1ր1, հիմնական հավաոարումն ո տարվա մ ի որպեո երկրորդ կարդի 
ւիովովսական դործտկիէյնե [՛ով ոչ դծալին դիֆերենցիալ հավա ո ա ր tn մ , Որի 
դծալին մասը իրենիյյ ներկայացնում Է Մատլեի հարււնի հավ ասա րա. մ ր։

Օէրոաւյրէր ծելուք Լ. է'. II անդե չ՞աամ ի մ ե թոդր, հաշվված ե՚հ կա րոնա ւ/~ 
ւիււձ ամպյիաէէւդներր անկալա.նա.թլան աիրա.լի!ներէո մ։ Պարղվա-tt Լ , որ հա~ 
ւիաւտրմէեն ոչ ւյծտւին մաոի մեշ մանող դու յդ աոաիճանի անղամներր ոչ «//» 
չոդդեւյութր>ւն չէոնե՚հ կաււո՚ււայյման երևալիքի վրա: 1'երված Լ ի!վալին օրինակ ։
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