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МАТЕМАТИКА

Л. А. Таяалян

О сходимости по мере рядов по базисам 
пространства Լ,,

В работе [3] Д. Е. Меньшов доказал следующую георему.
Теорем а. Для любой измеримой функции f(x), конечной почти 

всюду на сегменте [— -] или равной -- с- или — •. на множестве
положительной меры, можно определить тригонометрический ряд

\ (հ/..j cos их -j- b,. sin их'},
Ո О

который сходится по мере на | - -> -] а՜ Функции f |.vj и, кроме 
того, удовлетворяет условию

11ւոճ« = (ւ Гнп Ьп — 0.

Сходимость по мере к функции, которая может принимать беско­
нечные значения на множестве положительной меры. .Ն Е. .Меньшов 
определяет следующим образом.

Последовательность конечных почти всюду ня խ, /?] измеримых 
функция

Л(^), Л(л').................Л(<). . . .
сходится но мере на сегменте խ, ծյ к измеримой функции /(х), если 
почти всюду на խ, /?] выполняется равенство

/՛< (>) = £и(л*Н-  ’«(а-) (к-1,2,. . .

где .g,г (л*)  и > »(а') измеримы и конечны почти всюду на խ, ծ], причем 
lim £',(х)-/(х)

почти всюду на խ. /?] и последовательность функции (л) п = 1.2.- • • 
сходится по мере к нулю на данном сегменте.

Д. Е. Меньшов дал якже естественное определение верхнего и 
нижнего пределов но мере последовательности почти везде конечных 
измеримых функций (а)!, определенных на отрезке [a, Z'| (см. [3], 
стр. 4).

Измеримая функция Ւ՝(х). определенная почти, всюду нд[л,/»]*,

' /■(>•) мох.-ег равняться бесконечности па множестве положи гельноГ» меры. 
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есть верхний предел по мере на խ, />] последовательности '/„(AjJJ 
если F (х) удовлетворяет. следующим условиям:

a lim mes I Е\f„ (а-) > ?(*)!•£(<?  (л*)>Л(л-)]|  = О

для любой измеримой функции հ. (х), определенной почти всюду на 
խ, Л].

ի lim sup mes I f I/., (л‘) > •>(л*)|  •/: [/“ (x)>0 (x)]l >Ո 
- Л-. լ I

для любой измеримой функции Ф (л՜), определенной почти всюду на 
[ц, £] и такой, что mes F |F(x) (’л*)]  >0.

Функция G (х}. определенная почти всюду на խ,- ծ). называется 
нижним предеюм по мере на խ. />] последовательности ' fn{x)'. 
если (i (х) измерима и удовлетворяет следующим условия н

г llmmes I Zf{/n(A-)< т(л-)] /?[-(а-)<С(а-)]՝- О 
■ Л - X I I

для любой измеримой Функции -(лч. определенной почти всюду на 
[а. *1-

3 Hm supmes / Е |/„ (л՜) < 7, (х) ]•£:(*:  (л*)  < 6' (х)| ւ = О
' '՛։--■ I I

/>ля любой измеримой функции 7{х), определенной почти ։\сю>у на 
[д, />| и такой, что mes Е [ G {х) <Հ 7. (л՜)] 2>0.

Далее Д. Е. Меньшов показал, что если верхний и нижний пре­
делы последовательности '/Да՜) ] совпадают с леко орой измеримой 
[функцией /(а), го последовательность fr.ix) ! схо.лтся по мере на 
а. Ь] к этой функции и наоборот (см. [3]. стр. 26—27).

Оказывается, что вышеуказанная теорема Д. Е. Меньшова о схо­
димости по мере тригонометрических рядов верна для любой систе­
мы ; о?..?.v); функций. определенных на некотором измеримом множе­
стве <7с: [0,1]. mes <7 О и образующих нормированный базис в про­
странстве L;, {(՝:}, р^> \. а именно справедлива.

Теорема /. Если |®я(л:,)} — система функций, определенных на 
измеримом множестве (/ С [0.1]. mes Q 0. и образующих нормиро­
ванный базис в пространстве I -f(Ci], р>\. то для любой измери­
мой функции J (х). определенной на Ci, существует ряд

У а'/?.■՛ (■*).
п— I 

который сходится по мере на множестве Ci к f{x), причем 

lim ап = 0*.  
п- •

Справедлива также следующая теорема.
Теорема 2. Если [ с., i.v) ! система функций, օոյ-. деленных юг

՜ В частном случае, кгчла система ; с՛ гь oj.rujiop\MipoB3Hni.i;’f б;..ик. 
тссрсма! «'формулирована в заметке лвюра.олубднкоиллной . !АН ССС-Հ Н’>. ЦГ?5*՝|.  
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измеримом множестве (/<=[0,1]. mes (} ^>0, и образующих нормиро­
ванный базис в пространстве LP(G), р> 1. то существует ряд

S а^„(х), 
п—\

у которого не все коэффициенты равны нулю и который сходит, 
ся по мере на G к ну ею.

При доказательстве этих теорем мы будем пользоваться другим 
определением сходимости по мере, которое эквивалентно определе­
нию, данному Д Е. Меньшовым.

Определение. Последовательность ; /„ (х) ’ почти везде конечных 
измеримых функции сходится по мере на измеримом множестве E^G. 
mes£o>0, к -оо, если для любых, наперед заданных чисел 
и s>0 можно определить натуральное число .VGW, х) такое, что при 
л > Л имеет место

mes Е^} (/„ (л՜) < .И] < ֊Л

Последовательное п> сходится по мере на множестве Л.
к —со. если последовательность ( /«(•*))  сходится по мере на мно­
жестве Е„ к 4-оо.

Пусть теперь fix) — произвольная измеримая функция, определён­
ная на множестве (Լ Пусть <?։, G2, G3 — множества тех точек па G, 
unfix) принимает, соо; вегственно. конечные значения;значение 4-эо 
к значение — со.

Мы скажем, что последовательность (/п(х) почти везде конеч­
ных измеримых функций, определенных на G. сходится по мере на 
(} к /(.г), если она сходится по мере к fix) на каждом из мио 
жест в (Հ, <7շ. G :քճ.

Легко видеть, что в силу этого определения функция fix) буле։ 
одновременно верхним и нижним пределами по мере на множестве G 
последовательности Д (х) }***  (см. стр. 32). Л это означает, что вы­
шеуказанное определение сходимости по мере эквивалентно опреде­
лению. данному Д. Е. Меньшовым.

Теперь приступим к доказательству теоремы I. Для эюг<> пона­
добятся несколько лемм.

Если е։(а) и ?:(д) две какие-нибудь измеримые функции, определенные 
почти всюду па (i, то мы будем обозначать через /Лщ՝ | , (л) > քշ (.*•)]  множество 
всех точек на Р.о, для которые ?։(•»’) > Тг(А').

Через f (<?։ (х) > ?s(.v)| будем обозначать множество всех точек из G, для 
которых е։ (а) > ?3(д |

Сходимость по мерс на множестве бг։, где функция /(.՛) принимает конеч­
ные значения, понимается и обычном смысле.

Понятии верхнею и нижнего пределов по мере А. Е. Меньшов определил 
для отрезка |а, ftj, но мы можем функции fn (л) и /(.v) положить равными пулю па 
|0.1] — <Л и тогда /(л) будет одновременно верхним и нижним пределами по мерс на 
[О, Пяля ;/.-/(л-)|.
3 Ичь’стнч ЛИ серия фна.-мат. юук. X՛ I
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§ 1. Лемма 1. Пусть Ь^х)—произвольная функция, определен­
ная на отрезке А = (а,|). принадлежащая классу ԼՐ(Ճ), р^>\, и 
равная нулю вне некоторого множества EQ, £вс'Д.

Пусть ф։(х), ^2(х),---, Ф;,(x) — произвольное конечное число 
функций, определенных на Д - (а, 3) и принадлежащих классу 
ԼՀև), где

Тогда, для любых наперед заданных чисел 12>502>Ս и ->0, мож­
но определить ограниченную функцию f(x) и множество е, обла­
дающие еледующими свойствами:

О /(•*)  = О որս -րՀ we есЕц, и mesr? <£0-|ձ|;

շյ j l/(x)№ < i ’Ь(А՜) ^/л՜’ 

л д

д
при 1 k <п.

Доказательство. Случай, когда Ф0(х) = 0 почти всюду на А, 
тривиален, так как тогда достаточно положить /(х) 0.

Пусть на некотором множестве положительной меры Фо(х)^О.
Разделим интервал Д на Л՛ равных интервалов Д։, Д2.............. Л
и определим функции i = О, I.............. //. следующим образом:

^Л^Л‘) = 7д7[ j dx Х ՜՜ ձ* <և1>

Д*
(k = 1, 2. . . . Л').

В силу того, что
l.l m 11фо(х)-Ф<Л,|(х)^х = 0 ((.2}

Л՛ - - do д 
и

llm | '0/(х)— ^}'VJ(x)prfx =0 (/ = I, Հ ... , /г) (1.3)
jV-эоД

(см. [I]. стр. 12), и учитывая соотношение

•?/<х) '>f(x) [фГ’(х)-4, (.V)|+'l,(Х)[Й՝ (X) "J.(л-)1. 

получаем также

11m | '/д' ՛(х) 6/л) (x) dx = I % (x) 6.(x) dx (/-1,2................ //J. (1.4)
Лг-.<х- д д

В самом деле, имеем

j «|4Л)И) փ!Ղ՜(*)  dx - յ՚ն0 (x) ’b{(x)dx <
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« J |^V)(x)[y,',(x)-'ii(A-)]|rfx-:- J |ф,(х) (^>(х) ֊ծ„ (х) Ц rfx« 
ձ д

+ Q I */(•*) г dx )'" ■ ( J I ^V) (x) %(x) ' dx Հ

Отсюда, в силу (1.2) и (1.3). непосредственно следует (1.4). ибо, как 
легко видеть из (1.2), || ։^л‘(д') ;| равномерно ограничены для всех 
Л’ = 1.2,...

Функции fx{x) определим следующим образом.
В центре каждого интервала ձՀ. возьмем интервал длины о*|  = 

= ձ0-| ձՀ./. Л = 1, 2.............. Л' и положим

/х(д-)==

j'M*) llx ири s* (^= 1» 2յ ... . <V). 

Да-

.V
0 яри л£ լ 3*  . (1.5)

Л--1

Легко видеть, что для любого /V = 1. 2, . . . имеет место неравен­
ство:

11 /л՛ (X) \pdx СI Фо (х) \pdx. (1.6)
J -G Jձ ձ

В самом деле,
. ր ь,

| fs (х) '՚ dx = V ■ -- ■ - ^Q(x)dx dx =
. J V P* .

IJ J Խ.
ДЛ \ ձ* /

Поэтому
[\fx(x)\''dx^v ՚ .|ДЛ|^. խօ(*) =
յ Հ-ри J

_ У 2о±л‘ . [' I Փ„ (X) I» dx = f I % (x) |O dx .
£o։I^A'|Z J £o J

*• • J Հ֊ □
Легко видеть также, что для любого X' имеем:

J/v(a) ФУ }(х) dx = J Oj ՛ (х) } (х) dx
д д

(/■=1,2,. . . , Л).

(1.7)
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В самом деле.

^fK(x)^(x)dxr- у f fy(x)tf’(X)dx=. 
ճ " *

j (։օ.|Լ| j ,?»(-VjrfX) ■ (|ձէ: ՚ ] 
և ձ*-  Д*

Ջ . Ա-յտ- ( •?՝,V)W dx^- v —Լ.1 ф0(х-,</х- j 4/"(A-)rfx = 
6o'P*l  , 7*  I**»՛  IJ

= f ri'՝ (W’ (X) dx. 
ձ

Из (1.4) и (1.7) вытекает:

lim I fN{x) ՝ (X) dx = f % (x) 6, (x) dx (1.8)
•v՜՞' д д '

(/ = I, 2. . . . , //).
С другой стороны, на основании 11.6) можно н-’/писать:

l/Hx)!' rfxp.^f|'>r(x)-I | /х (х) <0iV) (х) dx — (/.у (х) ф/ (х) dx К fj 
д д \ձ

-ф/ (x) Г dx)• П' I % (x) Г dx \ ՞ • ( f ^v>(x) ֊ (x)|"rfx)111.
/ V / (1.9)

so
Из (1.8) и (1.9). учитывая (1.3), получаем:

lim ( /х(x) փ,(x) dx = | % (x) ф/(x) dx (1.10)
.V-tC д ձ

(/ = 1.2.................я).

Определим теперь функции /X-(.v) следующим образом:

/х(х), при x^Z:0-oA. (Л 1, 2, . . . . 1\!).

о. при х(: 
Л-1

Ясно, что
IZv(x)|^l/,v(x) (х ձ)

Из (1.5) п (.1.11) имеем:

пр11 х ^՞՛
I 0, при х( ձ,ր

Поэтому будем иметь:

(1.11)

(1.12)

(1.13)

J|/aHx)-/;(x)I^x= (' /.v(x)i^x. 
д С/;„
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Так как в силу (1.1) и (1-5) имеем

/л-(л-) ֊

— ■'jq'-(x). при х Г (k — 1, 2, .
Գ

л՛
О , При х v 8Л,

ft-J

,Л'),

(1.15)

р/л'(л-)֊/;.(л-)г rf.v = f 

ձ СК

то

IZv(.v) <*<-*)■

Учитывая, что

IՀ"’ (•*)  - % to f dx - 0, при ,V - со,

и что $о(д*)  = О на С1 п (см. условие леммы), получаем:

| |^Л'՝(х) ’՛ rfx-»0. при /V->oo. 
(:ւ:ո 

Так как
|Д(Л) |'^֊Մ И 

е°& 

го
Нт 11 /д- (л) — ք\, (х) f dx = 0. (1.16)
.V- ձ

Из (1.10) и (1.16) получаем

I ։ т | ք\ (л-) • ՚խ (л) dx = j փ0 (х) փք- (л* ) dx (1.17)
л— ձ ձ

(*= 1. 2.................«)•
Пусть теперь = >0 — произво. ыюе положительное число. Выберем 

Л’о настолько большим, чтобы

1 (/Հ (*)  <*) (ix — I % 1 A*i  'Ь (-*) (ix I < - (1 • IS)
ձ ձ

(/= 1, 2, .... «)•

Легко видеть, что ограниченная функция /(д՜) — /у (л) и множе*  
№ к

ство 6* —( V I £■(, удовлетворяю։ условиям леммы 1. Условие I сле- 
fr-l

дует из (1.Н) и из того, что | Հէ.! « £0 1 ձ* ր I. Условие 2 следует из 
(1.6) и (1.12). а условие 3 следует из (1.18). Тем самым доказатель­
ство леммы закончено.

§ 2. ..’/емча 2 (Основная). Пусть { '^(х)} — система функций, 

է
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определенных на измеримом множестве О'с[0,1], mes<7>0. и обра­
зующих нормированный базис в пространстве l.p(G). Р^>\.

Пусть f{X) £L,,(G) не эквивалентная нулю функция, равная 
нулю вне некоторого множества /:0 с (р:.

Тогда для любого г^>0 можно определить функцию /*  (х) TLP( G} 
и множество eQ, обладающие следующими свойствами:

* В частности, может быть ՜ <1.
Jl/MlVr У'’.

՝ <•

a) F(x) = f(x) при х( се0 G- eut и ։nes е* 0 <s:
3) |л,։|<«, /?= 1,2...............где числа аа суть коэффициенты

разложения функции F(x) по системе
7) для любого множества e<^G е(1

II 5л(х)> =^з -Ւ 2 || /(x)Jj,., для всех п - 1, 2.............. **
п

где Sn (х) =լ a^k(x) суть частные суммы разложения функции F(x) 

по системе { ®л (х)).
При доказательстве леммы 2 мы будем пользоваться следующи­

ми свойствами нормированных базисов .пространства LP(GY.
I) Произвольная функция Շ (х)(О), в смысле сходимости н 

среднем порядка Р на множестве G. единственным образом представ­
ляется в виде ряда

ос
У <*«?«  (х).

п J
При этом

Нт ап — 0. 
«-

2) Для любого £>0 можно найти Հ 0 так, чтобы какова бы ни 
была функция փ (х) •֊ LP (О), для которой

h(x)iio= (y"<«. 

имело место неравенство:

< г, для всех и I, 2, . . . , 
а

где У а*©*  (х) есть разложение функции 0(х) по системе (?«(*)}.  
л-т

Свойство 1) непосредственно следует из определения базисов и 
из того, что. по предположению. | (д') ! есть нормированный оазис,
т. е. || Фл (X) 1,0 1 для всех п - I. 2. . . .

9

У, Ճ*  ГА֊ (X) 
: .. .
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•X
В самом деле, так как У «п»я(х) в Լր((յ) сходится к б(л'). то

л-1

"адя (л) ||ծ = I Й«|- I Հո (л՜) Q = <Ն։ |-*  о. при н -> ОО,
Свойство 2) легко следует из известных свойств базисов в про­

странстве Банаха.
В самом деле, пусть Л՛ —пространство типа 8 с базисом 

е։, . . . . еп, . . .
Пусть Ех — линейная система, элементами которой являются все. 

возможные числовые последовательности у = I т)։, *| 2, . . . , т|л, . . . 
такие, что ряд ^е, сходится.

Введем в Еу норму, полагая
/г

|| у II = sup У (?; . 
fl ““

/-1
Тогда пространство будет пространством типа 8 Q2J, стр. 221). 

•»
Каждому л- = У;,<“£ соответствует единственный элемент у» = 

/-։
= | ;։. .............. Обратно, каждому элементу у = ! 1ц\^Еу
соответствует единственный элемент ху£ Е, а именно

•Л
Л'х = У т,/ ei.

/-։

Таким образом, определен оператор х Доу, взаимно-однозначно 
отображающий Е. на Е. Легко видеть, что оператор Ло аддитивен. 
Кроме того, оператор .40 ограничен, ибо

1|ДОУУ- К X ||

Следовательно, .4() есть линейны։: оператор, отображающий Л։’на Е 
взаимно-однозначно.

По теореме Банаха существует обратный оператор у 1х. ко­
торый также является линейным ([2], стр. 223).

Выполнение свойства 2) непосредственно вытекает из ограничен­
ности оператора Дп !. В самом деле, пусть :>0. Тогда, еслиО<о< 

< —Ц— . то для любого л Е, где || х || < о, будет иметь место 
II Ло li ’ 

неравенство:
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'յշ
где есть разложение элемента х по базису <՛.. . . .

J-I
Прежде чем приступи!ь к доказательству леммы 2, отметим еще 

один факт.
Существует последовательность ( 0„(x)) функций из /-.Дб)

I |
 I =1, которая вместе с системой образует бнорто- 
Р-----Ч
тональную систему, т. е.

J ?«(x)6„(x)rfx - ’ Ւ
о I О, при тп п

(см. [21. стр. 223. 224).

Таким образом, если У (х) есть разложение некоторой функ-

ции f (х) - I.,, (Ci), то имеем:

\f(x)-l>n(x)dx.
Ъ

Доказательство леммы 2. Функцию/(х), фигурирующую 
в формулировке леммы 2, и функции •!>, (х). (х), • • •, Фя(х),---, обра­
зующие бйортогоиальную систему с последовательностью :?я(х)}, 
положим равными нулю на множестве [0, 1| — G. Пусть 0 հ<Հ1. Возь­
мем 3>0 такое, что Հ<Հտ и для любой функции ձ(.Հ)՛' Լр ((}}, для ко­
торой 11 փ (х) Цо- < Հ имеет место

I г IՃ (X) I • ° (я 1,2.” •). (2.1)
1 . , ’о 1 * * 4

1««1 = I \{X) >Ь,։ (х) rfxj <4; • (2.2)

«

Легко видеть, что можно найти конечное число неперекрывающнхея 
интервалов ձր ձ2, .... лежащих на 10. Г| и удовлетворяющих
следующим условиям:

*
где^ а,ъ,(х) есть разложение функции ->(х> ио системе (х)),т. е. 

имеем:
(ij = j 'р(х) ty(x)dx (I 1. 2, . . . ). 

о

Это всегда можно сделать в силу свойства 2) (стр. 38).
Из неравенства (2-1). в силу нормнрованности системы l?/i(x)). 

непосредственно следует, что для выбранного Հ>0 будет иметь место 
также неравенство:
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meSA* ’-O>0 (А’= 1. 2................ т),

* ձ’օ — множество, фигурирующее и формулировке леммы 2,

(2.3) от
mes G mes i ձ*  \0.

' l- I

|/(aJ z'rfA'<—7 (A= I, 2. •-./w). (2.4)

Д*
Очевидно, для этого достаточно разделить отрезок [0. I] на конечное 
число интервалов так. чтобы на каждом из них выполнялось нера­
венство (2.4). а потом из этих интервалов можно исключить те, пере 
сечения которых с множеством G имеют меру нуль.

Зафиксируем натуральное число л։ > I. В силу леммы I, где поло­
жено s0 ՛'• и вместо /:0 взято /:0Վ. можно определить на отрезке Л։ ог­
раниченную функцию /։(х) и множество <?,. обладающие свойствами:

1 • /1(^)=0 при л-^fj, րյ^/շՀ-ձյ и mescj տ։՜ Հ- ;ձ,| < =. |д J* ’: 
2c.G/։(A-r^- ■֊֊rJl/fxjK'Jx;

4 ձ’ 1 Д’
3 . если «а-։) определяется из равенства

«1— J [/(х) - /։ (А՜) ] փ*  (Л') dx =Н I/(%) Л (х) ] Ф» (л) dx.
■ն Հօ

то

«А*  ^-"77 • при էէ^ՈՀ

4՛. II S'? (х) ||0 տՋ ֊- , при а лյ. где

и
S'?ix)=V <ij"^(x) (ff«l. 2,. . .

Вне интервала ձ։ полагаем /։<х)^-0.
Условиям 3 и 4 можно удовлетворить в силу того, что п} фик­

сировано и ио лемме I для фиксированного е0^՜ коэффициенты 
а՛?, /г — 1, 2.............. //։ можно сделать сколь угодно малыми.

Определим функцию Փյ (х) следующим образом:

Ф,(Д') 1 ПрП Х^ Д>С7 " tf”
I о, при Хг-а — (а։о—1՛,).

Из определения функции /։(х) и коэффициентов <ւՀ', k= I. 2. . . . 
видно, что а՛:!' суть коэффициенты разложения по системе I^'A'JJ 
некоторой функции /.х (х) Л ((/), определяемой из равенства
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7 /րլ /(*)-֊ /,(*).  при x£\G.
1 I 0, при x£G — ձ։Օ.

и совпадающей с Ф(л') всюду на G — е1։ к силу I 
Поэтому можно взять число настолько большем, чтобы

выполнялись также следующие условия:

5°. ПРН

6 ՛. II 5J,’1 (д') — Ф։ (д') I.о г,) . при п > /г,.

Условиям 5 и 6 можно удовлетворить տ силу свойства I) нормиро­
ванных базисов (см. стр. 38).

Снова употребляя лемму I, на отрезке Дг определяем функцию 
/•֊(л՜) и множество քշ, обладающие свойствами:

| . /2(д) = 0 при х£е*,  (։2<3/:(1.ձ и mesis^£՛ ձտ|<£-1ձ2|;

2Հ |

Л, ձ,

3՛. если aV'*  определяется из равенства

֊ ,1 [/(*)  ՜ /а (•*)]  փ*  (X) dx֊ J[/(X) — քշ (XI I փ*  (A) dx. 
Հ Հօ

то

«Г<-֊ , при k > ռ>Լ

4 . || .ՏՀր (д') |խ -. при п п~. где 

fl
.$?’ (jc) = у ар> ? (Л) (л = 1, 2,•՝..). 

А-1
Вне интервала ձ2 полагаем /Jx) = 0.

Условиям 3° и 4 можно удовлетворить, ибо ռէ фиксировано, и в силу 
леммы 1 при фиксированном е0 Տ коэффициенты а{2’, А?= 1,2,•••, //- 
можно сделать сколь угодно малыми. 

Положим
Д? = ձէ -р ձ2 и е-շ — -I ez. (2.5)

Функцию Ф2 (д') определим следующим образом:

Ф։(Л) = |/(Х).ПРВХО=«֊^. б)

I 0, при x£G — (ձշ G — £շ).

Из определения функции J\ (л) и /2(х» и коэффициентов а V՛ и օՀ.' вид­
но, что числа <ւ\''Հ -г «Л՞1 cyib коэффициенты разложения по системе 

(д*) 1,. некоторой функции /2{л‘) - 1-jdG), определяемой из равенства
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7.« (л*)  —
/(х) I Л (*)  -Ь/։(*)!.  при л- £ Д2(7.

О, при ХгО’-ДД

н совпадающей с Фг(Л‘) всюду на множестве G ֊ <’2 в силу 1 (стр. 42). 
Поэтому можно взять //а>я8 настолько большим, чтобы выполнялись 
также следующие условия:

5Հ «л0 4՜ «i211 < Д . при А>//3:

б . II Ճ1,? 1Л-) | Si? (х) - Ф2 (х) (ճ-ր,)< ֊ . при п > //3.

где полагаем:
I (х) 4-ճ2) (х) = V (4‘> -р rtp) ?Հ. (л-).

л~:
Пусть теперь функции /։(х). /з(х)................ //.. t(x), числа «г<Яа<

<. . .<«*,.  ։ и множества elt е->.............. ек) ։ уже определены, где
/> (х) t; Lp (Ci). fi (x) = 0, при х £ et, et <±Е9• ձ, и.

n։es ^о-| ձ/| <Հ ձ,|. (/=1,2.............. кл I. /г0^от).

Пусть множества А. , е, и функции Ф-(х) определены следующим
образом:

i 1
■Ն= ^լձ/.^= Уej (1^/^/^ i),

у~1 /—է

Ф,(х) = |/(Апри . (2.7)

0. при х՛- (i — Д/G с,.

Выберем число //<• > пк,
условия:

настолько большим. чтобы выполнялись

А)
j [/(*)  ^Л(х)|’А«(х)г/х = [ У j [/(х) 

Հ . /-։ • /-ւձ/

k., 1 р fri֊l
У ) [/(х) f,(x)\^(x)dx £ а?
(-1 Ն п i-l 

/. (х)| -h (х) dx

՜ £
<?■ при

где
ք Г fe1== J I /(X) f. (x) ] (X\ dx = j \f(x) У f, (x)] (x) dx- (2.8)

t-jO ր.\

В) II Й’(Л-) +.Հ։) (X) + . •. . ձք "(X) ф.. I (X) II (й հ ,) -; Հ։...
•*

при и /и., где множества «?Լ ։. ձ<- ։ и Փ*.  ւ (х) определяются из 
(2.6) и (2.7) при i = A’y I. и



44 А. Л, Талалян

п 
St"{x)=V 4'’?*(х).  (2.9)!

k~\
Условию А) можно удовлетворить в силу того, что коэффициен­

ты разложения по нормированному базису стремятся к нулю.
Условию В) можно удовлетворить в силу того, что

есть частная сумма разложения по базису !<р«(хг некоторой функ 
нии / । (х) определяемой из равенства

Հհ՛. । (х) =
/(л)

а-,-։
//(x).npnxi Afc \(], 

Т-1
О, При x(ji ճք. |6\

и совпадающей с Ф/. i(x) всюду на множестве G еь. ։. Теперь, 
после того как число /ц„, удовлетворяющее условиям Л) и В), выбрано, 
применяя лемму I. определим ограниченную функцию Д, (х) так. 
чтобы выполнялись следующие условия:

С) Д(х)=0 п ри х է ек. ек с А*.  /Հ » Hies ժհ> о• | 1 < տ | :

-Д] |/(х)рх;
Հ,

при ո Hkn,

где (Հ'= Д.(х)|%(х)г/х (я = 1Д. . );

р) || Sn ։}(х) ||G ^777- лР։| " Հ Пк-՝

а
где .S'J.A,’(x) = V аС'^к(х) (//=1.2.. . . ).

*-»։

Условию F-) можно удовлетворить, ибо //<•„ фиксировано, и. в си­
лу леммы I для фиксированного :0 — 'Հ коэффициенты /А*՜'՛.  А՝= I, 2. 
.... Ик. можно сделать сколь угодно малыми.

Таким образом, функции Հ (х). Д. (xi...............f։u (х) и числа
//,<«•_֊<. . . Чт для каждого /г,. 2 < т удовлетворяют усло­
виям А). В). (*.).  D). Е), I ՜), при этом/л. (х) = 0. при х Л-0-Ах слАЛ(/.

11оложим 
tn 

Ф(х) = $]Л(х), 

Х'-Т 
(2.9')

/•'(х)-/(х) Ф(х), (хО ).
/•(х)՛ /./,((7). ибо /(xi и Ф(х) ограничена.
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Покажем, что функция Л(л*)  удовлетворяет условиям а), р). у) 
леммы 2.

Условие а) выполнено; так как каждая из функций/Дх), Л=1. 2։ 
■■■.т равна нулю вне ек, еь<=- где mesix- . s-| Ад |, итог-
да Г (яг) /(х) всюду вне множества

И! 1П
ес = егп - V еА.с^0, rncsc'0< V И А*.|  <

A-I А—I

Проверим условия խ и ;■). Для этого заметим, что, в силу (29Դ 
я С) (стр. 44), имеет место равенство

!/-’(х)|| .. [ | |Г(.й|^л-)<г = /Р/(х)
/ V/O /

Отсюда получаем.

II /*Ա*)| 1ձ,օ < < (1 </</»). (2.10)

В самом деле, имеем:

J ք (Л-) - /, (х) |" dx У ԱI f(x) г + f (Л-) ) dx.
ձ/Cl Д-G

В силу (2.4) и в силу свойства D), где ka *=■  i, получаем

J‘ Й*/ ’ (’ 1 I ‘ й" ՜1imtw v.; • । •_ւրյ|/(.Հ)|'՚Հ/.Հ ձ-թ

'itG 'XJG

Следовательно, ак как £<Հ1. будем иметь:
f2p gjt» + I\l'p

n^)llV; < (-շ֊ + -շ-) <։•

Неравенство (2.10) доказано.
Из неравенства (2.10) следую։ следующие два неравенства:

1 «!ւ°| ՜. ֊֊ (i 1.2.............. fff, // = 1.2,. . . ), (9.11)

ll.S^U) |խ i- (/= 1. 2.............. w; // I, 2, . . . ). (2.12)

где

= I [/ (A՜) // (A')l ’?/»(X) l' (A) *?«  (A) , (2.13)
i/յ AjO

fl 
SS’(xi=yaj;>?։(X). (2.14)

A;i-I

ибо числа «J,1' и функции ձէ (а) суть, соответственно, коэффициенты 
и частные суммы разложения некоторой функции по системе !<f«(a);. 
норма которой меньше z> (см. неравенства (2.1) и (2-2), стр. 40).
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Теперь проверим условие (i) леммы 2.
Так как интервалы Дг Д-.............. Д^ удовлетворяют условию

(2.3), то можно iianncaib

a„ = /'(х)бя(х)г/№
nt J

Г(Л') фл (х) dx=v I F(x) փ„ (л) dx.

ձ.՚«

Отсюда, в силу (2-13), имеем:

а,, *=-■  У а"'- (2.-5)

Пусть // > пт. Можно написать:

(In —

т
V а!,"|

ffi—I

У, аЧ' (2.16)
1 т-1 1 Կ-1

Для и пт первое слагаемое в правой части неравенства

превосходит — , в силу свойства А), где положено /?р = //г.

силу (2.11), । а!/'1 < — для всех п.

(2.16) не

Далее, в

Таким образом, будет:

кк շ г, для всех п > пт,

т

и свойство и.: для указанных п доказано.
Пусть п -< пт. Допустим, что Пк \<П' Пк (А = 1, 2,- • •, /л), 

где предполагается л0 — 0.
Очевидно, можно написать

т к -2 т
l«-.!= ) է2-17)

1 ' i 1 l-k

где в случае A’ — 1 исчезают первое и второе Слагаемые, а в случае 
А = 2 исчезает первое слагаемое Первое слагаемое в правой части

неравенства (2.17) не больше
/

по условию А), где положено

к(, — k I (при А= 1. 2 оно равно нулю).

Второе слагаемое не больше ՜ , в силу (2.11).

Третье слагаемое не превосходит сумму:

.хл-г 1 q*-+2  -т՜ •
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в силу условия Е), где, последовательно, полагаем 
А’о = /г. k 4- 1.................w.

Итак, будем иметь 

fer+4+1I ап'

и условие 8) леммы 2 имеет место также при п п,п. Условие 3) до­
казано.

Проверим условие ;).
В силу (2.14) и (2.15) можно написать

Ո Ո1
Sr, (Л՜) = У«Л?Л (X) -V ձ«’(.Հ).

л-i i-i
(2.1«)

Пусть натуральное число п таково, что п^>пт. Пусть ecG еа. 
Можно написать

17?- 1
II Տ„ (х) У Л" (л) -/(X) i +11 sr (х) 11,.

1'

Отсюда, н силу (2.12). имеем:

II Sn (x)—f{x)\\e (2.19)

Оценим первое слагаемое в правой части неравенства (2.19). Имеем: 
ст-1 ст-1
£֊«’ (Л)-/(Л)||, Vs«'(x)-<1>„, ,(х) !,+№„-,(x)-f(x)It. (2.20)
1-1 Ml

Из определения функции <1*̂  ։ (х) (см. (2.7) при /?й = /л) непо­
средственно видно, что , Ф,„ ։(а') ./(х)К /(л՜)7’, при л*(-О.

Следовательно,

II Фст-1(х)-/(х) lie С II fix) II,- (2.21)
ст—I ст

С другой стороны, так как есС — е0 и е„, У ед е У е*  — е.,. то
Л-1 Л-1

ecG — ст |։ и в силу условия В), где положено /?0 ֊ -tn, будем иметь:
т-1 ст-I
Ssl’W-Փ.. | ys?’(4-՛»»- .W+J-Հ 0 <֊■ <2-22*

Из (2.20), (2.21) и (2.22) следует:
ст —1
У S? (Л-) - f (X) 1. <. 4- II / (X)
/-• ՛

(2.23)
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Отсюда, в силу (2.19), будем иметь:

Il S„(x) -֊/(х) -ЫГ/(а*)  ||,
Следовательно.

I1 S,-(x) |’r^s4-2||/(x) |'к.

(2.24)'

(2.25)

Итак, для и^>пт свойство 7) выполняется.
Рассмотрим случай, когда п .7пт. Допустим, что/z*

I где предполагается //0 — 0. Пусть с с G f0. Очевидно,
при АД>2 можно написать

А- Հ
■ (А* ) ֊ f (А) ||г ' V S‘.‘' IX) - / (х) . I֊ I' SI■|А Ո 

It
/-I

т
+У II si" (х) II(2.26)

Так как то в силу условия F), где последовательно по­
лагается /i0 — k, k 4- I, . . . , гп, будем иметь:

т т т
м II Si"(х)|., у lS.,''<*)i;<-,fcV  . (2.27)
i-Jc I A i-A ”

Далее, в силу (2.12), имеем:

՚յձք ։>(х).|,^ i|M*~ !։(a-):|g Հ ՜շ (2.28)

Оценим теперь первое слагаемое правой части неравенства (2.26). 
Можно написать

А -2֊
V .$</' (Л-) _ фЛ_2 (д-) 4- ФА 2 (Л-) -f(x) 
.-I

Следовательно.
А---2 А-2
У5»>(Л) f(x) V5'(X)
. : '՚ " i-t

nf.(2.29)

Из определения функции <1և_շ(^) (см. (2.7) непосредственно еле 
дует, что

՛ Фа •_ (а*)  — /(.V) г' Д/(л*)|С  для всех л- G.

Поэтому будем иметь:
II Фх- ։(а*)  /'(Д') Н/(А)||г.

Далее, так как
А-֊ 2 т

e^G — б’о, е'д- 2 =У et с У = t’o. 
i-1 i֊l

(2.30)

id е<^П и в силу условия В), где положено kQ = k — \. будем 
иметь
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*--2 к—2
II«j £՝-"«- —«|ю_4 «jfer- 

(2.31)
ибо ио условию /2Հ>//.՚։--ւ.

Из (2.2 0 > (2-30) и (2.31) следует

(X) -fW |
г

(2.32)

Сравнивая (2.26), (2.27), (2.L8) и (2.32), получаем
2 £

ii &»(*)  — /(л*)|| г^-у 4՜ ֊ст 4֊ + ll/(*)ik<e+  II /(л) ։|f. (2.33)

Следовательно, 
liSw(x)l|e<e+2||/(%):|f, (2.34)

где Пк..\ ՀռճՈհ, Л >2.
В случае, когда k=\, 2, соответственно имеем:

т т
II ճ. (х)., < V „ d0 (х) ,|е V * <(k _-I)

/«•I i—1

8 силу условия F), где полагается последовательно /гЛ = 1.2,- . . ,т и
ОТ гл

lld(xll.t,=e II Si”(x)lu + у lid'1 (X) у. <4֊ -I- v-4r<E (*  = շ).
չ Z 2

ибо первое слагаемое меньше, чем — в силу неравенства (2.12); а вто- 
2

от
рое слагаемое меньше, чем V .• ։ , в силу условия F), где послсдова- 

1-2 2 "
телыю полагается Л# = 2. 3.............. т.

Отсюда видно, что неравенство (2.34) выполнено также тогда, 
когда /е = 1, 2; //.< । </г «մ/?.<•.

Таким образом, условие հ) леммы 2 также имеет место для лю­
бого л, где \^п-^т.

Выполнение условия ■() доказано. Тем самым лемма 2 полностью 
доказана.

Из леммы 2 непосредственно следует лемма 3.
Лемма 3. Пусть { vn{x)\ — ст тема функций, определенных 

на измеримом множестве Ос[0. I]. mesOj>0 и образующих норми­
рованный базис в пространстве L{,(G), р^>\-

Пусти /(х) 1.р (О') — не эквивалентная нулю функция, равная 
нулю вне некоторого множества Z:qc:G։ tries ճ0 <Հ mes О. Тогда иля 
любого е>0 иолено определить функцию Т(л)( LP((i) и множе-. 
спию eQ, обладающие следующими свойствами:

а) /•՛ (л) = / (л), при х f G ֊- f0, а и mes eQ < е;
՛ Hiiiectiix АН. серин физ.-xai. наук. № 1
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pj I «.•» I <«. Аля всех л = Լ 2.............. где числа ап суть коэфф
ц иен ты разложения функции F(x) по системе > ?,,(х)};

7) Для любого множества есО — Е0,

Ա ձ՜ո (х) ||r s для всех л= I. 2...............где
:я

5я(д') = £аА?л(х).
Л-1

§ 3. Возьмем последовательность положительных чисел խ |. fj

Справедлива следующая лемма.
Лемма -1. Пусть -г (л) J система функций, определенная 

на измеримом множестве Gc[0, Ij.mcsG^O и образующих баЛЩ 
н пространстве I.}.((j), Ր> 1 и fix) почти везде конечная IM- 
меримая функция, определенная на G.

Пусть бесконечная матрица действительных чисел || ап1ц I и 
измеримые множества Е^Е^ . . , с. Еп<=- . . . , принадлежа­
щие. некоторому множеству Е9, Е-^П. определены так, что име­
ют место условия:

а) Для любого фиксированного т, атк — 0. при А՛-*  ос-;
ծ) для всех k =• 1, 2, . . . ;
t) для произвольного фиксированного т ряд

X
V (а։* ֊է֊ а*,  *4-  . . . +ат J (х) 
է-t 

сходится по мере на множестве Еа к fix-), где 

mes Е„ > mes £0 — £«;

d) для произвольного фиксированного т > 1 
л
^amk^(x) £я_։=^=„ для всех и 1.2.... 
ь-։

Тогда ряд

со
£<։*?.(*)  (З.ЭД

*=1

уходится по мерс к fix) на множестве Еп, гое
<х>

» V “ть №

/Л с« |

11m д.л = 0. (3.4>
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Доказательство. Пусть £ >0— произвольное положительное 
число.

Зафиксируем ;я0 настолько большое, чтобы было

1) nies/Tflr^mesf,----- ֊ .
4

~ Е / = \ ։՜"
»■

т — 1

Так как ряд V . -««,♦)?# (х) сходится по ме-

Л=1
ре на множестве Ет, к /(х). то существует число A’(s) настолько 
большое, что

mes E(F.m.)
ո

f(x}— V(ai*

Л=1

4-л«։»)‘?*(х)| > zt-4՜ •

для всех п > Лг(г). 
с

Но так как mes(/:՜ծ — Ет )< ֊ . то для л. > Л’(е> на множестве 
4

/:у будет иметь место:
п 

f(x) — V (аи

ы
4 «2л 4- .

Полагая
wu

= У U-ik • 

/41

4««л) f*(x)

(3.6)

имеем 
Ո !t п

Sn(x)= Уа*<р Л(х) =V% (3.7)

Л=1
где

ihl bm Ct — \ Q/jk •

f«7/re+l
Очевидно, для любого // = I, 2, . . .справедливо неравенство:

ո
(а к ՜՜ "> ) ?л (X) /: tn, լ

Z7=l W=WO-J-1

n
Уаткъ (x)

/.•-I

(3.8)/: m

' Если Ф(л ) опрс,:.елсна на О и GoczG, то через ֊ |Ф (л) > с] обозначаем 
множество тех точек из Go, где '1> (х) > з, - произвольное число. Через /■ [Ф(х) > о) 
обозначаем множество тех точек из всего множества (Լ где ФЦх) > =.
4*
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Учитывая, что Ет э EW։ при /я>/и0 (см. стр. 50), в силу 
tl), где полагается т = /н0 -f- I, /н04-2. .... будем иметь:

свойства

У Ятл ?*(.*)

А=1

п 

\.а«л?А(л') ւ:։
4=ւ

‘«п-1 \ £«

для всех и — 1, 2, . . .
Поэтому для любого ռ имеет место неравенство:

и со 1/р

• Алц ՝' k~\ ռ.’=/7/օփ|
т. с. имеем

п р մ Շ
Ш-ММ*)  ^<>-4՜ (« = 1д- . .

А=1

Отсюда ясно, что множество тех точек из где
Ո

У{йк — Ь,п^)?(х)

Ы
8 . (1имеет меру меньшую, чем для всех n = 1, 2, .

Так как

то будем иметь

mes

mes(E0 — Ет)

л
V (пл.--^0*)<рЛд-)

/<=1

(3.9)

Можно написать
mes I i S„ (x) f (x) I > e] =

1 n n
= mes E^t} У ?л. (x)-/(л) 4- X" /Ълл)

k^\ k=\
n
убс,.л?л.(л*)֊/(л-)  |> I 

/f-l

֊1֊ mesճէՀ.)
г| "

V(ak-bf„ak) {x)

k=\

Отсюда, принимая во внимание (3.6). в силу (3.5) и (3.9) получаем 
для любого n > N (е):

mes E(/:j
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mes^)[15w(x) ֊/(х)|>е]<е. (3.10)
Таким образом, мы доказали, что для любою г>0 можно по­

добрать (е) такое, что при «>.V(S) будет иметь место условие 
(3.10), т. е. мы доказали, что рад (3.2) сходится по мере на множе­
стве к функции f{x}.

Легко видеть, что limofc = 0. В самом деле, пусть б^>0— пропз- 
k -. ос

вольное положительное число. 
Возьмем настолько большое, чтобы было

ОО
V^< V’ 
— 2
/л=/л<(4-1

Из условия а} непосредственно видно, что при фиксированном тп 
можно взять число /V(e) настолько большое, что

при k > ;V(e).

Отсюда, а также учитывая равенство (3.3) и свойство Ь), получаем:

т0 со

А- —-

/=| /=/я04-1

Лемма 4 полностью доказана.
§ 4. Чтобы доказать теорему I, докажем две теоремы, из кото­

рых теорема 1 легко следует.
Теорема 3 Если {ф*( л)) система функции, определенных 

на измеримом множестве С?<=[0,1]. mesG3>0 и образующих норми­
рованный базис в пространстве LP(G), р^>\, то для любой почти 
везде конечной измеримой функции /(х), определенной на О, суще­
ствует ряд 

со 
у «л ?«(*).

П = I 
сходящийся к fix} по мере, причем 

lima,, = 0.
Л-со

Доказательство. Возьмем последовательность положитель­
ных чисел (гк }, где 

со
У г*  <4-00. (4.1)
АШ

А=1

Так как f (х) почти везде конечна, то можно взять множество 
Е’. cz (1 такое, что
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mes G mes E\ >mes G — 11 
2

и чтобы функция /(x) была ограничена на этом множестве. 
Функцию /։ (х) определим следующим образом:

/1 (*  **) =

* А՛- 1, 2, . . .суть функвнн, образующие
с системой ։ (х) |.

** В лемме 3 вместо взято

/(х), при х(:Е\,

О, при х^ G - Е\ .
(4.2)

Очевидно fi(x)- LP(G). Применяя лемму 3. можем определить функ 
дню /•'։ (х) ( Lp (G), обладающую свойствами:

а) /■', (х) = /։ (х). вне некоторого множества е։, где

еյ с Е\, mes ех <Լ ;

к) խւ*|  <8։. для всех к- I, 2.............. где

«I*  /; (х) 6Дх) г/х*.

Так как ряд 
<х

А-=1

сходится в среднем порядка р на G к /՛, (х), и так как в силу (4.2) и 
a), F, (х) =/(х) на множестве ЕХ = Е\ ev то очевидно, он будет 
сходиться в среднем порядка р. а следовательно и по мере, на мно­
жестве ЕХ = Е\ —ех к /(х), причем

mes G > mes 2> mes G s։.

Возьмем функцию /(х) Г։ (х). Так как эта функция почти везде 
конечна, то можно взять множество e2^G — Ех такое, что

mes G > mes (Ех 4- £շ) > mes G —•

и чтобы функция /(х) —Л\(х) была ограничена на е։. 
Функцию /2(х) определим следующим образом:

/з (.v) =
/(■*)-  Л (*),  при х^ег, 

О, при х .֊ G — е2.
(4.3)

Очевидно. /2 (х) ( Lp (G) и /2 (х) = 0 на Еу <=.G — е-,. Применяя 
лемму 3, мы можем определить функцию /' (х; <■ такую, 
выполняются условия* 9:

биортогональную
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а) Л(л)=А(^) всюду вне множества Հ с e8c=G Ev где mes^՜ 
настолько мала, что множество А'» = £, 4֊(^> — Հ) имеет меру ոտտ£Հ> 
> mesG —г2:

?) |а?.Л<е2 (Л = 1. 2, . • . где

ճշ.*=յ  /Hx)6A(x)dx;
о

'() II Տշ. п (х) II для всех ո = 1, 2.............. где
п

52.„(х) =V(a2.»^(x).

Л=1

В силу определения чисел «гА и а->.к ряд

х>
£ «и <ри*)

*=1
сходится в среднем порядка р на G к /'։(х), а ряд

ОО
У/*2.  ьъЛх) (4,4)

/г=1

сходится в среднем порядка р на G к j'. (х).
Следовательно, ряд

QO
У (ai«+02,ft)©fc(x) (4.5)

сходится в среднем порядка р на G к функции

/•2(х) = Г։(х)-г/:(х).

Легко видеть, что функция /?2(х) совпадает с f (х) на множестве 
Е2 = Е՝ + (е2 в..).

В самом деле, F, (х) - /(х) на множестве Л’։ ֊ Е\ — ՛ в силу
(4-2) и условия а). С другой стороны, f'.(x) — 0 на Ev ибо в силу 
(4.3) /2(х) 0 на G - е ., e2^G /т/и так как, в силу а)/’ (х) -/2(х). 
при х G где е Ег

Следовательно. Е2(х) = /’։ (х) 4- / (х) = /(х) при х . Е}. Остается 
проверить, что F3(x)-=/(x), при x~(e2 — e.)^G - Ev Это следует 
из того, что в силу (4.3) и условия а) (стр. 54) /3 (х) /(х) —/*՝ ։(х) 
при х£е2- е' и, следовательно. F2 (х) = Ւ\ (х) (х) = /(х), при
х е2 — е'..

Итак, ряд (4.5) сходится в среднем порядка р на G к некото­
рой функции Л'2(х), совпадающей с /(х) на множестве Е2.

Следовательно, ряд (4.5) сходится по мере на множестве Е3, 
mes Е2> inesG в2 к функции /(х).
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Пусть теперь для некоторого натурального т определены ряды
ОО ОО ОО

A=z| A=l Л=1

такие, что ряд 
со
V (б| ft + «2. Д.-Ւ . . . -f-ft/nft) <pft (х)

k=l
сходится в среднем порядка р на G к некоторой функции Fn (х), сов­
падающей с/(х) на множестве E„cCj, где

mes G > mes£CT > mes G -ьт.

Возьмем функцию f(x) Fm(x). Эта функция почти везде ко­
нечна на G, причем на Ет она равна нулю.

Возьмем множество 6?m+։cz G — Ет такое, что

mes G > mes (Ет 4֊ ет,. ।) > mes G 'm — ՛

и чтобы функция f(x) Fm{x) была ограничена на множестве 
Определим функцию fm+\ (х) следующим образом:

. (ՀՌ*)  ՜ Еп(х). при xg^i.
/OT+iU)= (4.6)

I 0. при x£G — ет+1.

Очевидно, fm+i{x) gLp (G) и fm. । (x) = 0 на Em. Применяя лемму 3 
к функции fm+i(x), мы можем определить функцию/«.и (x)g/-Р(О) 
так, чтобы выполнялись условия:

a) fm+i(x) = fm-i(x) всюду вне некоторого множества ет+\ с ет+\, 
где mes^+i настолько мала, что, обозначая через Ет.^ — Ет 4- (ժ„,+։ — 

^от+1), имеем:
mes G mes Етл. i ՜> mes G — гт ■ ।;

Ю խա+ւ.*|<£«+։  для всех Л=1, 2,. . ..где

flm+L * = J /п+! (X) փ*  (х) 4х;

7) II Sm+J. п (х) II Em <гт41 для всех « = 1.2.............. где
п

• 1, п (А.՛) - - \ (Im -. 1. k ?А֊ (•՝-՛)•

Л-1

Тогда/л-)-! (х) =/w+1(x) =/(х) Fmlx) на множестве еда.։.։ ճ,,ք+ւ = 

= Em+i— Ет, а так как em+i^G — F.m,Em^G - ет] ։ ^G — ет^\, то в 
силу а) и (4.6): քՈէ+\ (х) = fm.bi (х) = 0 на Ет
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Так как ряд
ОО
У *?»(*)

л-1
сходится в среднем порядка р на G к функции /М1.։(х1. равной нулю 
на Ет и равной f(x) — Fm(.г) на ZTOT+։ Ет> и так как, по предполо­
жению, ряд

со
У («I к 4 ^2. А՜ 4՜ • ■ 4՜ Umk ) (х)

А=1

сходится в среднем порядка р на G к функции Fm(x) совпадающей 
с J(x) на множестве Ет, то ряд

>х>
У (&Т А- 4՜ а'2. к 4- • • • 4*  атк 4՜ &т I I. & ) <?/.• (А՜)

Л=1
сходится в среднем порядка р, а следовательно и по мерс, на G к 
некоторой функции /*' Лц(л*)>  совпадающей с f(x) на Ет+\.

Ещл-1 /Гдч, rnes /jd-f-i nics G •

Далее заметим, что н силу нормированное™ системы 
имеем для любого т

Нт атк = 0.
А- ос

Таким образом, доказано существование бесконечной матрицы 
Ц ать || и множеств Ех er Ez <= • • • с: Ет cz..£т cz Ci, удовлетворяю­

щих условиям леммы 4, где положено E^ — G.
Следовательно, ряд

«■
V
Л=1

где

/Тд; — \ йтк

сходится по мере на G к функции f(x), причем 

lim ai, = 0.

Теорема 3 доказана.
Теорема •/. Пусть \ъп(х)\ —система функций, определенных 

на измеримом множестве G cz [0, 1], mesG՝>0 п образующих нор­
мированный базис в LP(G), />>1. Пусть f (х) — измеримая функ-
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ция, равная 4-со на множестве F.^G и нулю на G — E$ тогда 
существует ряд

со

у ал ?„(*),

I
сходящийся по мере на G к f(x). причем.

11m ая = 0.
/7-Х

Доказательство. Возьмем функцию

У-(х) =
1, при х£Еа, 

О, при x£G — E0.

Возьмем последовательность положительных чисел (е„|, где
ОО
У < 4- оо.
л=1

(4.71

(4.8)

Применяя лемму 2, определим функцию Ւ} (x)£Lp(G). обладающую 
следующими свойствами:

а) Ft (х) = 7.(х), всюду на (7 — ev где

meser< ' ;
2

?) |ճս|<1տյ» Для вссх /г = Ь » где

«1*  = ( Ft (л-) (л-) dx\
о

7) для любого е-сО- ժ,
п
У Qja ?a (a-) 

л=1
для всех п — 1, 2, • ■ 

Очевидно, ряд

< ij 4- 2 I (AJ = а։ 4֊ 2 fines е- Е0)"р

со

V «1А֊?На)
А'=1

сходится в среднем порядка р, а следовательно и по мере, на G— е։ 
к функции 'Z(x).

Так как

mes[(7 f0(O—cj]^mes (G Eo) \ mes |G—(G -e,)]<mes (G £0)4- -֊- • 

io будет

mes Eo (G — cj > mes ճ0 —у • (4.9)
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Так как ряд
<Х/
У «и- ?А- (х)

*-1

ГОДИТСЯ по мере на множестве Ец (G ех) к Z (х), т. е. к 1,то мож 
но взять число «յ настолько большое, что для точек множества
/:<>(</֊ ճյ) будем иметь при л.>//։

У «и (*)>֊£֊  

Л=1
>mes [£(>• (О —<?։)]-֊-• (4.10)

Отсюда, принимая во внимание (4.9). получаем

mes f/д.
п
У, «I» ?л(Л*)>  —

Л=1
> mes Fq г (4.И)

При
Вновь применяя лемму 2, определим F2(x) I.P(G), обладающую 

с.: едующиын свойства м и:

а) 1'2 (х) = Z(х), при х G — ег, где

f?n<=A'„ mes £.><՜— 
2

Р) |ճշ.* 1<^շ. при Л = Լ 2. где
ճշ.*=  1 Л» (х) փ*  (х) rZx; 

ծ

7) для любого множества ecQ г2
п

Л=1
< г2 -г 2 1 7. (х) l|f = s2 2 (mes е £0)։ 1՛,

«Տ=շ при п < nv

(« = 1. 2, -- ); 
п
у О1.Аф*(х)

Л=1

Условию 3) можно удовлетворить, ;ак как число /:։ фиксировано, 
и в силу леммы 2 коэффициенты а:.к можно сделать сколь угодно 
малыми.

Очевидно, ряд
■л՜»

Л=1

сходится в среднем порядка р. а следовательно и по мерс, на мно­
жестве О — ег к функции 'Z(x). где

mes (G — е>) > mes G - •
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Легко видеть, что

mes[(G — ^)ЕП]> mes^ - (4.12)

Следовательно, можно взять число л8>«։ настолько большое, что 
при л > ла будет иметь место неравенство

mes у °?.*  ?*(•«)  >4
Ա-ւ

> mes Z:o — е .. (4.13)

Продолжая этот процесс, мы определим бесконечную матрицу 
действительных чисел II и последовательность натуральных чисел 
(л/|, гдея/<лМ|. / = 1. 2. • • такие, что выполняются следующие 
условия:

А) Нт ан, 0 (/ «= 1, 2, •);

В)
С) ряд

(А= I. 2,...; / ֊ 1.

гс
Ճ "<*?*(*)

сходится в среднем порядка р. а следовательно и по мере, на G к 
некоторой функции Fj(x), совпадающей с 7.(х) на G—е/, где

_ =iи тпгзе/< — . причем выполняется неравенство:

mes ft/;;.» У ?*«)>֊֊  
Д-1

> mes £0 — г;, при п > п,:

D) если e<^G — et. то для любого л = 1, 2....
л

У. (lik'rtix) r < Տք 4- 2 D X (х) խ = կ 4- 2 (mes e ■ ;

E) для любого i > I

I S При ՈՀՈէ-ւ.
• 1

Возьмем ряд 
ОС 
У в*?*(л),

где

(4.14)

(4.15)
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Докажем, что ряд (4.14) удовлетворяет условиям теоремы 4.
Сначала покажем, что ряд (4.14> сходится по мерс на Ео к 4 оо. 

т. е. что для любых М >0 и е>0 найдется целое число Л՛ (/И, е) 
такое, что при /t>.V(/W,s) имеет место

г " 
mes Fcfj V ak <?/. (х) < /И < е. (4.16)

Ա=ւ

Итак, пусть Л/>0, е>0— произвольные числа. Зафиксируем /0 
18столько большое, чтобы было

ОО

/=/0
Рассмотрим ряд 

ОО 
У ?*(•*).  (4.18)

А’=-I 
где

Կէ
Ъ*.  (4.19)

/=1
Так как /0 фиксировано, то ряд (4.18) сходится в среднем порядка р 
на G к функции

ՓՀ (х) = Ւ\ (х) 4 Л (х) 4- • - - 4- Л, (х).

ибо этот ряд есть разложение функции <!>.■„ (х) по базису {фл(х)).
Из сходимости в среднем порядка р ряда (4.18) следует, чю 

Ормы частных сумм этого ряда равномерно ограничены. Следова- 
елыю. существует Л4о^>0 настолько большое, что

п
mes£(4,)[y £/>?*(*)<-  Л]о] < ’ (4.20)

1 J 4

(«= 1. 2, ...).

Возьмем /V (Л1, е) — Л/,+Л. где

?о>2(^4-ЛГо) 1-2 + 6( )• (4.21)

1усть п > Nr (/И, е). Допустим, что //, /ւ<Լրւէ1ւ, I i0-\-p(i.
Рассмотрим сумму 

п
V а* ?4(л՜)- (4.22)

10.ЮЖИМ
Ь I

с.»= У а,։. (4.23)

S—fo+ 1
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В силу (4.15), (4.19) и (4.23) можно написать 
п п п

(л) — լ Ьм ft: (л')4- У Ga-Фл (х) 4- V dikfti(x), (4.24)

k— 1 *=l  bl
где 

со
= ак — (bj.^ 4֊ Сщ ) = V^.r* - (4.25м

s«i+2
Возьмем сумму 

п
У Gft ^ (.v). 

Л=1
Напишем ее в виде: 

/I է п Ո
У 0*  <рл (-V) = У У a st: fk (*)՛+  У а{ 4-1. k ®*  (Л-). (4.26)

Л=! .ч=/04-1 *=1  /г=1

Для каждой из сумм
п
У ?*(*).  '0 4՛ I I 

k=l

имеем, н силу условия С),

m es I У a st cA. (д-)> 

’ «=1
> mes Eo €A. (4.27)

ибо и > n.Հ>ո ։> >//,; i .
Отсюда следует:

r z ,f I r*
mes£(/:,) У У avA9fcU)>--(7 70) >։ncsE0—e,.

1 Y-/.. 4 =i  “ «-М-։*

Из (4.17) и из того, что

/ — /0 > рп > 2 (М -|- /Ио) 4-2 6

получаем 
i

mesE(A„) У
п

ft: (х) ?> 41 4- Л’о 4 1 ■ 3
k=l

В Հ

(-1.23)

С другой стороны, в силу условия D), (4.17) и включения G cz[0, 1] 
имеем
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где

1 dx<W’t

nies (О' — е^\) > mes Ci — ,, 6rnes 6-----
8 (/>U-

ому множество тех точек из (i—e^i, где

Y «»• ֊ г, * ?/.• их—з (—р \ £ /
еег меру меньшую, чем

Но так как

mes (G — в; 1) > mes Ео - --֊

то будем иметь

<?/+։. * й>Х֊Г\ £ '
(4.29)

Из (4.28) и (4.29), учитывая равенство (4.26), получаем:

mes О*?л(х)>/И - Л1о
*=1

I > mes Еп — '>• (4.30)

Из (4.20) и (4.30) следует:

п "
V /;,Л. (х)+ C'lk (х) > .И 4 1

А=1 *=1
Теперь рассмотрим сумму 

п 
լ dik^i<(x), 

k^\
Учитывая равенство (4.25), легко видеть, что справедливо неравенство:

3 
^>теьЯ0 £. (4.3 В

4

'Հ ~ и Հ
V dik?k(x) о<^ V ast!^.(x) r- 

' *=l  «

Так как z/X'Ou. то в силу условия Е) имеем:

I S a,^k(x) - . .$>/'4-2-

А=1

(4.32)



64 А. А. Талал ян

Следовательно, из (4.17) и (4.32) получаем:
п со
Ջ ^?А֊(Х) о_: £®/ <

k֊--\ x=it2
(t > /0). (4.33)

т. е.
п
У Հ*  ?*•(*)
Л=1

(/ > Գ).

Отсюда следует, что
п

mes/Г V — 1

7г=1
Следовательно, будем иметь

п
mes У d.к (л-i > — 1

Л=1
Из (4.31) и (4.34), принимая во внимание (4.24). получаем:

mes ձ՝ր/; յ [.Տ’« (х) > Л1 ] > mes ճ0 — e.

(4.34)

(4.35)
Таким образом, мы доказали, что

mes Е<к.» (л*)  < Л4| < ւ, при и '> Л՛ (Л/, г) = Zo 4- p0.

И.ак, мы доказали, что ряд (4.14) сходи.ся по мере па множестве 
Еп к 4- оо.

Чтобы закончить доказательство теоремы 4. остается показать, 
что ряд (4 14) на множеств (7 Zf0 сходится по мере к нулю.

Для этого достаточно заметить, что построенная нами матрица 
К «/*■  II удовлетворяет условиям леммы 4 для функции ՛/.(?:), мно­

жества G Ео и последовательности множеств (£т), где Em = G —Е^ 
т — 1, 2,....

В самом деле, условия а) и Ь) леммы 4 непосредственно сле­
дуют из условий \) и В) (стр. 60).

Условие с) леммы 4 следует из условия С) (стр. 60), ибо в си­
лу (4.7) Z (л՝1 — 0 при G —

Условие б) леммы 4 следует из условия D), где положено 
е = G — Ео, ибо е, <= Ео для любого i = 1, 2, ...

Таким образом, ряд (4.14) сходится по мерена О Е(, к нулю.
Коэффициенты этого ряда стремятся к нулю также в силу лем­

мы 4.
Теорема 4) доказана.
Из теоремы I непосредственно следует
Теорема 5. Пусть ?.(.ր)| система функций՝ определенных 

на измеримом множестве. mesG^>0 и образующих нор­
мированный базис в Lf(G), р> 1.



О сходимости по мерс рядов по базисам пространства 65

Пусть f(x) измеримая функция, равная — jo на множестве 
Ео с G и нулю на G — EQ.

Тогда существует ряд

У ап (А), 

д=1
сходящийся но мере на G к f(x), причем

Пт ап = 0. 
л -х՛

Теорема I является непосредственным следствием теорем 3. 4. 5.
Теперь докажем теорему 2.
Пусть/։(х) . Lp(G) — не эквивалентная нулю функция, обращую- 

щаяся в нуль на множестве ճ։ <= G, где

mes G > rnes ձ՜։ > G — <>։. о < ։, < I.

Применяя лемму 3. мы можем определить не эквивалентную ну­
лю функцию /* ։(х) LP(G), обладающую свойствами*:

») Л, (х) = /։ (л*),  при х( G — е„ где 
e^czG — Ev jnesc*j<= x:

W lfli*|< €r՛ k = 2. - . где

Պ*=  ( F՝ (A) bk{x)dx. 
q 

Ряд 
oo
У <2|t?(A) 

*=i
сходится в среднем порядка р, а следовательно и по мере, на G к 
функции Fj (х), обращающейся в нуль на множестве

Положим
0<о=^тах (|«н-1} (4.36)

k
и возьмем последовательность положительных чисел s2, -3, •• так. 
чтобы было:

ос
У Е*<г.  (4.37)

/7=2
Применяя лемму 3 к функции Л, (х), найдем/2(х) (<7). обладаю­
щую свойствами:

а) /2(х) = — Л, (х). при Xi- G ег, где 

լ е2 с: G — Ev mes е2 < s2;
՜ Для того, чтобы ||!ункиия 1-\ (х) была отлична от нуля на множестве поло 

жигельной меры, достаточно взять в лемме 3
< min ( -р у mes £ |/։ (л) փ 0 ] •

5 Измыгпш ЛИ. серки <|чи. мат. наук. № )
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Ю |«շ,*!< 4. k = 1, 2..... где

«շ. а - ( Л(л')'?а- (x)dx\
G

(«=֊ 1, 2,

Очевидно, ряд

լ (fl1 A- -t- (1շ.էէ ) ?ձ՚ (Л')

Л=1

сходится в среднем порядка />, а следовательно и по мере, к неко­
торой функции Ег(х) Lp((i)> обращающейся в нуль на множестве 
Е2 = G —е2, где

Е2^ Eti nies£2>mesC7 ss.
Предположим теперь, что построены ряды.

ОС ОО 30

У а»Чк(х), V л?.а«?а (*).•••, У <w®fe(x).
Л-J A-1 A-1

I
обладающие тем свойством, что ряд

У (Л|А 4՜ «2.А Л/пА ) ?А (а՜)
А-1

сходится в среднем порядка р иа G к некоторой функции Fm (х), об­
ращающейся в нудь на множестве Ет, где

mes (1 > mes Ет > mes (i —
Применяя лемму 3 к функции — Fm (х), мы можем определить 

функцию /,ц.\{х) ((}). обладающую свойствами:

7) (х) = - Fm (X), при х G - е,п+\, где

tf/n-i с- G Em, mes£m4t <С-« I i
6) ^.| l. A-|<Sm 1,А- = Ь 2. где

atn~\.k ՜ j fm + \ (А) Од. (X) dX\
G

II v՝ II■f) I У Лл, + |Л (X) <£m + | (n = 1. 2, ...).
.1 ||£«

Очевидно, ряд
•x>
լ (<Zia -Ь Q-2. * 4՜ • • • 4- atn-r I. a) Va (x)
A~I
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сходится в среднем порядка р, а следовательно н по мере, на G к 
некоторой функции F„, • (х)£ Lp ((}), обращающейся в нуль на неко­
тором множестве £'«-։, где

и Ет, mes Em+i > mes (i — .

Таким образом, вами будут построены бесконечная матрица 
II ап-1| и последовательное՛! ь множеств /Հ с Թ cz ... с с ..кото­

рые удовлетворяют условиям леммы 4, где положено £0 (1 и 
W-0.

Возьмем ряд

£**?*(•*)•  (4.38)

* J ֆոէ-՚էւկյկարւպ Լ հավասարվեք —ОС կամ —ՕՕ րյրական 4ափէ բաղմու.-^
թ յան վրսւէ

Հ-1

где 

со
= S а‘к- (4-39)

М1

Тогда по лемме 4 ряд (4.38) сходится по мере на (i к нулю и 
lim afl — 0. 
Il -«

Из условий 3) и из соотношений (4.36). (4.37) и (4.39) непосред­
ственно видно, что не все ап равны нулю.

Теорема 2 доказана.
Институт математики

и механики АП Армянской ССР Поступило 5 Xi 1956

и». О.. (Փսւլսւ|յան

ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՐԱՋՒՍՆեՐհ ՇԱՐՔեՐԸ ԸՍՏ ՋԱՓհ 
ՋՈՒԴԱՄՒՏՎ-եԼՈՒ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո Ի Մ

f^bnphll' I. Եթե (I դրական yuJifi/i ւււււհմանավւակ րաւչմռթյան վր ա 
որոշված (X)| ֆոննկցխւէնեք'/' հսվ ո [• I/ ական ութ յու.ն ր Հանդ }ւ и ան ոսմ է 
նորմավորված րադիո Լր(G).p>l """րած ու [J յան «/'I; 9. ապա (յ րադւքու- 
Pյան 'll'"' որոշված րանկաւյած ք \X)*  ՝Ւ"' ^'հօՒ!Ւ ^ամար դոյոէ.֊
P յա.ն ni'lift ւս յնպ/ւոի

CO
Y ЛПОЯ(X)
Л — 1
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Հարը, որը (յ րաղմության վրա ըստ չտփի ղու դամիտում Լ /(x) էիունկ 
ցի ույին, ընդ որում

lim а„ = О» 
«•»ж

p'bnpbll 2. Եթե (i դրական չափի ււսւհմանափակ րաղմության վրւ 
որււչված <?., (X)‘ ֆունկցիաների հ и^ П րդական ութ յուն ր հանդիսանում 
րաղիս I ր((1), /?>! տարածության մեջ, ապա գոյություն ունի տյնպիււ

<Хз
У Йл<?л(Х)
/I — է

շարք, որը (յ րաղմության վրա ըստ չափի զուգամիտում Լ զերոյի և որ 
••չ րոլոր գործակիցներն են հավասար ղերււյի, րնդ որում

limdfl = O' Л-00
С и in չափի զուգամիտությունը սահմանվում Լ հետևյալ կերպ.
UiuKifiulini il“ G գրական չափի րաղմության վրա որոշված (Л(х)1 չ- 

փեէի համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիաների հաջորդականություն 
ըստ չափի դ/էւդամիտում է f(X) չափեէի ֆունկցիային, եթե դոյությոլ 

{gn(*)' f և (ая(х)} չւսփելի ու համարյա ամենու րևր վերհւսվոր ֆուն^ 
ցի աներ ի հաջորդականություններ այնպես, որ

A(x) = ^.,(x) փ ал(х).
որտեղ

lim £и(х) =/(х)
Л—«>

համ ար յա ամ են tn րե յւ G-ի վր՚“ և |a„(x)) հաջորդ տկանու թ յա.նր (?*■/»  վ(>
րաո չափի զուգամիտում I; գերււյի։

Թեորեմ 1֊ը ապացուցված Լ եգեէ Մենչով ի կողմից այն 
դեպքում, երր {®л(х)) սիստեմը համընկնում I, J СОЬ Ո X, Տ1Ո /ZX) 
հետ [.?]։

մ ասնավ.
աոե

:՛
••Ւ ‘4’
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