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ԼԱ֊ՄովսիսյանԼնհամասեո սալերի և գլանային թաղանթների տատանումների մասինՈւսումնասիրվում են ըստ բարձրության մասնակիորեն անհւսմասեո սալերի ե զլանային թաղանթների տատանումների մի թասի խնդիրներ Գծային տատանումների խնդիրը սափ համար դիտարկվում I անհամասեռ աոաձգամածացիկությաե դեպքում (անհամասեո սողք) Աոաձգական սափ ե գլանի համար խնդիրները դիտարկվել են երկրաչափորեն ոչ գծային դրվածքով Հեսւարրքիր է. որ անհամասեոությունր կարոդ Լ փոխել տատանումների և ալիքների տարածման րնույթր «կոշտ» 1. «փափուկ» ձևերով.
L.A.Movsisyan

About Vibrations of Nonhomogvneous Plates and Cylindrical Shells

Исследуются одномерные колебания пластин и цилиндрической оболочки, когда по 
толщине имеется неоднородность. Она может быть как естественной, так и й случае, когда 
объект находится н температурном поле, вследствие чего свойство материала изменяется В 
последнем случае особенно чувствительны изменения вязкоупругих свойств. В вязкоупругой 
постановке изучаются линейные колебания, а в упругой - нелинейные1. Уравнения движения цилиндрической оболочки и компоненты деформаций возьмем по Н ]
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Теперь несколько слов о соотношениях вязкоупругости. Как известно [2,3], если вязкоупругие свойства меняются вследствие температуры, то для материалов, для которых верна температурно-временная аналогия, связь напряжение —деформация сохраняет свой вид, только вместо времени ставится приведенное время. Так вот. в выражении связи
Ev = Е V (1.3)

I заменяется на !՛ (будем изучать экспоненциальное ядро). Если предположить, что материал находится в стационарном температурном поле и имеется только изменение температуры по высоте, приведенное время Г через [ выразится (3)
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= (1-4)Если предположить, что в (1.3) / заменено на 1՛ и учесть, что принимается гипотеза прямых нормалей, естественно разложить ф(г) и ёа1’"՜''' 1 в ряды по 2 и довольствоваться линейным приближением.Тогда окончательно для усилия Т и момента М получим /
Т = Де + Дк - (/>[(/, + ДЛ)С + (Д + Д/1)к](7т-ос , (1-5)
М = Де + Дк - |7>[(Д + ДЛ)е + Д к]с/т-X-

^=т֊/ИгН‘л
1 7 ֊У

А1 ~ т) = ~ О “ аао(' - т)) (1.6)
/> = уа.е^1՜^Как видно из (1.6), так как роль коэффициента Пуассона невелика, его изменение не учитывается.2. Рассмотрим линейные вязкоупругие колебания пластинки —> ос)для случая краевых условий:и? = М = Т = 0 при х = 0 и а՜ = / (2.11Подставляя (1.5) с учетом (1.2) в (1.1), будем искать решение системы в виде

и = ф(/)сО8Хх, и = /(г^плх. л. = — 12.2)удовлетворящее условиям (2.1).
л!֊ДШг.<р֊ р ф֊^л(г-т))./ Л =0

т I 9 !
о2 = — X2, О: = — 7/, ц = — [РзтХх^г 
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Как известно (2). при не очень высоких температурах изменяются только коэффициенты вязкости, т.е. в соотношениях (1.5) можно принять = 0. соответспъенно с этим в (2.3) они. не фигурируют (только радикраткости записи). Наличие его не приводит ни к каким-либо принципиальным осложнениям по сравнению с тем. что приводится ниже
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л.При вынужденных колебаниях q = q()e ' соответствующее решение (2.3)дается
Дв«+0|) (2.4)здесь
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(2-51
& = 02 +(а«0)2

r.,=-'-r;։(0 + aaj9-' 
«опринималось, что разность между фазами△ О, 0: мала, так что СО5.Д =1 и sin Д = Д .Частоты и коэффициенты затухания свободных колебаний, следуя [2]. выводятся в предположении, что трение очень мало, тогда, пренебрегая малыми членами, получим (р = р. + ip2)

А =
со, 

Q.
Pi = уТ„(р,) (2 613. Нелинейные свободные колебания пластинки будем изучать в упругой постановке.
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Р> = ₽:=ТОбычно [ 1) членом в первом при изучении поперечных колебаний инерционным уравнении (1.1) пренебрегается. так как собственнаячастота продольных колебаний на порядок выше, чем изгибныеОказывается, что при неоднородности эти разности еще больше
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увеличиваются [4], так что здесь он также пренебрегастся. Рассмотримслучай шарнирного закрепления краев
и = w = М =0 при х = 0, х = 1Тогда решение (3.1) будем искать как

w = f sin Хх, и = <psin 2АхСистема (3.1) решается методом Галеркина. Первое уравнение дает
8 3Z 4.4 / J)

а ИЗ ВТОРОГО ПОЛУЧИМ
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(3.5)
Появление члена с вследствие неоднородности интересно само по себе (член с /' | и его роль существенна в значении нелинейной частоты.Нелинейная частота для уравнения (3.5) имеет вил [5]

0) = (й0(1 + Аа2А = ֊ а, -—а:
8 2 12 1

(3.6)В |1], следуя другой работе, приводится не совсем точное выражение для нелинейной частоты цилиндрической оболочки, уравнение которой имеет такой же вид. как (3.5| (с.118. формула (2.198)).Возьмем характерный случай неоднородности

г*. г*kJ kj1 +kf кГII"О+ СЧ kfIIIkj4- ~
X_____>

I/O1 оN 
IIа±՜ (3.7)

Легко видеть, что при всем изменении 5 (0 < 8 < 1) коэффициент А в (3.6) всегда положителен, как и в случае однородной Пластинки, т.е. геометрической нелинейности соответствует "жесткая" характеристика.4. При изучении распространения нелинейных волн в (3.1) инерцион* ный член, как и в |6 |, удерживается. Кстати, в (6) удержание этого члена привело к интересному результату. Оказывается, в нелинейном дисперсионном соотношении (аналог (3.6)) нелинейный коэффициент отрицательный, что существенно при изучении характера распространения волн модуляцииРешение (3.1) в этом случае ищется как
56



и = и0 4- и}е'՜ + и2е‘* + к.с. |4.11
п = и'1ел + м»2е2п + к.с., т = Ах - со/Подчеркнутые члены для однородного случая отсутствуют.Подставляя (4.1) в (3.1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых гармониках, из первого уравнения получим•— = + 4^,^՜ )(1 + 4Н), и} = /А(1 + + 2ю,м\)

дх

щ = ֊/Аг(1 + Н )(р й7 + 2w^2), иг - ֊/Аг(1 + Н )(зр.- н'։2) (4.2)
I / \ ( 1 Л«2 =-/Ц1+ //)(>?2 - 80.мН Я = — 1-—52

2 4 ' л 1 1 7 12 < 3При получении (4.2) члены высшего порядка пренебрегли«:։. по сравнению с основными (например, н։,йл « м',й7. и т.д.) а м„(х) - гак называемое среднее течение - определялось из условия |7|.
д д---  5= С' ֊ 
&----- дхгде с - групповая скорость основной изгибной волны

V — ———с!к
-82У 

з ;
©0 = (4.3)

Выражение дая и՛, получилось из второго уравнения, пренебрегая инерционным членом от него, и оно естьЗи7,2= -ттгР, («12/2Окончательно нелинейное дисперсионное соотношение выглядит как / ( ։ >о2 = со՜------— 9/7 —А4б/՜8рйк 24 <) (4.5)
4а~ - ирг.Коэффициент при а՜ в однородном случае (б = 0) отрицателен, а уже для 8 > 18А'7?֊ (1 + 6А'7?՜ ) ] меняет знак. А это зачит, ч то в первом случае имеется неустойчивость волн модуляции, как и для однородного случая, а во втором —устойчивость |7].5. Свободные колебания цилиндрической оболочки изучаются при двух вариантах граничных условий. В первом —для шарнирно-закрепленного случая условия такие, как (3.2) и решение также ищется по (3.3). Для (р и 7 получатся

57



15.1)
Уравнение для / имеет такой же вид, как (3.5) с коэффициентами

Д = 64Р: 
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/I 3 R) (5.21
I1 А՜1а-, = —/•. Д

4Нелинейная частота определится по (3.6) с новыми а. причем коэффициент /1 может быть как положительным, так и отрицательным Это имеет место и для однородного материала-коэффициент А > О примерно при неравенстве Л// > 0.51/ R .Интересен случай свободного шарнира. Тогда вместо условия к - О ставится 7=0. В этом случае надо вспомнить, что первое уравнение в (1.1) приведено для случая пологой оболочки, а точное уравнение имеет вид
6Т 1 дМ , с2и 
-----------------= рй —֊• 
дх R дх дГ

(5.3)
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Уравнение движения при этом примет вид
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которое для /(/) даст

М = 7Х

= 0
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^г+«о(1+ <։>/)/ = О
аг
а- = ^-Л, л = р.։--֊к։,

рА V R )Нелинейная частота, определяемая по (3.6),
А - -—а, 

12 1

4Х" л֊’ 
а. - -------Л

Зя/е

(5.6)
(5.7)т.е. в этом случае имеется "мягкая" характеристика - нелинейная частота меньше линейной.
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