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1Г.1Г Սինասյան
Եյւկայնակահ և պորման ալիքների rp գծային փոխագղեգ արյունը առաձգական կյոր ձ ալում

Աշխւստւսնքում աւաւմնա սիրվել I. առաձգական ձայում րարձր հաճախության ուժեղ ևրկարոոկա.։ 
ւպիրր տր:.հո։մր cjiudp հաճախության պորմաճ երկու ա|իրների: ւհսրոսԱաւփրուր ր»<ւ հիմրամ ղրվաօ I ւ՛ 
4Սաւի1ւ ափթների սինրրոէ: փոխագրեր արյան ոարփոֆիզիկայուս և օպտիկայում կիոաւ՚.վոէ| կարճեցված 
Կսփււ սարումների հայտնի մերողը Որոշված են տրոհման ներիին և վերին շեմե-յր. ինչպես նաև 
Ա|արամես:րւսկան ուժեղացման գործակիցը և պարբերությունը Կատարված ես հաշվարկներ սպյձհպ !. 
պողպատից պատրաստված ձողերի համար. Լ արդյունքները տրված եե ււպյուսակսերի տեսքով
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ЛопНпсэг Interaction of the Longitudinal and Torslonul Was es in Mastic Circular B.n

B piT'ûTc ttcc.M'AOROJto располнйя пеусгойчиьс ть сильной ныгехочас кя нои продольной 
волны при нрлмиейнсм азлимодеиствии г ии^кочостогиыми иоляомн круп ним ■. yr.p.ro-i 
стержне кругового поперечного сечепия. Для поля перемещения приняты приплиж* ниь 
\1 инданна-Гермака. Укороченные нелинейны՛՛ уравнения ныведены методом < ж-хронн •••!. 
дл.ч нормальных колебании i ШДОдедеиы нижний и верхний пороги ПврйМетричеч коп 
'.тилеинп с тлкже коэффиииеи* и период вчоимодейс гвия Для стержня ихгитовлеинок и 
'ШЛИ я тг S/-. пр<.-ш.-д₽н численный анализ результаты Которого н:;՛ д< ювлеяы ч Հ лицами

Как показали Похгаммер и Кри |1.2|. в точней линейной постановке н 
бесконечном упругом стержне кругового поперечного сечения могут 
па. нростраияться бегущие по осевому направлению гармонические волны 
ipëx типов: расширения, изгиба и кручения. Дисперсионное уравнение 
д\я осесимметричных волн представляется в виде произведения

G’. (со, к)G, (<п, к Х./ц (со, А ) = О |Н
что указывай։ на то, что волны разделяются. Однако в нелинейной поста- 
нивке эти волны взаимодействуют, усиливая или ослабляя друт друга 
Одним из механизмов обмена энергий разных волн является фазовый 
синхронизм (согласованность частот и Волновых чисел). Эго явление ши
роко исследовано в физике плазмы, оптике и акустике |'=,5,6.7 В [7| ис- 
I хедовано взаимодействие упругих волн расширения и изгиба по их эле
ментарной теории с учетом квадратичной нелинейности. В данной работе 
рассматривается трсхволнрвое нелинейное синхронное взаимолсйстиш- 
продольной и крутильной колебаний в упругом круговом стержне

R случае волн расширения ( (Հ. (сх А) = 01 и кручения | G ,(о, А ) - 0 | 
точные уравне11ия частот имеют кратные корни и дисперсионные кривые 
состоят из ряда ветвей, соотвотствующих основным и более высоким 
модам (2]. Основные ветви этих мод схематично представлены на фиг I 
(а и б).

Укажем некоторые характерные черты этих кривых.
Кривая Л имеет касательную со = с„к при А՜ = 0 и асимптоту 
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(й-с.к. где с0.с, - "стержневая’ скорость (с0 = ^։£7р) и скорость по 
ворхностных волн Рэлея соответственно. В отличие от дисперсной криво;։ 
к кривая 0 не дисперсная. Уравнение кривой 0 имеет вид со - с\А где 

с, = у и/р—скорость сдвиговых волн. Для ветви, выше некоторой точки

Р на кривой L, групповая скорость волны расширения меньше с2. Jro 
приводит к тому, что ниже этой точки в трехволновом синхронизме:

(О, = ü)2 + (03

к. = - к.
мог.т участвовать одна высокочастотная волна расширения и две низко
частотные волны кручения, а выше этой точки - также две волны росши 
рения и одна низкочастотная волна кручения В первом случае будем го
ворить о резонансной тройке (ЛОО). а во втором случае —о тройке (ЛАВ)

Для вывода нелинейных уравнений, следуя .Ми пдл и ну-Герм ан v |lj 
представим перемешен ин точек с тержня в цилиндрических коордшшгах •՛ 
виде*

и. = w(z.t\ uf = ru(zj)/ a, mw(zj)= rO(z,/) i.3j

где- :: -осевое направление, а —радиус цилиндре։
Вычислив функцию Лагранжа. осредненную по поперечному сечению

стержня, получим:
LUT. Lia'O. 2Xuw.----^4. - +--------- 

4-------4 а
+

+
2(Х + Lib? л, ГХ + ц X + 2ц ,
—---- _0- ---------------+-------------- £ a‘w.

(Г •* 2 4 

<4|

где приведены нелинейные кубические члены, участвующие в 
синхронном взаимодействии. В дальнейшем будем ограничиваться только 
этими нелинейностями. Из принципа Гамильтона получим нелинейные 
уравнения движения стержня в принятом приближении

рте„ ~ (X + 2ц )ш ֊ 2/.и .! а = (X + 2ц )а (0 ‘ ) / 4

ри н - 1ш „ -I- 4Xw. / и + 8(Х 4֊ ц )и / а2 = -(X + ц )с/0; (5)

рО м - цО „ = 2(Х + ц)и0 . ! а + (X + 2ц )(ш .0 . ).
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Отметим. что левые части первых двух уравнений системы (5| 
соответствуют уравнениям Миндлина-Германа [1| с заменой поправочных 
коэффициентов па единицу.

Низшие дисперсионные ветви имеют вид:
G, (охЛ)= [per -(/. + 2ц)£:][рсо2 ֊цА-? -8(?. +ii)/«?]֊ g/r/r /а: (6)

Qi =Р«՜’ -Ц*2 (7> 

где знак минус при С>{означает, что выбрана нижняя ветвь дисперсион
ной кривой к Отметим, что зга ветвь весьма мало отличается от точной 
по форме, лишь только в пределе к-> <п вместо с. получается с\.
Безразмерные (разовые скорости получаются в виде;

с2
4/?;

3-4V + -4-7 
а'к՛

8 V 128

I а'к ) а к՜
= /с2

<-Г/с2 =-֊^—г. ю=(| + уХ1֊2у) 181
2(1

V — коэффициент Пуассона. Дальше будем следовать методике, изложен
ной в работах [4.5]. (’начала рассмотрим резонансную тройку (/.00).

Представим решение системы (5] в форме:
и (.г./) = й(/ )схр( - /кх), н(г)ехр( 1кл), 0(х,/) = 0(/)ехр(-/Лх) 19)

Приняв условие согласований волновых чисел я введя нормальные 
колебания:

получим систему укороченных уравнений: 
(/'«I 2 ~ <■/■«- 2 . б/ .

֊ т со. а. = лта-а..—ь со,а, - -2та.а, -г-~ <.*)чО, - -2ша,а.
<!г 11 ‘ ’ ей' ' • ’ 3 Л2 ' ՛

А'/Д'т (1 + у)г2-(1-у)
п =х —у. у = - ------ -------±------ - с; (111

2<2 + р2 у
Здесь и далее индексы соответствуют порядку резонансных троек
Отметим, что при с >с՜ (1 ¥՛)/()-г-у) у > 0 , а при Г < 0 у<0.

Введя "медленное время" Т = ы, e = A>։/a։ где Е«1 .4,, - 

характерная амп литуда, а Л, - длина продольной волны и представив 
решение системы в виде = /1, ('/’)схр(кдг). для медленно меняющихся 

амплитуд .1 получим систему уравнений:

п . , / \ ^1, « . ,՝ / А \- —Л-. .< схр(-/Дая) - • ֊-----/I, Л схр(/Дея)
(1г ею. с// сф,

— = - — /!։/!’ ехр(/Де>/) Д<!) = (0, - (сп, + Ф,) 112)
(// Е(։).

Из (12) следует закон сохранения энергии и соотношения Мэнли-Роу [6|
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ЕшМ(21=сопя
м,|л,(о)|! -|л,(т)|։)=Ю։(л(г)' - ,1 (О);)=а)^.4,(71 ,1,(0) | (13>

Из этих соотношений следует, что поскольку в рассматриваемой 
резонансной тройке п<0(к} >0. Л. < 0.ку >0) то при у >0 (область 
Длинных волн) возникает распадная неустойчивость (6| и энергия сильной 
высокочастотной продольной волны перекачивается в две другие волны, 
параметрически усиливая их При у < 0 высокочастотная волн.։ усгойчи 
ва и в этом случае происходит только слабое биение колебаний-слабые 
волны не усиливаются. Рассмотрим распадную неустойчивость подробней

Пусть в начальный момент возбуждены сильная высокой, и то тая 
продольная волна и одна из низкочастотных крутильных волн < 
начальными амплитудами Л,(0) Яо,, ֊ Лиз. .4,(0) 0 причем

4,,/ЛП1«1 Для определения порога параметрического усиления (6| 
волн кручения в начальной стадии распада амплитуду продольной волны 
будем считать постоянной Тогда, решив два последних уравнения 
системы |12). получим

/1-(Г) = J,,) ехр(- iAcnr / 2ХсЬа/’ + /AoshaT '2а)

Л։(7)=^-‘֊^-ехр(-1ЛыГ 2)shar Н И
еааь

где а - коэффициент параметрического усиления:

Е a; = ^2L_(W (15.
е'о.ск 4

Из (15) для порога усиления получим опенку:

eAoJo.w.4>,>—<w чи
При полной фазовой синхронности (Д(0 = 0) распадная неустойчи

вость становится безусловной Дальше будем считать До = 0
При тех же начальных условиях решение системы (12) в 

эллиптических функциях Якоби |8.9| имеет вид:

;4(7’f |Я,(Т)՜ ֊ ֊—dn:(c,.v). |л(/1 = 4 —(£>•՝’) (17l
5՜ (0, CO.

где с = £($)+ АтпТ/.тЕч/о^о,, л I + — I —

и Л՛(5) — полный эллиптический интеграл первого рода.
Решения (17) описывают колебания с периодом:

п = 2лЛ(л)7о,о?

'»Л։
После некоторых упрощений, запишем (18| н срор.ме
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П 2зК(з}уу12 + рг К с/У У 

та

где П.=2я •'(•.). период продольных колебаний. Учитывая, что из

оценок А,.. ՛ Ао1 « 1. со,/оу = 0(1) следует оценка 1 л՜՜ - 1. то при 

вычислении полного эллиптического интеграла можно пользоваться 
асимптотической <|юрмулой [9]:

2К(։)=Й1Г6/(1-«։) <20|
Определим коэффициент распадной неустойчивост и как отношение 

максимального осевого напряжения к максимальному касательному 
напряжению в волне кручения при г ~ а.

Учитывая, что
ст „ = (л + 2и )и’,. +21« / а, су л . (21}

этот коэффициент принимает значение
шах|а... с. / л՜ । ! л <------ т—Г =-----1-^= 1-П- + ֊1 1+^. Л+р5/2 (22|
тах;ст„| с \ с л V г

В табл 1 и 2 для меди ( V = 0.35) и стали ( V = 0 28 । на основе формул 
181. .,19 и (22| приведены числовые данные для безразмерной -фазовой 
скорости продольной волны с коэффициента усиления (1 | и величины 
С П/П (/., А, ) Из данных таблиц видно, что параметры взаимодей

ствия существенно зависят от ак . В частности, при фиксированном ра
диусе стержня интенсивность (Г| распадной неустойчивости возрастает в 
сторон՛, коротких волн, одновременно увеличивается и период взаимо
действия. Однако, при этом убывает коэффициент нелинейной вязи При 
достижении точки Р (фиг 1) не,линейная связь в квадратичном ири.бли 
жепии обрывается. При дальнейшем увеличении к коэффициент пели 
ценности меняет знак и. как было отмечено выше сильная высокочас
тотная продольная волна.становится устойчивой, а низкочастотные слабые 
крутильные волны не усиливаются.

В случае резонансной тройки (/./,0), как показывает анализ, 
распадная неустойчивость не прояв.хяется, т. е. сильная высокочастотная 
продольная волна не усиливает низкочастотную продольную или 
низкочастотную крут ильную волны.

В работе рассмотрена временная эволюция при пространственной 
однородности. Аналогично можно рассмотреть пространственную 
эволюцию в стационарном состоянии. В общем случае необходимо 
учитывать как временную так и пространственную эволюцию, как это 
сделано при взаимодействии продольной и изгибной волн [8]. Здесь 
наиболее интересное явление связано с существованием солитонов 
разных 'цветов* - светлых" и "темных' Однако, это предмет отдельного 
исследования. *4'

Следует отметить, что усиления будет тем больше, чем больше длин.", 
стержня. Увеличение со длины можно имитировать соответствующими 
способами закрепления концов, превратив стержень в резонатор
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I аблица 1 1м<'М՛

ак 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 3 •<

с 1.000 0.999 0.999 0.995 0.980 0.924 O.94S 0 7§2 |

Г 1.556 1.156 1.158 1.170 1.216 1.452 1.960 2.689 •

с 0.684 0.685 0.687 0.704 0.772 ' 1.177 2.495 2.088 1

Таблица 2 |CTa.*i;«l

ак 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 3 4

с 1.000 0.999 0.999 0.997 0.987 0.944 0.870 0.800

Г 1.182 1.183 1.184 1.191 1.223 1.418 1.982 2.925

г 0.692 0.695 0.696 0.709 0.759
_______

1.097 1.982 ?
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