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СМЕШАННАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУХ ЛУНОЧЕК

АРУТЮНЯН Л. А.

Հարությունյան Լ Ա.Դիտարկված է տարրեր նյութերից երկու լոանաձեւ մարմինների կոնտակտային խնրյիրը. երր կոն­տակտի ուղիղ գծի վրա կան երկու սիմետրիկ ճեղրեր:
Arutunian Լ. A.

A Mixed Contact Problem for Two Moon-type Bodies.

Решена задача о контакте даух луночек из различных материалов, когда на прямой линии кон­
такта имеются два одинаковых разреза.

В данной работе рассматривается плоская контактная задача для двух 
внутренних луночных областей, имеющих различные упругие характеристике. 
Контакт происходит по прямой линии без трения по всей линии кроме дэух 

симметричных участков (фиг. 1).

Ось Ох направим по линии контакта, а ось 0_у - по оси симметрии.

Задача решается при помощи функции напряжений в биполярной системе 

координат а, р, которые связаны с декартовыми координатами х, у соот­

ношениями [1,2]
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g(a,p)x = shcx; g(a,p)^ = sinP (1.1)

где ^(а,Р) = (сЬа + СОзР)/а характеризует масштаб преобразования, а - 

параметр биполярных координат.
В биполярной системе координат первый материал с упругими характе­

ристиками |1։, V] занимает область (Х€ (—©о; ©о); [Зе [0,{3;]. а второй с уп­

ругими характеристиками Ц;, V, - область ОСе (—©©;©<>); ре [р2,0].

Функции напряжений Фп|(ос,р) (т =1,2) удовлетворяют бигармоническо- 

му уравнению в биполярной системе координат [2]

(Э4 Э4 Э4 Э2 У \ ч , х
[За4+2-Эа2Эр2+ Эр4 ~2сйа2+2ЭР2+՛=° (/"-1’2) (1՛2’

Напряжения и перемещения выражаются через функцию напряжений сле­

дующими формулами:

( Э2 Э Э ]ac'j”1 = I (chа+cosP)cjpT-sh a— + sin p—+cha I(g4>„)

( Э2՜ Э 3*a<№ = (cha + cosP)—^--sho. — + sinp—֊-cosp (gO„) 
doc da dp )

«7 = ֊(ch a+cos p) 3a3p (1.3.)

Sa

где Tw(ct,p) (»» = 1,2) - бигармоническая функция, связанная с Фт(а,р) 

(т = 1,2) формулой

Л(а.Р) = (1֊У„)Л^^—lj(go„,)c/cu/p (m=l,2) (1.4)

Пусть трещины находятся в промежутке as (—СХ2,—aj, (Хе (<Х։,(Х2) и

р=о.
Граничные условия для напряжений равносильны следующим условиям 

для функции напряжений [2,3]:

*₽=₽•

д(&Ф„) 
ЭР

= vJa) (1.5)
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Предполагая, что ф„,((х) и УЯ|(<х) (/77 = 1,2) удовлетворяют условиям раз­

ложимости в интеграл Фурье.
На линии контакта имеет следующие условия:э(&4.)

= 0эр ае
= О Не(«Ф1)Ц = («Фз)|^ |а|е

Ч.» = Г4-<> 1а|е (о,а,)и(а:,~) (»'=1.2)

Учитывая симметрию, бигармоническую функцию напряжений Фт(сх,Р) 

(/77 = 1,2) удобно представить интегралом Фурье такого вида

^(“■Р) = Д !/..('■ Р)со։а։Л (/»=1.2) (1.7)

V я 0 

где

/т(лР) = Л/') сЬ ф со$ Р+/?„,(/) $Ь/р51пр +
/ ч (1-8)

+Ст(/)5Ь/рСО5р+ £>т(/)сЬ/р$’1П р (/77= 1,2)
Удовлетворяя граничным условиям (1.5) и часть контактным условиям 

(1.6), получаем следующие системы уравнений для определения неизвестных 

интегрирования:

А('.Рт)=ч>('). /.'(/,₽„)=¥..(')

Л'('.о)=о, Л(/>0)=%(/) (»/ = 1,2)
где величины <₽„,(/) и '!'„(') (/»=1,2) являются преобразованиями Фурье 

от значений функции <р„,(<х) и Ц/„,(а) (/» = 1,2).

ф„(')
1ф„(а)созга//а

Ф„(')
^1֊ ]у„(а)соз/а//а

(»/=1.2)
(1-Ю)

а уУ(/) - пока неизвестная функция, которая определяется позже.

Разрешая систему (1.9) для неизвестных ЛД1(/), Вт(1), Ст(/) и £),.,(/)
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(/77=1,2), найдем значения через неизвестную Л'(/) 

4,(0=*(')

, , z(sh՜/В -ь sin՜ В ) 
5„ Z = —------  " , > — X(t) +

Дт(/)

(/: + l)sh/P„, + sin|3,
<pj')+

sh/B cosB-zch/B sin Р„ _ . ,+ ֊^---- д (/)

sh2/P„+/sin2P„ , sh/p_sinP„,_С-И-------- 2A.W ™ - “Ь> ’■

zch/p„, sin Р„ + sh/p„ cosp
+---------------------—77--------------- Ф„ 11)

Dm(T) = ֊‘C^ ("'=1-2)
где

△m(') = sh:/p„-/:sin:p„, (//1=1,2) (1.12)

Неизвестная функция Л'(/) определяется из следующей системы парных 

интегральных уравнений, которые получаются из следующих контактных ус­
ловии (1.6):

| X(t)costadt = 0 ае(а,,а:)
■° (1.13)

J/(/W(z)A'(z)+ /V(z))cosza c/z = 0 as (O.a,)U(a,,~) 
.0;

где

. sh2zp, +/sin2p, sh2/p.+ /sin2p,
M/) =-----------------------------------Л-----------2Д;(1)

Zch/p, sinP, H-sh/P, cosP, _ . shrp, sinP,Mrt=--------------- ------------------- ’՝М+ТИ^,'('>*

Л/ch/p, sinp,+sh/p, cosp, _ , , Ash/p, sinp,
+----- • ш —^(/)—

mO-v.)
Применяя преобразование Фурье, получаем интегральные уравнения
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Фредгольма второго рода

%(/)=!к{1-х)Н(т)՜ 'ио* х'у(Ф
где

. 5т(/ + т)а, -5т(/ + т)а։ т)а,-т)а.
/+Т 1-Х

В частном случае, при а։ = СХ,

решение совпадает с решением, полученным в работе [4], при (X, = О или 

(X, = ©о решение совпадает с решением, полученным 8 работе [4].

На линии контакта нормальное напряжение имеет вид

(Л \ - *•
— Д(ъМ(т)-|)Л'(т)+тЛ7(,г))Лх
л) п

7/ ,, хК(/д) A,(z)A,(z)
х (-/■(cha+l)cosra+/shasin/a-cos/a—-—-— , : -at - (1.17)Г ' ' △(')

j (-/: (ch а +1) cos /а+i sh a si n /а ֊ cos /а) ֊ ■ dt 

где

Д(/) = (зЬ2/Р, 4- / 5Ш 2р, )(зЬ՜ /р, -г 51П:р,)-

-Л(5Ь2/Р; + Г5!п2Р.)(зЬ: 7р։ -Г 51П:Р,)

Выясним характер напряжений в точках а = а։, (X = (X, и (Х = °°. Из 

(1.19) после некоторых преобразований получаем

। cha+17 Ja։ -a +Ja։ +a
Л°4о = —Г՜ / : : --COSTa,-

л »L Vai -а:

costa. Г(т)Л+Я(а)

(1.19)

При (X = (Х։ или (X = (Хл на линии контакта нормальные напряжения име­

ют особенность порядка 1/2. В представленном виде (1.19) член, содержа­
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щий особенность в точках а = а։ и а = а;, разделен, а //(а)—» 0 при

а = а, или а = а2.
Для исследования поведения напряжений в окрестности края поверхности 

контакта Х = а (т.е. (Х = °°) нормальное напряжение представим в виде

где

И(/) = -'(—|/фл)Г(т)Л-л/Лф)] (1.21)

1 \о /

Для применения теоремы о вычетах интеграл (1.20) по вещественной оси 

дополняется интегралом по верхней (при X < 0 или СХ < 0) или нижней (при 

Х>0 или а>0) полуокружностям радиуса » со с центром в начале ко­
ординат. После обычной процедуры (1.20) представим 8 виде бесконечного 

ряда

где 1к = ^к — /ГЦ - корни уравнения △(/) = 0, которые расположены в поряд­

ке возрастания положительных значений ГЦ.

Очевидно, характер напряженного состояния около края х=а (а = «о) 

определяется величиной мнимой части первого простого корня — /ТЦ 

уравнения Д(/) = 0. Если Т)։>1, имеем нулевое напряженное состояние. 

Если ГЦ < 1, имеем концентрации напряжений. В случае Г|։ =1 напряжения 

на краю поверхности контакта конечны.
Уравнения, характеризующее поведение напряжений, не зависит от внеш­

них усилий. В общем случае меняются только коэффициенты особенностей.

В случае, когда размеры областей одинаковы, и нагружение-симметрич- 

ное, решение задач не зависят от упругих характеристик составляющих мате­
риалов. Аналогичные результаты для других областей были получены в ра­
ботах [4, 5, 6].
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ԿԱՆՈՆՆԵՐ ՀԵՂԻՆԱԿՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ
I Հայաստանի ԳԱԱ տեղեկագրի «Մեխանիկա» սերիային ներկայացվող հողվածներին կցվում I. 

տպագրության թույլտվություն այն հիմնարկից, որւրեղ կատարված է աշխատանքը
2 . Հողվածներս ներկայացվում են հայերեն, անգլերեն կամ ոոաերեն. երկու օրինակից, հնարավորին >ափ 

սեղմ, պարզ շարաղրված:
3 Րանաձեւերն ու նշանակումներս գրվում են պարզ ու որոշակի, րնղ որումմեծաւրաոերր ցայւրոմւ կերպով 

պետք է տարբերվեն փոքրատառերից
Եթե մեծատառերը եւ փոքրատառերը նման են իրենց գծագրությամբ, մնծաղւաոերն ընղգֆվոէմ են երկու 

գծիկով, խւկ փււրրագւաոերր երկու գծիկով նշվում են վերեփց Օրինակ' \ եւ V Q եւ О К եւ к Ս I.. 

U . Տ եւ Տ եէ այ|ն Պետք I. հատակ գւարբերակել О -li. 0-ն եւ 0-ն (գրո). որի համար 0-ն (գրո) պետք է. 
րնղգծե| նհրքեփց քառակուսի փակագծով (մատիտով).

Անհրաժեշտ է խնամքով գրել իրար նման տառերը g եւ I եւ С I. J \ U եւ Ո եւ այ|ն
Հունարեն տառերն Անւ|գծ1գ կարմիր մաղվողով
Ինղեքսն ու աստիճանացույցը պետք է սեւ մատիտով նշե| աղեղով'համապատասխանաբար կամ 

օրինակ' /V“

Մաթեմատիկական նշանակումները <sin. arvsin. In. Ig. Inn. const In այլն) ընղգծե| հորիգոևական ուղիղ 
փակագծով:

4 Գրականությունը, ընղհանուր ցուցակով. կցվում I: հողվածի վերջում Լ՛եղ որում. տւ|յա|ները նշվում են 
հետեւյսղ հաջորղականաթյամբ. եթե գիրք է՛ հեղինակի ագգանունր. անվան, հայրանվան ււկգբնատառերը. 
աշխատության վերնագիրը. ամսագրի անունր. հրատարակման ւրարեթիւիւ. հագարը. պրակը, էշերը 

Տեքսղւամ հղոէմներր նշվում են րաոակոաի փակագծերի մեջ առնված թվերււվ
5 Գծագրերը կցվում են առանձին թերթերով Նկարների տեղերը նշվում հն ձախ րւաանցքամ «նկ 

նշումով

ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ
1. Статьи, представляемые в "Известия НАН Армении, Механика”, должны сопровождаться 

разрешением на опубликование от учереждения, в котором выполнена работа.
2. Статьи представляются на армянском, английском или русском языках в двух экземплярах 

в возможно сжатой и ясно изложенной форме.
3. Формулы и все обозначения вписываются четко и ясно, при этом должно быть отчетливое 

различие между заглавными и строчными буквами.
В тех случаях, когда заглавные и строчные буквы одинаковы по начертанию необходтмо 

заглавные буквы подчеркнуть снизу двумя черточками, а строчные отметить двумя черточками 

сверху, например: V и V, О и о, К и k. U и u. S и s и т. д. Следует также делать различие 

между О, о и 0 (нулем), для чего 0 (нуль) следует подчеркнуть снизу квадратной скопкой 

(карандашом).
Необходимо тщательно вписывать похожие друг на друга буквы, например g и (), I и С, 

I. J Y, Ա и Ո и др. Греческие буквы подчеркивать красным карандашом.
Индексы и показатели следует отметить черным карандашом соответственно дугой или 

<յ, например: N?.

Математические обозначения, например: sin, arcsin, In, Ig, lim, const и т. д. надо подчеркивать 
горизонтальной прямой скобкой.

6. Литература приводится общим списком в конце статьи, при этом в нижеследующей по­
следовательности указываются: для книги- фамилия и инициалы автора, полное название книги, 
номер тома, место издания, издательство, год издания, страницы; для журнала - фамилия и инициалы 
автора, наименование работы, название журнала, год издания, том (подчеркнуть ) и выпуск. Ссылка 
на литературу в тексте дается цифрой в квадратных скобках.

7. Чертежы прилагаются на отдельных листах. Места илюстраций указываются на левом 
поле страницы отметкой "фиг..."
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