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Задачи соударения плоских тел, органпчснных прямыми двух трап
ными углами, и полуполос решены методом [I] в [2,3]. Для цилин
дрических стержней подобная задача рассмотрена в [4]. Плоские л 
осесимметричные задачи соударения тел, часть поверхностей которых 
свободна. а другая находится на жесткой заделке, а также ограничен
ных жидкостью, исследованы н [5,6]. Уравнение коротких воле։ в га
зовой динамике получены в [9], а для произвольной среды в [10].

В настоящей статье рассматри
вается соударение тел конечной 
высоты 2Л, ограниченных спереди 
двухгряннымп углами раствора 

26 (фиг. 1) и плоскими поверх
ностями у— //, которые движутся 
навстречу друг Другу с постоян
ными скоростями ±г’о. Определено 
решение линейной задачи в виде 
пластинчатых продольных волн. 
Затем выведены уравнения корот
ких волн для продольных волн в 
пластинках. Найдено их решение, 
которое сращивается с линейным. 
Рассчитано распределение скоростей на ударной волне. При />0.
где /—время после соударения, образуется плоский слой и следует 
решить задачу с условиями, заданными на его верхней и нижней 
плоскостях и заданными начальными условиями.

Рассмотрим задачу со свободными поверхностями. Выберем на
чало координат о в вершине соударяющихся углов на их оси сим
метрии, ось ох направим по направлению скоростей движения, кото
рые совпадают с осью симметрии, ось оу—перпендикулярно поверх
ностям тел, ось ог находится в плоскости симметрии тела и перпен
дикулярна оси ох. Обозначим через И/ (7=1, 2.3) компоненты век
тора перемещения по осям х, у, г. Пусть и] обозначают решения 
задачи о соударении бесконечных по высоте тел, в которой —О, 
4з = «а.3(х, 2).
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Как длй так и для и0, имеют место при /«=0 начальные усло

вия м$=0, «?=0, 
Л д!

-^֊ = — М^-1^) + МЛ1*1 “*) О)

где о(х) —единичная функция, & = — (£՛!».
Решение динамических уравнений упругой среды в плоской за

даче для н°3 при условиях (1) можно искать методом интегральных 
преобразовании Лапласа по г и Фурье по (х, г) [7|, причем для изо
бражения по Лапласу от и<* запишем

= I | сх р [ —5(ах+72) |£ЫГ7 (2)
—сч;

где 5 = —г»» есть параметр преобразования Лапласа. Для трансфор
мант после решения уравнений получим

„о == ’0= 

(3)
;՛/ = (а-у? - иг) (&’з3 -• а2-2 — иг) — (аг />3)2 а2*2

где <7, Ь скорости продольных и поперечных волн, и՜ —0 дает дис
персионные соотношения для -лих волн

ди'}
Для преобразования от &°=-^— ——' получитсяг 1 дх дг

гуп2(^_а5/гг)(;.«_72)

Следует отметить, что полюсы знаменателя •■= -Ж соответствуют 
плоским продольным волнам АВ и А'В' (фиг. 1) и соответствующим 
поперечным волнам, причем слагаемые в решении, дающие эти вол
ны. можно получить выделением особенности в решении, поэтому 
при вычислении интегралов в Д° учитываются только полюсы •; = */ 
для продольных волн. Тогда можно получить при />()

* — -֊ ֊
до„ Г дехр(М«х-Н2)) 

Ги>2 3 (7?—
—?х>

Полное решение плоской задачи для и}, и(} дано в 111 ]. Обозначим

«, = ^4-0’/ (7)
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причем начальные условия для С, нулевые, а граничные условия нй 
поверхностях у—±Л, аЛ/<-уу. 0. з„--0 запишутся в виде

. dUx db\ .. dU3 . дС'3 Л , у = //, —-------? = 0, —- ֊}---- = = 0, —оо<х, z<oo
оу дх dz ду

где К -аг—2Ь2.
Решение уравнений теории упругости можно искать в виде

2
л-1

И °։ л) ехр (/(«.V |- fZ)) sin ?пу d* d\

՝Й ех р <7( ал- -г)) cos ?яу d-j d-
(9)

где = V-j/а = ]/ г,—причем можно получить

Um=-lLi;w. i)^= - J-|«47p-/£0f4 (>«՝
/7. 7 ।

Подставляя (9) и (10) в (8), можно получить

^■(1). _ /<,՛•;)р>2 --W -№)|
’ ^(л. х) COS?։A

/ •<-’) — 7>г^<Ф «?~)23ismы ., и*-• 1 -- — —- — ( J I 1
sin \h cos \п А’Дх, 7)

prJ>________ i2b- К г, sin 3,/? (x* — -,a) ynky______
-Wa2 sin?J/cos /Л/? (2. ՛, )(72 -яг^г (',г—•, ])

где /?х(а, •;) = I.•?—2^»(7г -j3)| ctg^A
Для упрощения полученного решения можно рассматривать область 

на некотором удалении от места соударения и полагать ~ 1, что
I

соответствует длинноволновому» приближению ?։,?/<!. Тогда 
можно получить, полагая, что

А = дох д'

д = д' = ֊| —- а
дх ду dz дх ду ՛ dz

Л н,  ________ v0Kka2\ wa —(*Ч-т*) |_________
1 (?֊?f) 11 4- 7։) ]

(12)

nW(7a֊x42)(-?_72)[l֊^(x«+7’)] a3 
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где с0 есть скорость продольных йолн в Пластинках |5|.
Вычисляя в Д интегралы по 7 в полюсах, соответствующих про

дольным 7 = 7! волнам и волнам в пластинах 7 = 7г Т?~ I/ ~ -я’ 

получим при £>0
/ 26’\

у0КЬ rV~~^)eXP(MW))
J (7ji֊®։^։)(75~7i)73

(13)

где и=]/е4֊’'.

Для получения значения Д можно к полученному интегралу 
применить метод |5| вычисления интегралов, основанный на замене 
контура интегрирования контуром, на котором ях-г-;3г вещественно.

Учитывая, что д±/д! содержит под знаком интеграла ю только в 
показательной функции, можно видеть, что обратное преобразование 
от нее будет иметь вид '>(/ -хх—73г) и вычисление интеграла даст

д^= 2Г?с iv°2b!k ____________ h_____________
dt “ ' -ф։ |72(а2)-а^։]|-Л'-7;(а։)г]73(а3)

где а, находится из уравнения

‘|Д —'.1(7-2), t ®2Л 
Тогда можно получить

О. 7,= _______ С
Л'2 г~г

= _9Рр  I
со ■ Г ci

(14)

(15)

(16)

Как видно из решения, оно будет верно не только для г>0, но и 
для произвольного г.

Можно из (16) получить асимптотику решения вблизи точечной
волны z=V.v2 -гг’ =сс1. Согласно (15) ■/,- — и обозначая Л‘ = гсо$9, 

с^
из (15), (16) получится

д& _ _ 2voft2bi cos4 cost*________ 1
dt ~a*c0 cos’-Д—cos29 j/՜ r2՜

V
Вдали от (фиг. 1) 0—6 = 0(1) и можно записать

1Ал֊ — i2v0 sin cos9 г \ с0 }
cos5։b—cos’O /г

При г = с^ Д-0, но при 0^=՛!/ знаменатель обращается в нуль. 
Рассмотрим решение около В. Поскольку
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ZcosG t- JSlnO I/ t֊—^r
—___________ К_____ sl

для малых t------и О—Ф можно записать
с*

1
1 п I

"cos’>
2 («->)=+

<ctg«V(O—

тогда получится

t—
<0

В рассматриваемой окрестности 0—0 

2^’cos >
~a2cQ UrCtg У7(Ф~9) (19)д

npn G<0, что соответствует окрестности BB'. Принимая в (19), что 
arctg(—0) =получим при C£><f в области около касания плоской и

2vQb-cos Фточечной волны решение Д = ------ --—-» что даст также реше
но

ние на плоской волне АВ, и при k — О дает [3]. Как и в |5], можно 
в решении учесть следующие по порядку слагаемые и получить 
сглаженный профиль за счет дисперсии.

Таким образом, получено решение линейном задачи вблизи точеч
ной волны в виде формулы (18) и около В точки касания плоской и 
точечной волны в виде (19). Для устранения особенности вблизи вол
ны следует учесть нелинейность. Выведем нелинейные уравнения в 
окрестности волны для продольных упругих волн в пластинках, ко
торые соответствуют полученной асимптотике. Учитывая только гео
метрическую нелинейность, можно записан. лагранжиан тля продоль
ных перемещений в пластинке н виде [12]

объемного2«(1+>)где /г, = «, и, « г՝, о—плотность, К =----- —модуль
3(1-2»)

сжатия, и—модуль сдвига, / — коэффициент Пуассона

(1-2>)(М^)
3(1—)

интенсивность тензора деформаций

, 1 /^\2 j _L/^Yдх ՝ 2 \дх) " ' 2\дх)
29



ди 1 (д11 у 1 (д^\х
dz 2 \dt) 2\dz)

ди dv ди
“г • 1՜ '՜ Г՜ at дх дх

ди ди дV 
dz дх dz

Подставляя вышеуказанные соотношения в (20), оставляя малые до 
третьего порядка относительно производных и и т'. можно получить

1 д (д^у 4 j_ д /^у д_(д^_
2 дг\дх/ 2 дг\дх) дх\д: дх)

Дифференцируя (22) по л\ а (23) по у, складывая их, учитывая, что 
согласно (18) и (19) производные по г значительно превосходят про
изводные по 0, а также радиальные перемещения U' превосходят по 
порядку касательные к волне перемещения (Л. что позволяет в ма
лых нелинейных членах полагать

д .. д д . д , „ . , 1, г— -=cosv—, — = slnO—, и —и 'cosv, ®₽o,s{nfJ 
дх dr dz dr

после преобразований можно получить уравнение 
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2р 
со";—

о /да &а
дР

где Л=- да , а да
дг г гдЪ ՝

и поскольку
дг г

да 
дг '

можно

сделать упрощение в последнем члене 
вид

уравнении, которое примет

I <*Д I д-±
2 дг г* д(>* +-з*5 (24)

Согласно теории [$)] коротких волн в окрестности точечной 
можно ввести переменные Ч = г—сл1, О, /, причем

волны

д± д&
дг дс дг

֊1 
д1I

дь дЧ о д'Ь . „д’Л 
" ~С°дЫ ' Г° о?

Тогда получится уравнение 
„ / 1 <?Л 1 д'Ь

г’ дР

В силу линейного решения можно считать Д = Д

дш н3с» (25)

кроме

того
. л ^и> 

дг
_1_

Со

да 
д(

(26)

тогда

О

дъ,
д'

В веде

1 д*уг п д*уг
сй1 дЬ֊ д\д(

О

м да■Ро- ---- , тогда можно показать, что
д1

дъ՝г дъь_ 
гдО дг

(27)

Вводя переменные 2;
Зтс0/

иг

где. постоянная, О0>=0, можно получить известные 
намики уравнения |5|

3-1/ 3 с0;2|/ 2

из газовой ди-

с/р д'*
дУ ~ дЪ’

. 1 1 дг
аг 2 2 дг

(28)

2~Г

В отличие от воли в жидкости [9]. [10] и в металлах [8], как видно 
из уравнения (24). нелинейность имеет обратный знак, что приводит к 
непрерывным волнам сжатия и ударным волнам разгрузки. В настоя
щей задаче имеет место сжатие около ВС (фиг. 1).
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о * 2^ЭСО5* .,л.Выбирая , = —--------- можно (19) записать в следующем виде:

И=~ ֊гЗгПе^՜

Формулу (29) дает линейное решение вблизи В Решение уравне
ний (28). переходящее вдали от волн։.; [13] в (29). определено и [14] 
н имеет вид

_1_
2

(Р-Н')* р 4- 2_
2֊

51н2«п • 5з1п’иг,) = рг)

(30)
где с—постоянная величина, имеющая порядок I.

Как показано в |13|. для непрерывного переходя в одномерное 
по радиусу решения около точечной волны, следует выбирать В =0. 
Линии постоянных и даны в |13], [ 14|

Определим нелинейное решение вблизи точечной волны вдали 
от В при 0<6с. Уравнения (28) можно применять всюду в волновой 
области, причем хля немалых 0—производные по У можно отбро-

ч 1 (R енть Ир •> -г —и — 0. 
2՛ 9

Решение полученного одномерного уравне

ния имеет вид

2< (31)

где г։ —постоянная. Для определения с։ следует использовать тот 
факт, что вдали от волны —и правый член первой части можно 

11’отбросить. Тогда линейное решение примет вид с— —. или переходя 
с\

, С
к ;. V,, получим г>г— I ~ 'О 1 - . С другой стороны, из (18) можно 

Г о*
получить, после сравнения с данным значением г»,. что

. 3^0510*2?//* 2с 0 5*0
п’а’свсо5у (со$Ч—со8’0)*

(32)

Тогда нелинейное одномерное решение вблизи точечной полны 
|1= — с14-/с* 4-с/, где с, указано выше. Знак перед корнем выбран 
из условия р=0 при о=О, поскольку и в нелинейной задаче на волне 
имеется непрерывность р. Следует отметить, что при малых 7, [»֊;, 

решение вблизи точечной волны имеет второй порядок малос
ти, При подходе к И имеем 0^4

Зт0 СО5 2Ь։ 
г’и»с-о(0--;)’

Тогда получится нелинейное решение в виде 5«2р---- - То же
2

значение получится из формулы (30) при К 1, Решения (31), 
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(32) описывают окрестность точечной волны нелинейной задачи, в то 
время как (30) дает значения S, > в окрестности касания воля АВ и 
ВВ'. Вне точечной волны В’ВС позади плоского фронта АВ имеют 
место волны сжатия непрерывного вида. Она состоит из параллель
ных прямых xcos6- ysinO = Cfl^, где нормальная скорость нелиней
ной волны. На основании уравнения (24) можно показать, что ско-

3рость характеристик Сг с0 - ~г'г- Подставляя в уравнение прямых, 

на которых и, = const, и используя переменные о, р, >, получим 
вблизи В

и' = 5- — №
2

гдг через н'» ՝*' обозначены ц, > впереди волны ВС. Интегрируя пер
вое уравнение (28) и удовлетворяй условию на АВ /—0, р'=0, по

лучим 7 = —У3. Полученное решение удовлетворяет уравне- 
2

ниям (28), и в силу него <л'=0 на первой волне, р' = — I на послед
ней волне, позади которой идет постоянное течение. Поскольку 
позади ВС значение и меньше значения впереди, имеет место удар
ная волна разрежения ВС. Условия на ударной волне имеют вид [10) 

-------------- ей . Г ~= и')У 26—р —ц', — - — I/ 2£_ «_

подставляя сюда и', /, а также •> и из (30). получим вдоль удар
ной волны уравнение

dv (F֊i֊c)tgV-- |/ - ^ ( Y-e)- tgV“4- 9֊sin 2р.՜ Ч Вsln։p- - -j У3

33

— ( r֊|֊c)* 2 3tg!ir —— +1 -{-cos 2u- + *£sin
COS’:tt7

при начальных условиях К—0, 0.
Величина с выбирается из требования, чтобы ц = —-!֊ при

2
У —с. Помимо нелинейности, вообще говоря, нужно учитывать и 
дисперсию, что приведет к добавлению в (24) члена с производными 
четвертого порядка, однако принятая в данной работе схема без дис
персии, как и в теории мелкой воды, достаточно хорошо отражает 
явление соударения к окрестностях волн. Разумеется, данный вывод 
верен для достаточно сильных воли.

Учтем геометрическую и физическую нелинейность 115] соглас
но [8]

4 \дх* дх,) \ 2 3/\<?хг/ ' \ 4/дхк дх, дхц

3 Известия АН Армянской ССР. Механика, №1.



/#+Л _ _н\ ди, /ди, у Л ди{ ди* ди, В дщ дик ди,
\ 2 3/ ЛгДдх*/ 12 дхк дх, дх, 2 дх„ дх։ дх,

4- ֊(^—У- Л Л, е=1. 2. 3
3 \<и.)

где Я, В, С -постоянные модули второго порядка, дающие физичес
кую нелинейность. Запишем нелинейную часть. Отделив индекс 2 и 
учитывая, что

_() ^2. .^ ~ /дих ди3 \
дх1 дха ох2 дх2 дх2 I — * \дх3 дх3/

получим нелинейную часть U в виде

Учитывая, что наибольшими по порядку являются компонента пере
мещения U’ и производные по г, можно полагать Ut^U'rii, где

п , й dut dU' /dUi V«.==COSG, «, slnG, ----~-----Ui—Uk, I—I —Idxk dz [дхц) \ dr J

Тогда получим для нелинейного члена в U

7*=?=1+=7ГТ» [4ЛО-зн-3"։֊2~։) +
\ dr / 1 — •» |i (1 3

4 - — 2-87+12?2 д- 7? ) -]- 4- (I - 2?) 1 
2 3

3 3

Первое слагаемое в с дает геометрическую, а остальные члены соот
ветствуют физической нелинейности.

Тогда нелинейное уравнение (24) примет вид

г2 со
д*& , 1 ди 1
дг- 2 дг г2

Подобно тому, как получено (25), можно ввести переменные 
и получить

б,
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dur дщ ՝2dvr 1 1 dvi , dvT _■------—,--------------------v,-------------- h 3։Ur — = 0
cjd* di di t t M dt

Для ;^>0, что соответствует 
' 3 

ную замену, где вместо —

полимерам, можно ввести вышеуказан- 
3

стоит ֊- ;, и получить (28). Вес приве-

денные решения и уравнения при этом нс меняются. Для отрицатель
ных что соответствует металлам 18], или жидкостям, вводим пере
менные

которым соответствует с<Д), что 
решение получается в конечном

и уравнения снова имеют вид (28). Afi является ударной волной 
сжатия, на которой

jp Д' 2«-щ ’= -Д/ 2«֊И

Области, позади АВ. соответствует ц=1, * — -К, В точке В £=1, 
— 1, К=1. Таким образом, задача совпадает с рассмотренной в

IЮ), [13], [14]. только знаки Y, •> меняются на обратные. Решение в 
окрестности В дается (30). где с=0, /ЛО и условия на ударной 
волне в ходе решения уравнения на ней удовлетворены достаточно 
точно 114]. Таким образом, для жидких и твердых тел |8|, ]9], 116], 

приводит к ударным волнам сжатия, 
виде. Для Г>0 результаты расчетов 

ударной волны ВС приведены на 
фиг. 2. Отметим, что вблизи ВС 
вдали от В имеет место одномер
ное по '> решение, причем впереди 
ВС ц' =— I, ‘Y = Y и вместо (31) 
можно получить

(мЧ-1)а г.1-1==2(|х^1)4-֊Ь—— (зз)
Ci

Постоянная сг вдоль луча 9 = const 
находится из сравнения с линейным 
решением (29) и имеет вид

при этом >= У. Для У>1, 1 из (30) можно получить асимпто
тический переход от (30) к (33). То же самое относится к •/, где 
имеется непрерывный переход от решения вблизи В к решению вда
ли от В. На ударной волне ВС вдали от В 2'3—ц—или >= )’, 

3
pH֊ I -—при этом условие на ВС удовлетворяется.

к5 г»
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Полученное решение переходит в решение, найденное числен
ным .методом и показано на фиг. 2, где ему соответствуют значения 
Г> 1,5.

При расчетах выбрано с— — I, при этом условия на ударной 
волне выполнены достаточно точно.

Авторы благодарят Л. Г. Багдоева за ценные советы.

Ս.ՌՋԵՎԻՑ ԵՐԿՆԻՍՏ ԱՆԿՅՈՒՆՆԵՐՈՎ ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿՎԱԾ 
ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԲԱՐՁՐՈՒԹՅԱՄԲ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ԲԱԽՄԱՆ

ԳԾԱՅԻՆ ԵՎ ՈՉ ԳԾԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐՍ

Ա. Ն. ՄԱՐՏ1'(41ՍՅԱՆ, 3111'. Ս. ՍԱՖԱՐՅԱՆ

Ս. մ փ ո փ и ւ մ

Դ ի ut ա րկվա d ք ‘2/1 վերջավոր բարձրությամբ մ արմ ինների բախումր, 
ււրոնր առշհիէ) սահմանափակված են ~— 2փ բացված րով երկնիստ անկյուն
ներով It հարթ մակերևույթներով, որոնր շարժվում են իրար հանդեպ հավա
սար հաստատսւն արադաթյուններով։ Գծ՜ային խնդրի յածումր որոշվում է, 
երկա յնակտն սալաձե աքիրն երի անորով։ Գտնված Լ /ածման ասիմպտուոիկա֊ 
էի բանւսձեր և որոշված է քուծումր ճակաւոա յին ալիրների մուո:

Այնուհետև դուրս Ւ, բերված ասքերի մեջ երկայնական ա(իրների համար 
կարճ աքիրների հավասարումները! Գտնված՜ Ւ, նրանց քուծումր, որոնր միաց- 
վում են դծտյինի Հետ' Հաշվարկված /; Հարվածային աքիրների վրա ուրացու
թյունն ե ր ի ր աշխումր։

LINEAR AND NONLINEAR PROBLEMS OF IMPACT OF ELASTIC 
BODIES OF FINITE DEPTH. BOUNDED FROM AHEAD BY

DIHEDRAL ANGLES

A N. MARTIROSIAN. Y. S. SAI-ARIAN

Sum m а г у

The impact of bodies of finite depth 2//, bounded from ahead by 
two-sided angles with opening z—2-ն and plane surfaces, which move 
towards one another with constant velocities is considered. The solution 
of linear problem in the form of plate longitudinal waves is determined. 
The formula lor the asymptotic of the solution is obtained and the so
lution near the wave fronts is determined.

Furthermore short waves equations for longitudinal waves In plates 
are obtained. Their solution which Is matched with the linear one is 
found. The distribution of velocities on shoch wave is calculated.
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