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ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ АБЕЛЯ И ПЛОСКАЯ 
КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 

СО СТЕПЕННЫМ УПРОЧНЕНИЕМ МАТЕРИАЛА 
С ПЕРЕМЕННЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ ТРЕНИЯ

РУБИН Б. С.

Известно, что интегральные уравнения первою рода со пененным яд- 
ром часто возникают в ряде задач механики, В настоящей статье дастся 
решение в замкнутой форме плоском контактной задачи георин пластично­
сти со степенным упрочнением материала в случае, когда коэффициент тре­
ния А между сжимаемыми телами является переменной величиной, завися?- 
щей от координаты точки контакта: к к (»'). Приводимый здесь метод 
пригоден также для решения контактных задач теории ползучести при сте­
пенном законе связи между напряжениями и деформациями. Аналогичные 
контактные задачи без учета сил трения ранее исследовались Н. X. Ару­
тюняном | I, 2]. Случаи, когда коэффициент трения является постоянной 
величиной. рассматривался Н. X. Арутюняном и М. М. Манукяном ь ста­
тье I 3 .

Обобщение результатов статьи [3] для случая переменного коэффи­
циента трения основывается здесь на применении теории обобщенных урав­
нений Абеля, развитой С. Г. Самко в [4]. Метод этой работы заключает­
ся п сведении интегрального уравнения со степенным ядром к сингулярно­
му интегральному уравнению с ядром Коши. Некоторые идеи, используе­
мые в настоящей статье, заимствованы из монографии [5|.

Пусть два соприкасающихся между собой тела прижимаются одно к 
другому иод денс1висм внешних сил. равноденсгнующая которых перпен­
дикулярна к оси абсцисс. Допустим, что одно из сжимаемых тел. напри­

мер, тело II, закреплено, между телами
отсутствуют силы сцепления и действуют 
только силы трения, в направлении оси 
Ох на тело I действует сила О, вели­
чина которой определяется из условия 
предельного равновесия тела 1. Будем 
также считать, что область контакта 
сжимаемых тел совпадает с некоторым 
отрезком [«, /֊>] оси абсцисс.

У слови՛, пластичности с упрочнением материала принимается в виде

(1.1>
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где С — интенсивность деформаций сдвига, а.՛ — интенсивность касатель­
ных напряжений. Л и и физические константы, причем 0< р <՜. 1\

Следуя работам [1, 3], введем обозначения: у - /, (х). у - /’. (л)—
уравнения поверхностей контактирующих тел до приложения к ним сил; 
К,. А. физические постоянные, которыми определяются модули пластич­
ности материалов первого и второго тел при одинаковом показателе у.

т — 2 1-------------------------- ; /;? —; 
(2К1։2)т(т 1)/----------------у

/й==;(25‘ 1)/иг> 
1(1 -2^ г,

«1
£\ (л) СО5/-/2, !Ь>] 2;

(*)сЬ/֊/2, р<1 2;
]з։п /" 2, р > 12
Ы»/֊.2. а<12

£\(х) и А)2(х) — функции, определяемые из системы

51П /6 тСОя/С) (4'(х-)сок(> — 5П) 6) = О

-«/2

Рг(х)--= х1п /& {֊ СО8 /5) СО5

и > 1 2
р < 1 2

- -2

если р>12. и из системы

=|2

(Р։(х)ьЬ (6 4֊ сЬ/6)*(А.-(л’)со5 0-5։п6)^ = 0

(1.2)

1 (^1(х)яЬ/5 ей /6) ‘ соь 6г/՛. 
^•2

если р < 1/2.

/(*)-
/1(х> + /;(х) 

/1, А 2
11.3)

V некоторая константа, которая будет определена в дальнейшем.
Учитывая введенные обозначения, интегральное уравнение для опре­

деления нормального давления р (х) в области контакта можно (|3() за­
писать з виде

гА (։)[а,-П1ыагп(5 -< Р (։)= ; (х) 
15 — X |

(1.4)

иля

Заметим, что поскольку закон (1.1) лишь приближенно характерялуст завпеи- 
мостъ между напряжениями н деформациями то можно гчкг-п - • ] 2, вменяя ил : 
необходимости значение Н-1 2 сколь угодно близким.
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г; чм-Д-О-—!-/ (|.5)
г ([О

где

. L f ^sl*> , /; ? - J_ С...
I (n). (А- — s) ' 1 (S — х)м л՝

— левосторонний и правосторонним дробные интегралы Римана-Лиувил­

ля порядка и от функция <р, тДх) -[а. aj.x)]՛. Их) ֊ [а2 — ах (х) ,
?(*)= Р\х) D,(x).

Далее, пусть
ъ

с ,а _ 1 (7^ - //V? (tf) dy

I <*) (17)
Г Z(x)Z)Ux) ՝ *

•И.'Т — ---  И ~ )
“ \ b — X/ i/ — x

a

Da f — (didx) 1\ ■՛Л Db-f — (</ dx ) il. "f — дробные производные Ри­
мана-Лиувилля порядка !'• от функции f. С помощью соотношения

/.I. ф ֊ cos (р-) /Л ф — sin (р-) /к Зь. ?

((4 . стр. 303) преобразуем уравнение (15) (такие уравнения называют­
ся обобщенными уравнениями Абеля) к сингулярному интегральному 
уравнению с ядром Коши:

с,(*).р(х)- —('С;(Оу(<) dt ֊. Ц^-(о;_/)(х) (1.6)
- J t — X Г (и)а

где с, (х) = -(х) -Г \(x)cos р՜, c՝s(x> - Т։(х) sin 'f (х) = -(х)(6 —х)'.
Гак как системы ( 1.2) в замкнутой форме не разрешимы, то будем 

считать коэффициент трения & (х) кусочно-постоянной функцией- 
Z. icl — л', х(г{а^ а. ■), и = аг< а.,<^... < ct ։ Ь. В этом случае 
функции /)|..-(х) тоже будут кусочно-постоянными и значения их па 
каждом отрезке [«., «..J могут быть посчитаны приближенными ме­
тодами ([3]). Уравнение (1.6) будет представлять собой уравнение с 
кусочно-постоянными коэффициентами.

Подобного рода идеализация вынуждает нас решение уравнения (1.4) 
искать в классе функций, допускающих интегрируемую особенность к точ­
ках разрыва коэффициента трения.

Р -шсяМе этого уравнения имеет вид ([6] ):

p(x)=;,(x)(D«-/)(x) + ------ CZ<')b(f)(6-ir(Ot֊/!(l)d _
nZ(x)ZX(x)J t — x«1
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____________ С1 (*)__________ , ( к   _____________ 
Г(։0^(х)[с?(х)4-с?(х)1'__________ Г(р)[с*(х) 1 с֊(х)]

ь

/Дх)- П (л- — (и) ? , го(х)=֊— I---------------
Х--1 2՜/ .,՝ / X

«

= сДх) - гсДх} ;(х) -Г т4(х) е՜՛ ' у у?*

с4(х) -/с,(х) *.(х) • С(г)е* *-1

Числа 7-к выбираются на каждом конце в соответствии с классом 
»% 

решений. Пусть (ДаД—уке . Тогда

С(а,-0)=1. 6(^ + 0) ?,А ֊ (°‘ ~ ֊ — е -՛*՛ 
6 («։ + о) (Ч

в (ак — 0) = рА_։ е , в (ак |- 0) = рл.е

<^֊0) РА , . о
-------- ттг = ------- е , к = 2....... п0{ак Ч 0)

Условимся значения Од брать в пределах —2՜ <՜ Ьк 0. Тогда для
решений, принадлежащих самому широкому классу, будем иметь

б4 | — бд 
“2^

О, Од < Од _1։
1. 0д>0д ь

А- = 2...... п

Заметил։, что случаен автоматической ограниченности решении в точка> 
«л можно избежать, изменив сколь угодно мало величину р. поэтому мы 
эти случаи рассматривать не будем.

Преобразовывая выражение для / (х), решение (1.7) можно лапнеато 
в виде

Л> (а՛) = 71 (•*) Фь-/ Дх)

{Ь-х\-^ Кд(}7Д1){Ь

1-х
«I

(Х) _ ±р։ (0 2։ (/) (Ь _ ()֊ ■ (О.,/ ) (,) л

(1.8)

7Дх)ОДх)

где
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7\ (*) = Г11 x — aj e , кк= ----- ------------- /д, 4=1,... ,n
'x 1 2՜

0<>-, A*.<1

v . G„ 1 « д -r e՜՜“"'՜
Учитывая, что г =-------- ------------- aro՜--------------— t где

2֊ e2~ -J- e 'e։

։ aa — (6 - 0)
o։Tfi։U-0)

можно показать, что если с >• 0. то а < р, а если $ <Г 0. то выполнения 
неравенства л <_' р всегда можно добиться за счет выбора ветви аргумент 
та : . Так как при 7. <Z и второе слагаемое в (1.8) имеет нсинтегрируемую 
ссобенность, то следует обратить его в нуль, полагая

ъ

р... = о՜* (И-/)(ой
** м а

Наконец, в силу соотношения

(01-/)7')(х)
I (1—р)(б — х) 

окончательно имеем

(х)_ ____/(6Н6 х)'г
р Г(1— р)(6֊х) ’ г.Г (1—?) (~—х

и
(1.9)1 

где

(А\!. /')(*) = 71 (х)1/1՜ /') <х) ֊

(6 — х>л ;•
-7х(х) £>2(х) .՛ 1 — х

а

В формуле ( 1.9) первые два слагаемых дают ретент задач.՛. .> кои- 
такте двух тел с прямолинейными профилями участков, встуиакяцих в кон­
такт. Добавка ,Г вызвана наличием кривизны контактирукнних 
участков.

Полученная формула лаеч решение контактной задачи в случае, кос,;.։ 
и точках и и Ь хотя бы одно ни сжимаемых тел имеет углы.

Получим решение задачи для случая, когда контактнруюш.ие поверх­
ности не имеют углов. Преобразуем сингулярные интегралы в форму­
ле (1.9)
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(4-х) ՜* р,(ОЛ,(0(6-0՜՜' ‘(/*-7'1(0
71 ^м/мх») 1-х

1Г

= (Ь-х)'’..... ра(02,0)|6֊0 1 ' '(Л 700) л
^21(х)Р։(х)1) / — X

а 
ь—пггУ/ ։\։(о/,(о(б о֊1-мч/» /о(ол-£>,(х)2х(х) и

а

Первые два слагаемых в (1.9). пользуясь соотношением

5/,, ,'у = - с!« ('•“) ՛' 4- созес (/") /л֊2Х Ь

<(|4|, стр. 305). можно преобразовать следующим образом:

I + 5^0^^^՜

Пусть х£[«г„ £>]. Нетрудно убедиться, что /Л (х)(х) 
— ct§•:()-) = 0. Отсюда

/ _ ________ /(6) (6 — х)__________.Л .у \
& £2(х)Г(1 - p)sin(/')Z։lx) L '* ։‘г,{

или

, _ КЬЧЬ-х^ЛЬ)_________
•- £>2(х)Г(1 - •՝) sin (/-) Z։(x)/1\/)

_ НЬ}<Ь-хУК՝(’)_ L _ ,, (0 d!

7.1 (/.) I (1 — ;0 sin (/•“) Z։ (x) J 
л*

где
•h(f) ֊ (Z);.Z/'2)(f), l>an.

Второе слагаемое в ( 1.10) ограничено в точке х 1>. Таким образом, в слу­
чае. когда в точке л _ b нет угла, решение на отрезке 'а.,. имеет вид

р(х) = -------------- А՜) DlAx}------ I >| (0 ( / ֊ х) di ֊ 
r(14-7.)r(l-u)sin(/^)Z։(x)J '

fl

֊-.xl/i Г)(х)
(A !•;..(/) Z։(/)^֊0 1 ' 1 (/6-73(0
^Z։(a)D.!x),՝ t x

di

при выполнении условия
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b
- [-,«> z, (О (6 <fl: T) (0 л = ——■
". Г (1 — :*) s։n (>г) Г (1 -Ь ! )

мп<»рос служит для определения координаты точки &.
Аналогично в случае, когда н точке х а нет угла, при х (а։.

полагая /9(х) = (х а) 'Хх(х)(Ь — х) , где — — 0,/2", получаем

p (.t) /(ж/.1. -ett-T) ֊zj-.nix)
I (1 — I*)sin OjR) Z։(.rl Dj(x‘

(л - а)1՜ ՛ ; •.•>(07>(/н/- ai • Чл1 79(/) ։//
=D9(x)Z,(x)J / —х

11ри лто.м предполагается выполненным условие

l ( оГ<_։(Л-7‘)(0<// -=֊ /(*) Mo)
Г(1-р)з1п(/,к)Г(1

ZJ/)
(А— /Г

которое служит для нахождения координаты точки а.
В полученных формулах можно избавиться от сингулярных интегра­

лов. если воспользоваться соотношениями (1.20) — (1.21) из |4|.
Постоянная у. которая входит н выражение для функции /, находит­

ся из условия равновесия
(•

Р- \р(х)(1х

Б заключение заметил։, что формула (2.24). полученная к [3] длч 
определения давления штампа с прямолинейным основанием на полуплос­
кость в случае постоянного коэффициента трения, легко выводится ил 
(1.9). Имеем:

А7*_ / 0. /(6)- Z։(x) (х а)

Л(х)
7 '< A -t)՜ / х)' / (f — д'» । Ь — /)
Г(1 —ru-alj t — X

(д — а) ‘ (А — г)
/7ssin (гп)

Находя значение у. окончательно получаем

"(х) - -8(Т—.Т77֊--.;)
что. как нетрудно убедиться, есть нс •<: • иное, как формула (2.24) ид [5].
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ԱՐ1ՎԻ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄԸ 1.Վ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ
ՕՐհՆՔՈՎ ԱՄՐԱՊՆԴՎՈՂ ՆՅՈՒԹԻ ՊԼԱՍՏԻԿՈՒԹՅԱՆ ՏնՍՈՒԹՅԱՆ 
ՀԱՐԹ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐԸ ՇՓՄԱՆ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԳՈՐԾԱԿՑՈՎ

ԴՈՒՐԻՆ Ո. Ա.

Ա մ փ ո փ ո I մ

‘Լերնագրոէ մ նյված խնրյիրր {ուծւքոէմ Լ փակ տեսքով» Ւնտեքւ[աւ{ Հաւ/ա- 
սսւրոէմր, որիրք որոշվում Լ ք> (X) նորմալ ճնշումր, պատկանում Լ ներքին էքոր- 
«♦ ակի у ներ ո if II, ր ե{ի րնւլ ',անրալլվաձ ', ավ ասարո» մների ւյասինւ Հաշվի աոնհրէվ 
կոտորակային ինտ ե ւյր ա/I/ ե ր /» և Կոշո» կորիզով սիներս/յար ոպերատորների 
միքն կապր, ար/ հավասարում յ> րերւքոէմ Լ սինէք/պ{արի Л լուծվում Լ 
կվադրասւուրւււներովէ Ստացված են լուծումներ այն դեպքերի Համար, երր 
կոնտակտային մ ակերևա յքէներր ունեն անկյուններ և չունեն

GENERALIZED ABEL’S EQUATION AND THE PLANE CONTACT 
PROBLEM OF PLASTICITY THEORY WITH DEGREE 
STRENGTHENING OF MATERIAL WITH VARIABLE

FRICTION COEFFICIENT

B. S. RUBIN

Summary

The indicated problem has been solved in a closed form. The in­
tegral equation from which the normal pressure p {x\ is found belongs 
to the class of generalized Abel’s equations with internal coefficients. 
Due to the connection between fractional integrals and singular opera­
tors with the Cauchy kernel, this equation is reduced to the singular 
one and is solved in quadratures. The solutions have been obtained in 
those cases when the contact surfaces have or have not angles.
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