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Общие вопросы распространения нелинейных волн в диспергирующих 
средах исследованы в | I. 2]. В работе | I] даны уравнения модуляции для 
произвольных волн малой амплитуды. В [1. 2[ выведены условия устойчи­
вости нелинейного волнового движения, которые формулируются хак усло­
вия действительности частоты для возмущенной амплитуды и фазы квази- 
монохроматической волны. В 13] дается вывод нелинейного уравнения 
Шредингера, описывающего изменение комплексной амплитуды для воз­
мущенного волнового движения произвольной волны в нелинейных неод­
нородных средах. В |4| дастся конкретизация коэффициентов указанного 
уравнения для нагибных волн в пластинках и показано, что для металлов 
имеет место неустойчивость периодической волны. Линейная задача рас­
пространения волн в идеально проводящих пластинах в магнитном поле 
изучена в [5]. В [6] рассмотрены линейные колебания пластин с конечной 
проводимостью.

Обзор некоторых результатов по волнам в нёлиненно-магнитоупругой 
среде приводится в [7].

В настоящей работе рассматриваются одномерные колебания (цилинд­
рический изгиб) физически нелянеино-упругих пластин из идеально про­
водящего материала в продольном магнитном поле (Н,„ 0. 0). Для вывода 
дисперсионного соотношения будем рассматривать двумерную задачу в 
плоскости л'2. где ось х направлена по недеформированной пластине, а г — 
перпендикулярно к ней. В силу нелинейности задачи нужно различать 
лагранжевы (х. <) и эйлеровы (с. г|) координаты. Гак как перемещения 
пластинки предполагаются малыми, а коэффициент физической нелинейно­
сти значительным, при записи уравнений движения пластинки пренсбре- 
гается геометрической нелинейностью и нс делается различия между ука­
занными координатами, в то время как для больших величин магнитного 
поля в уравнениях магнитной индукции соответствующие нелинейные чле­
ны удерживаются.

Уравнения движения пластинки берем в виде

<7 О, . 0՜ V , ч
т- ~ х (А‘- 2‘ ООх дг

д- . (Ь. д2 ы ,, ,.
— + —=3(*. 0-р— (1.1)
Ох Ог (И
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где р — плотность материала пластинки, X, 7..— компоненты массовой си­
лы, которая в данном случае будет силой Лоренца

] Н--{Х, Z) (1.2)
Уравнения электродинамики внутри пластины имеют вид

. 7 1 / л * .rot h— —/ 4՜ j |-----
с \ di J

rot е = — (1.3)

о ։7Здесь V — , и, w — проекции вектора перемещения U по осям 
<7/

лиг. Л — возмущенное магнитное поле, Н = На + Л. В первом урав-
О)

нении последним слагаемым для скоростей волн — <£. с (с — скорость 

света) можно пренебречь. Тогда из (1.2) и (1.3) для z — со можно 
получить уравнение индукции

~| = rol(v X Н) (1.4)
ot Н. *

Проектируя (1.4) на оси ? и »), получим

= — — (//0 V. -Ь Л, и- — V., Лг) 
dt [с . г, dri

~՜! == --- (Нц vt + Лл V, — Vx h:) (1.5)
dt 1«. .ч

где Ад, Л-, v,, us — проекции векторов Л и lz па оси 5, т( (*, z), свя­
занные с недеформированной пластиной.

Переходя от Е, •// к х, z (: = х -|- и, \ = z w ) по формулам

7 _àj_àw\ , Эи
Д \ дх ôz дх ' 'дх \ях /

1 « 1 Л дЛ 
дг; Д dz \ дх

;де учтено, что согласно классической георни можно считать

w = w(x, О, и = -2— (1.7)
дх

с точностью до малых третьего порядка получим уравнение в переменных 
Лагранжа

уу (Jv- dw /ди \ д/ ÔF ди ,
° дх дх \ дх) dz дх dz

df ди I 
дх dz J

(1.6)

4ЛП 
61/1
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Задаем прогиб пластинки в виде монохроматической волны

, /àh„ с>Л, Ои\ \dht /. ди \ dhx dw I
+ t’; 1 —------------- 14՜ — ( 1 — — )--------------

\ az dx dz / [ dx \ dx / dz ax 1

+ (K8)
dt x dx [ dx \dx / \ox / J

Of’ / du\ O[- dw , /()hi dh: 0u\
---  ( 1 — — ) ---------- H V: (----------------— ) 
dx \ àx / dz Ox---------- \ dz--------ax az /

oh- /, Ou \ dh- àw I
4- — (1-------)-----------

Ox \ Ox/ dz Ox I
где /' = fl.t V- — П- Vx.

Используя (1.7). (1.9) п отыскивая решение (1.8) до греч ы՝го поряд­
ка малости включительно в виде

w = a cos Oj 0 = u>/ — Aw (1.9)

получим
/и = AÏ” + Al” 4- Al”, A,= Л^ЧАГ’+А*’՛ (1.10)

/i'.ü' = 0, Л1о> = ak sin 0

Л’։1>= “’A* cos 23, Л'О = -—Hç, a։i’ sin 23 (1.11)
*• /

= —z/-70a34։ (cosf> cos’O), - -у /Уо а։Чл sin 5 cos 2 &

Из (I. I) обычным образом получается уравнение изгибных колебаний 
пластин с учетом силы Лоренца [6]

h

Ox7 Ot2 c J \ dx /
-l, 

h
- A — (-.x + c-) - (a. -=.-), ,V= [z.zdz (1.12)

С/дг * J
-Л

Для определения напряжений т. , ". на повер.кностях К дол­
жны быть использованы условия непрерывности компонент суммарно­
го тензора напряжений и Н: при г - г Ь на границе пластины с ди­
электриком.

Вне пластины, пренебрегая током смещения, можно полагать

^_É^=0. ^’+^ = 0 (1.13)
On dl o- d\ 7

При этом в окончательных формулах можно отбросить члены с мно­
жителем /։, что соответствует отбрасыванию членов порядка lia и fur՛ соот­
ветственно в линейном и нелинейном слагаемых н дисперсионном соотно­
шении.
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Записывая (1.13) в переменных (х. 2)

дд, / б>и\
№ \ дх/

дЬ. ди дЬ: дНг ди} 
дх ~дг Ох Ог дх

д А < <//։, дш
дх д'Г дх

дЬ, ди =0 
Ох дг (1.14)

ищем решение также и виде (110). В указанных порядках получим

А = С е ' *' СО5 6 -|- ± С, г»' ֊ — Сал (1 + к:) е *' СО5 20 —

--֊ Саке '■ (1 Ь) I- |(Л, ■ А,:)е -»• +• г (В, + В,.-+В,г3) е *-] со։ в 
Л»

Л։'=Сг''*։ 51п ь |с։е’”' — Сак(3кх 1)е *•
(1.15)

$1п 2 6 —

-֊-КАИ 2Ь) 2Л,А| <֊ •*' [Я. -(2Д; - кВ.) : ։’(ЗВ, г
к

. А-Ь’։) । ВДд։| е: ь л.пб

з։ — С։ ак, А 2 — С։ ак2
С 3 1

В,= -а3Л։. В.=^± — С а'к*. Вл= — С а2 к* 
4 ’ 40 20

Приравнивая Л* значению Л- из (1.10)—(1.11) при х=±Л, мож­
но получить

С = Иоак(\ ^-а-к* V С։=±—°а։1-։ (1.16)
\ 10 ) 10

на основании чего А; при г= А из (1.15) будет (с точностью до 
членов

А; = Я0а4со5б——0 о’Л’ (1.17)
2

На поверхностях пластины г — А условие непрерывности компо­
ненты тензора полных напряжений имеет вид

г,+Пг = П.т (1.18)
здесь

п.^֊-A;-֊^-(//o+A.), 
ОК О--

есть компонента тензора максвелловских напряжений.
В силу непрерывности А .получится

0; = ^(а; -а;)4֊--[(а^’-(а.1н а.19)
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С учетом ( 1.11) и (1.17) получим

/7? / 1 \
'7—— х- ак ( 1 ֊77 а2 к~ ) cos 0 • (1.20)

/Я \ Z /

Следует отметить, что предположение малости кк несколько суживает 
рассмотрение вопроса, не описывая процессы с коротковолновой асимпто­
тикой (по аналогии с явлением заострения гребней в волнах на воде, ко­
торые не описываются длинноволновой теорией (1!). Вместе с тем для до­
статочно малых Ь указанное предположение позволяет описать все типич­
ные задачи распространения волн модуляции в пластинах.

Согласно [8|. напряжение п . записанное во втором порядке, будет

откуда

/JT7՛ 
d.r2

1 О, ;g)’i
D = -1 d —~_Г21 (1.21)

3 I—՝/* 45 (1-v)’

Подставляя (1.9), (1.20) и (1.21) в ( 1.12), умножая на cos 0 и передняя 
по 0 от 0 до 2.1, получим нелинейное дисперсионное соотношение

ш-=4 — (— DD..к’֊ — H],k 1 а'к- 
2рЛ \ 4 4к >

и»_£>±.+_։-я»4 (1.22)
2'./1 4тоЛ

Согласно [31 условие продольной устойчивости нелинейных волн в 
адиабатическом приближении имеет вид | 1]

0

Как видно Из (1.22)

дш 1
да* 4'р u>(

(1.23)

(1.24)
/ 37Ь'Ю'к'- и

П О) /У*֊ ,,7 §0 при ֊! - ■ /»*(4+3 К2) (1.25)
(1кл г 4՜

Для металлов [8] у. < 0 и по (1.24) —„< 0. Тогда для верхних 
да-

знаков (1.25) согласно (1.23) имеется неустойчивость периодических воли, 
в го время как для сильных магнитных полей волны устойчивы в продоль­
ном направлении. Если же считать у.. > 0 (для сред типа жидкости), т ■ 
возможны следующие варианты:

а) случай 3 < И', (—'• совпадает с предыдущим;
\да‘ /
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6) случай 3 DD, г.№ //J ((— >0 I ; для верхнего знака в (1.25)
\да2 1

имеет место устойчивость, а для нижнего знака, то есть для больших маг­
нитных полей—неустойчивость нелинейного волнового движения.

Можно также для неустойчивого случая расширить область устойчи­
вости в следующем за адиабатическим приближении [4].

Для проверки точности полученного решения, то есть соотношения 
(1.7). на котором оно основано, запишем первое уравнение (1.1) в прибли­
женном виде

-==Д(т-г) <։-2б)
Oz 4' \ uz Ох /

где отброшено слагаемое ——, которое дает вклад ?'՛ в и. Поскольку в 
дх

уравнениях индукции и входит в виде квадратичных и кубических членов, 
достаточно в правую часть (1.26) подставить линейное решение.

Тогда получится
dw ., Н;.

и = — Z — 4֊ Z' -X a2Z? Sin 26 (1.27)
Ox 16-G

Учитывая в уравнениях (1.8) добавочный член из (1.27), получим
(1.11), где лишь к Л(,7) и Л? добавляются слагаемые соответственно

՛ 2C0S и 16-6՜ z՛ s*n {j՛ П°д0^нь։м же образом видоизме­

няются решения (1.15), к которым соответственно добавляется

Лг = ։ —/7; a' k' e' *■ z՝ cos 6
16rG ° 2

/ь =------— Hl a‘kl е к: — г՞ sin 0 (1.28)
16-G 2

Поскольку при определении (1.22) члены, содержащие множитель ■'•՛, от­
брошены, видно, что (1.28) не влияет на окончательные результаты.

Таким образом, в рассматриваемых порядках (для малых М) класси­
ческая теория изгиба, даваемая (1.7), дает те же результаты, что и уточ­
ненная теория.

Институт механики Ai I 
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Ա. Գ. ՈԱԳԴՈԾՎ, Լ. Ա. ՄՈՎ1Ո՚11ՏԱՆ

ՍԱԼՈՐԻ ПЦ ԳԾԱՅԻՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ ԵՐԿԱՅՆԱԿԱՆ 
ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ

II. մ փ ո փ ո i մ

Դիտարկվու մ են ֆիզիկորեն գծային աոաձգական իգեալական հաղոր­
դիչ նյու&Ւտ "ս,[ի միաչափ ծոման տիպի տատանումները երկայնական մագ- 
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THE NONLINEAR VIBRATIONS OF PLATES 
IN LONGITUDINAL MAGNETIC FIELD

A. G- BAGDOEV. I.. A. MOVS1SIAN

S u tn rn a г y

One-dimensional bending vibrations of a physically nonlinear 
elastic plate made out of an ideal conducting material in a longitudinal 
magnetic field are considered. The assumptions of classical theory of 
plates are accepted and the problem is solved in Lagrangian coordi­
nates in which the equations of magnetoelasticity for plate and Maxwell's 
equations for dielectric are written. The obtained nonlinear dispersive 
relation shows that the strong magnetic field brings about stability of 
nonlinear vibrations of plates with typical nonlinear elastic characteris­
tics (which are unstable in the absence of a magnetic field) and unsta­
bility of fluid-like (with respect to nonlinear propertie ) plates.
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