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ОБ ОДНОЙ МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА ПЛОСКИХ ВОЛН 
В ПЛОСКИХ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ МЕХАНИКИ 

СПЛОШНОЙ СРЕДЫ

В работе методом плоских волн получено решение уравнений однород­
ной среды при наличии сосредоточенных импульсов. При решении исполь­
зовано известное представление 6-функции в виде разложения на плоские 
волны [1. 2]. Это разложение 6-функции было дано в работе [3], которое 
затем применялось к решению задачи Коши для гиперболических уравне­
ний и к построению фундаментальных решений эллиптических уравнений 
Аналогичные результаты получены также ч монографии [4], где при ре­
шении соответствующих задач использовано представление непрерывной 
функции в виде разложения по некоторым плоским волнам.

В настоящей работе проведена элементарная модификация в пред­
ставлении 6-функпин в виде разложения на плоские волны, которая позво­
ляет в плоской задаче определить фундаментальное решение для уравне­
ний магнитоупругости достаточно простым образом. Далее, с помощью та­
кой модификации, методом плоских волн получается решение задачи Дамба 
для упругой среды.

Задачи о сосредоточенном импульсе для безграничной магннтоупру- 
гбм среды другими методами исследовались в работах | 5, 6|.

Решение задачи Дамба для упругой среды методом интегральных пре­
образовании содержится в [7], а методом функционально-инвариантны? 
решений Смирнова-Соболева — в [8].

1. Требуется определить решение системы уравнений

с 1 Л ?Ох,
0 о3 

՜Հ՜շ 0x2
Ժ2 «<»»1շ
дрС7Х^Х2 р

շժ=ս<2> , „ Ժ*ս<2> , „Ժ3ս<։) 
с2 -г- . ■ + с*---- :—

дх\ дх\ ОхуОх.у
-г — (х։) (х2) о (О =

Ор
(1-1)

при условии

«<»(х,, х„ 0=0, хгд2) = 0 и<„ ( ժս<֊-յ(^. хг. /) = 0
д1 ՜ ()է

при /<0 (1-1')
где с։ = с;-с], (/ | 2С)/р, с; —Շ7օ, с֊ с֊ |- а՜, с2 = с3 ք-«2>

д’= Г-/У2/4“р, л и (յ — постоянные Лямэ, р — плотность упругой среды, 
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р — магнитная проницаемость среды. Н — интенсивность внешнего маг­
нитного поля, а — скорость Альфвена.

Уравнения (1.1) описывают движение идеально проводящей упругой 

среды при наличии однородного магнитного поля Н (Н.. 0. 0). когда в 
среде действуют объемные силы в виде сосредоточенных импульсов, в- 
случае пренебрежения токами смещения [5. 6].

Для решения задачи (11). (1.1) пользуемся представлением 
б(х։) д(х,) в виде разложения на плоские волны [1|

Имея в виду, что I? ч’ = 1, (1.2) можно записать и виде

Из ( 1.3) после продолжения ֊, на всю действительную ось получим

4*1) '4*:) =

Очевидно, что под I 1—4 понимается та ветвь этой функции, кото­
рая положительна при положительных мнимых значениях Такую ветвь 
можно выбрать, если провести разрез на отрезке (—1. 1). Для такой ветви 
1 1—С’ положительно .мнима при I, < — I и отрицательно мнима при 
Сх>1.

Эта элементарная модификация в представлении б(х։) $(*:) (1.4) 
даст возможность в дальнейшем без каких-либо трудностей получить ре­
шение задачи (1.1). (1.1) в виде записи через элементарные функции.

Теперь приступим к решению задачи (1.1). (1.1)'. Для этого сначала 
определим решение однородного уравнения (1.1) вида

«4й ~ + -1х) + >:*։), В./(»֊/■+ *1*|4֊'ах-) (— •» <'։<4֊«>>

Нод | 1 *; понимается вышеуказанная вбТВЬ этой функции.
После подстановки этих функций в (1.1) н требования, чтобы они 

удовлетворяли однородным уравнениям, для определения .-1 х, В получим 
систему уравнении

(С’:’+«Г4֊'’)^ + с‘'ч^.»о 
л. г (4:( + <т ?։ - /’) я* х= о

Для того, чтобы получить нетривиальное решение этой системы, долж­
но иметь место » ледующее:
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(с; -г с$) 4- с}с1 -Г о5с2'? = О

Ретин это уравнение, получим его корни в следующем, виде:

сг + с*~ ( ~ 1)'|/ (с’— с])2 —4й։с2С, 

л3 == /< ֊ — л„ (у — 1, 2)

Очевидно, что -Х = Т = ! (с; — с':,)1'2ас будут точками ветвления 
внутреннего радикала в выражениях >7 (^). (у—1. 2).

Фиксируем значения внутреннего радикала так, как это сделано от­

носительно функции р 1 Очевидно, что в этом случае надо про­
вести разрез, соединяющий с . В разрезанной указанным обра­
зом плоскости точка -]'1 = - 1с2сл}ас будет точкой ветвления для *Х(СХ), 
а С?1— ’V՝— точкой ветвления для '2(4). Теперь однозначные ветви 
функций лДС։), (/ 1, 2) в указанной плоскости выберем так, чтобы
ЧСп) Для мнимых значений 'х было положительным при 1т ч։^>1т С*'1 
и отрицательно мнимым при 1т'։>\1т’,1‘>. а (Сх) — положительным 
при 1тСх<Чт '1՜՛ и отрицательно мнимым при 1т С։ 2> 1т м՜'. Для 
этого для >-х(^х) надо провести разрез, соединяющий точку '1՜' с бес­
конечностью и находящийся в левой полуплоскости, а для раз-
роз, соединяющий (точку .1՜ с бесконечностью и находящийся в пра­
вой полуплоскости. Причем линия 1т -х—1т'?' обходит точку сни՜ 
зу, а линия 1т чг= 1т ^։) — точку -1" сверху.

Таким образом, общее решение. однородного уравнения в рассматри­
ваемом классе функций будет иметь вид

= /-г*1Х14--2Х2), »՛*’ = В,/4֊:։ хх4֊>2х2) (/ = 1, 2, 3, 4)

Здесь и в дальнейшем под повторяющимся индексом понимается сум­
мирование.

Имеют место следующие соотношения:
2 -2 I 2 ,2 2а-_ _ с, м —>у 4 = 2 3 4) (1 5)

1 сверь построим решение задачи (1.1). (1.1)'. Имея в виду (1.4), ре­
шение задачи (I I), ( 1.1)' ищем в виде

+ «

Д։* 7 г 1՜ ■ч .— ^0
Здесь /7(0 — функция Хевисайда.
Подставив и՝-։) в систему уравнений (1.1) и потребовав, чтобы 

она удовлетворилась, в результате получаем следующее:

3///Ц=о, <в.=— (у=1, 2, з, 4) (1.6)
р р
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. / (пх1 *т — — Г---------------- 1՜ С
-Л 4-

Здесь С — произвольная постоянная. Л#/— символы Кронекера.
Разрешив систему уравнений (1.6) и (1.5). для А и В)?получим 

следующие выражения

А - РсГ?4-с;ч-ч О 4
2р Ч(Ч-Ч) 2м,(М֊М)' " ’

/>• . й

М4֊ц> $мм ч> ’
~с՛ *՛ 1 •’ — ? _ _

А’ 2р Ч(Ч-Ч) ՛ )' ■

Таким образом, решение задачи (1.1). (1.1) будет иметь вид

„<»= R« I | А, (-------- —------— -ь-------- —-----— \ —-
2Г* ։._ ‘ V;/- ’л /// — ;։х։ ’.;Л'2 • ) 1

(1.7)

(/ 1. 2)
Нетрудно видеть, чт • подынтегральные функции имеют следующие 

точки ветвления: ь> 4г 1. 1։ = ֊ . Следовательно, эти функции, рас* 
сматриваемые как функции комплексного переменного, вне действительной 
оси. кроме полюсов, других особых точек не могут иметь.

С другой стороны, легко видеть, что волны ». 7 4-С1х1 4-— О 
будут уходящими от начала координат (0. 0) при 1т > 0 только, если 
х։<0, а волны '/’“’»А -Л = 0 будут уходящими от (0, 0) при 
1тСл.>0 только, если х. > 0. Учитывая это, после вычислений интег­
ралов из (1.7) стандартным методом теории вычетов, имея при этом 
в виду, что действительная ось должна обходить особые точки подын­
тегрального выражения сверху, для х.<^0 получим

«(’>=—-Ие
iA.| (^>)

где определяются из уравнений

Ч С.‘п) / + ?/’х։ ЬЦ»х3 =0 (/ 1, 2)
6



2. Рассмотрим колебания упругой полуплоскости, на границе которой 
приложен сосредоточенный импульс (задача Ламба)

“о —-----т о о —— -1--------- :— = ;
Ох} Ох} 0хх Ох. Ох}

д’ и<-> , 2 д2 /У2> _ д2 _ д2 ц<д) 
дх'{ " дх՝{ дхх дх^ дх}

.. ди^ 
а о .

Ох.
■+ (а? ֊26.0 —

<7х։ 1
=-----— (л-1) 5 (*а)

г։«0
ди^ ди^ 1 _ Q

5 (*1) М*э) (2.1)'
дх,

м<։> =0, 4- = °« «(2,=0, 
^х։

д^-= 
0^

= 0 при х3<^0 (2.1 г

где а.-;=с;/с2, 6;. — с}}с2, с2 = с\ —с;, хх = сл1 /- переменная, харак­
теризующая время.

Для решения рассматриваемой задачи, как и выше, 6(х,) д(х ) пред­
ставим в виде 

5(х։)о(х3) = — Ке 
2~։

(2.2)

причем под I 1— понимается та ветвь этой функции, что и в первом 
пункте.

Решение системы уравнений (2.1) ищем в виде

и!։) = Дл/(ч։Х1 — >х2 -Г I 1—С? х3), и!2) - В, {(г,х хх—Хл-.Ч-1 1 :• х3)
_____  (2.3)

Под р 1—С? понимается та ветвь, что и в (2.2).
Подставляя (2.3) в (2.1), для определения А,., В\ получим сис­

тему уравнений

(а’С? - Ч + ) А - _____
■;ч ]/1— С?

- л + (62:? ֊ Ц 4- л։а’) в. о ‘

Нетрудно видеть, что рассматриваемая система будет иметь нетривиаль­
ное решение при

■ _ I а;,4-1 । 1 г2 ) I 4-1 ■« / 1 г24 - V 5Т+1-С1' V Ь1+1 -с*
л3 = лх, = ֊ Х2

Функции /2 выберем так, чтобы они были положительными при 
положительно мнимых значениях Тогда решение системы уравнении 
(2.1) в рассматриваемом классе функций будет иметь вид

и} = А>.^{\хх — /7х2Ч- С2х3), п(2>= В,.К\хх - х24֊С2х3)
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причем
2Г2 г2 । ■/֊ г3= а^-Ь + ,.,Ь А (; ^ 1։ 21 31 4) {2Л)

Л/ '1
Гак как в рассматриваемой задаче х.. > 0 и в силу того, что й..

(/ = 1. 2) положительны при положительно мнимых значениях то 
отсюда следует, что наше решение будет представлять уходящую волну, 
если взять А,, А., = 0. Следовательно,

— Схл), //'■=Я//(С1х1 —/ , л-2-1-Сх3) (/=1,2)

Имея в виду (2.2). решение задачи (2.1), (2.1)'. (2.1)" ищем в виде

м(/^֊ _2_Ке
217*

(7 = 1, 2)

Подставляя «ш, и'2) в граничное условие (2.1)', после некоторых 
выкладок получим следующее:

Г^2А.,-(^. Я)А>.. = ^ (2.5)
\ Ь։п / рсб’

/(С.х, + СЛ) = -.—1— + .V
■4х։ । ՝2хз

Здесь Л՛ произвольная постоянная.
Далее из (2.4) и (2.5) получим

Л _ А _ р с! би’-2:р . л» 
д(С։) рсб?; д (\)

л ____ '-2 (%г — 2 С?) дп
рс6$ Д(С։) рсб?, АСП)

В,л^ -21 (Л. -Д°.)+/??,, В.1=^(41։֊<) | В^ 
;։ ч

(9’2 _ -’2 А-2)
д« =с։г (<,-С։л)4С2?(С։+ С1Л), А» = - °֊ - Л2։

~ А?, В" = {2— 6,??)
л‘։ А’ 2> гл 41/г

/V.1, ^2к~ । 1 Ах

д С։) - (2’4- :1 ь»г)2 + 4 чч”, =՝>, (чл)

где Д?, удовлетворяют однородным уравнениях։ системы (2.5), 
ср с2 произвольные постоянные, '> (г) функция Дирака, а Сж — 
= с (с'*' т с'р) ։'՜2, где сд-— скорость распространения волн Рэлея, яв­
ляющаяся корнем уравнения Л(^1)=0.



Следовательно, м(։\ г/՝1 будут даваться формулами

„<»= -Ьке 
2-։

(А>! - -4?,)

-։х1 ,ч'х2 I '՝2хз

֊------- ---------------------------------------
.•эл(млх։-г( 1)’>«х2֊( 1)" ч2л- хл) I

'1*1 '■) х2 -Г С2Х3

2_КсГ___________(֊0՞ м>с*_________________
2^՜ | ^2й(чл'Х, |- ( 1)’’ л?А. х2 — ( — 1)" £2Я хп)

где Лх = 1, Л2 = 6֊ _ 2С?Л)/2ЙЛ, Мг X. - >.։* :гЛ М2 = (& 6?,
"“2п₽)/2'1« Чл» ‘4» М — произвольные постоянные.

Здесь интегралы понимаются в смысле главного значения ио Коши, 
поскольку подынтегральные выражения имеют простые полюсы в точ­
ках ± Ч1Д.

Вычисляя эти интегралы стандартным методом теории вычетов, при 
этом имея в виду, что действительная ось должна обходить особые точки 
подынтегрального выражения сверху, получим

1
2г?

ми) = .1_Л/(.г3) рс

оя„ |-( -֊1)" !.} Сп

'.2Л (^л ж։ -г (— 1)" >-/я х2 (— 1)"чгл* х3)

И« = Л Н(х.) R«

'э4 -ТГ (м'Ч- />^2-Ь':х3)1:|

— Ие 
2г=

֊- (В,,-в?/)|-„֊;,л г„„ + (-1)” м, с,

Сэл (члх։ — 1)" '/R х5 — (— 1)՞ 'зл х3) |

где определяются из уравнений

՛֊’/’ ֊ ч ('-!•■՝) *։ - х, = о (/=1, 2)

Теперь удовлетворив условиям (2.1 У՜, получим решение задачи Дам­
ба в следующем виде:
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1 
«<։՝= — u, SDJ( *’ Re[

(7=1, 2)

«<’>= — H(x3) Re
TC

Ереванским государственный 
университет

< (A, (tf1)- Հ GV'1)}
Ц” х,-С," x,-Ц« ;,.(<(«) x.

Поступила 11 Vil 198Г1

է. h. ԴՐԻԳՈՐ5ԱՆ

2ԱՐԹ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՄԵԹՈԴԻ ՄԻ ՄՈԴԻՖԻԿԱՑԻԱՅԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ
2ՈԾ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՄԵԽԱՆԻԿԱՅԻ ՀԱՐԹ ԳԾԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՆԵՐՈՒՄ

II. մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքում հարթ ալիքների մեթորլով ստացված / մ աէլնիսաաոաձղա- 
կան մ ի քավ ա լրի հավասարումների լուծումը կենտրոնացած իմպուլսների աո֊ 
կա լու թ յան ղեսլքո։մ > Լուծման ընթացքում կատարված Լ մոդիֆիկացիա 
^-ֆունկցիայի րս։ո հարթ ալիքների վերլուծ ութ յան ներկայտցմ ան նկատ­
մամբ։ Նշված մոդիֆիկացիան հնարավորություն Լ տվել բավականին հեշտ 
ձևով որոշելու մ աղն ի սա առաձգականութ յան հավ ասաըումների սիստեմի 
ֆունղամենտալ լուծումը։ Հետագայում, նշված մոդիֆիկացիայի օգնությամբ, 
հարթ ալիքների մեթոդով ստացվում Լ Լամբի խնդրի լուծումը տոաձղական 
միշավայըի համ ար:

Ed. Kh. GRIGORIAN

ON SOME MODIFICATION OF THE PLANE WAVES METHOD 
FOR PLANE PROBLEMS IN CONTINUUM MECHANICS

Summary

The solution for equations of magnetoelastic medium under con­
centrated loads is obtained by the plane waves method. The modifi­
cation of the known presentation of o-function in plane wave expansion is 
carried out in the solution. This modification makes it possible to obtain 
in a rather easy way the principal solution for magnetoelasticity equ­
ations. Then by this modification the solution of Lamb’s problem for 
elastic medium is obtained, using the plane waves method.
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