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Т. II. ПЕТРЕНКО

РЕШЕНИЕ КВАЗИСТАТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ИЗГИБА 
ПЛАСТИНКИ МЕТОДОМ АСИМПТОТИЧЕСКОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Предложенный Гольденвейзером А. Л. асимптотический метод по­
строения теории оболочек [I] был применен им в работе |2| для по­
строения приближенной теории изгиба пластинки в случае статики.

Этот метод нашел применение и для решения динамических задач ко­
лебаний тонких пластинок. В частности, в работе |3| рассматриваемый 
метод позволил получить двумерные динамические уравнения колебаний 
пластинок из трехмерных уравнений теории упругости и установить пре­
дел применимости полученных уравнений.

В нашей работе методом асимптотического интегрирования уравнений 
теории упругости решается для случая установившихся колебании квази- 
статическая задача изгиба пластинки.

Согласно методу Гольденвейзера напряженное состояние пластинки 
составляется как сумма медленно затухающего напряженного состояния, 
которое строится при помощи основного итерационного процесса, и быстро 
затухающих при удалении от краев напряженных состояний, которые 
строятся при помощи вспомогательного итерационного процесса.

Пусть ось г перпендикулярна к плоскости пластинки, а срединная 
плоскость совпадает с плоскостью лу.

Основные уравнения теории упругости в случае установившихся коле­
баний с частотой о» можно записать так:

О-., 
 г И ~ — Г՛»»'« 
дх----- ду------- Ог

 1 -) “ — ри’»՜« 
дх----- Оу-------02

(1.1)

Формулы перемещения напряжения имеют вид

А՜—= 5Г — -Е =Э (ху), Е—--.г 3)
Ох 02

(1.2)
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Здесь и в дальнейшем символ (ху) означает, что имеет место второе соот­
ношение. которое может быть получено из приведенного путем замены х 
и и на у и v и наоборот.

На плоскостях пластинки г - ± // должны выполняться следующие 
граничные условия:

°* =■ ± у)» = 0. V - 0 (1.3)

при этом р(х, у)е'"։— интенсивность внешней нормальной нагрузки.

Обозначим риг через п‘а':, где а" порядка Е. i -параметр, ко­
торый для рассматриваемой нами квазистатической задачи можно при­
нять равным двум.

Зададим любое из перемещений и напряжений в виде

Q = Л"’ V (1.4)
i-1

Здесь У есть целое число, которое определяется из соотношении:

('г, Зу> -ку) У ■/ — 2, ("аг, ~у: 1 ’ <7 — У- — 1 0
”- — </ = х, (ц, v) ֊'- q = л ; 2, w — q = /• 3

(число и определяется из граничных условии).
Заменяя в уравнениях ( 1.1). ( 1.2 з по формуле

z — АС

приняв, что по переменным (л. у, £) скорость изменения напряжений и 
перемещений не слишком велика, выражая перемещения н напряжения по 
формулам ( 1.4), (1.5) и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте­
пенях /?. получим

я (*>£^_ = э<;)_7(>)+4-«) (ху)

£ (тг + =2 П - ’) т*^2> (ад)

оу 1 дх
) = 2(1 + «)4*>)

(1.6)
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Отметим; что при « > 2 те же преобразования приводят к системе, 
которая приближается к полученной в работе |2] системе для случая ста­
тики.

Интеграл системы (1.6) представим в виде

(/*’ = (1.7)

где ();" —интеграл однородной системы, получающейся из системы (1.6) 

за счет отбрасывания величин с верхним индексом, меньшим $. а (? —
какой-либо частный интеграл неоднородной системы (1.6). в которой все 
величины с индексом, меньшим рассматриваются как известные.

Интеграл однородной системы имеет вид

»У(

(-“/)>

--.гуь

и».' = и՛1.,11. з'Л ;3н (.VI/)

(ху) (1.8)

Здесь величины, отмеченные дополнительными индексами внизу.— функ­
ции двух переменных (х. у). Они связаны следующими соотношениями:

о-«?’ = 0ич՝ > V
й.г (Х")’

Е /О-Юи ' , 
д.е +1 А

.(•) Е 0՝ы\'1 ֊1*1 Е
-ду! 1 4 V Охоу 2(1—/-՝) \ 0Х*

(։։ 1 о
~ ОхОу~ 3’ \ Ох ' Оу՜

?/,’= - ('0'^ < А7о | а^')
0х 0У

д'«#'

0X0у՛.

Интеграл системы (6) можно представить в виде

{ху)

(ху)

(1.9)

«'<” = ГСр»֊«4- «)]</:
Г. .) 

о

= 2(14^г п.,л (ху)

Е ох Л
о о

(1.10)
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Как видим, все величины О ’ при $ = 1 и 5 2 равны нулю, а при
•V "> 2 строятся при помощи рекуррентных формул ( 1.10).

Потребуем теперь, чтобы напряжения и перемещения. вычисляемые при 
помощи основного итерационного процесса, удовлетворяли при 2 = гк 
соотношениям (1.3) и дополнительному условию

/а г-----  = — /га՛ и՛
О:

(1.11)

которое вытекает и.» (1.3) и (1.1). При помощи (14), (1.5) и (1.8) из 
(1.3) н (1.11) получим при - ։'• 1)

Л։—1(о'А’+4?+

Зай + *- г <?։«!,•' + о1։»՜'11 =֊• 0 (1.12)

-Г ’'.’»о т ’»? ‘ — о (ху)

где рх = р (л-, у/), р։ —0 при х 1. Аналогичные условия будут вы 
подняться автоматически при г = — Л, так как задача обратно сим­
метрична.

Из уравнении (1.12), положив и равным нулю, найдем

<։> _ 1-.-з  -----— р
л» _ 3 о՛ чо 
” -֊ р^֊<П

О ®с

($ > 1) (1.13)

Из (1.9) и (1.13) получим уравнение относительно функции Шу’։ - 
Все величины, отмеченные индексом л и звездочкой, можно считать из­
вестными, если уже построены 5 — 2 первых приближении.

а' |.) Е С^Шо 1 ՝»
2 ՜“"’ з‘(1 т’| \ ох* ”^7՜/

I = ~^-ргч. • у( 5? — ------ (15<о’"^ (1.14)

где 1 и О|» “ 0 при «^1.
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1 аким образом, система (1.9) может быть разрешена в из нее можно 
определить все входящие в ( 1.9) величины.

При построении вспомогательного итерационного про։2есса будем счи­
тать, что боковой край пластинки проходит вдоль линии л - 0, а пластин­
ка простирается в сторону отрицательных х.

Зададим любое из перемещений и напряжений в виде

<2=л" V (1.15)

Для выбора значений Ц возможны два варианта.

Вариант 1

(хху, ту,) — у =֊ _ X, (з„ зу, -.13, з_.) — 7 = — л - 1
х о . (Ы6)

(«, и։) — (/ = — / т2| х՛ — 7 ~ > Ь 1

Вариант II

(«х. Зу, х,-, 5.) -> 7 = — |» }- 1, -.у;) — 7 - — и ■։ 2

(и, ш) у = -и-’ 2. V — 7 = — !*тЗ

В соответствии с этими вариантами можно построить два варианта 
вспомогательного итерационного процесса и считать, что напряжения и 
перемещения составляются как сумма трех слагаемых, соответствующих 
основному итерационному процессу и двум вариантам вспомогательного 
итерационного процесса.

Числа Л и п выбираются в зависимости от граничных условий та бо­
ковом крае пластинки.

Заменим в уравнениях (. 1.1). (1.2) х и < по формулам

х = /Д, г - /к

принимая, что по переменным (;. у. £) скорость изменения величин нс 
слишком велика, выразим перемещения и напряжения по формулам (1.15). 
выбирая для (] значения из (1.16) пли из (1.17). и приравняем коэффи­
циенты при одинаковых степенях й. Получим

зс-С«) 7)-^ Л-ДО'

О; Оу д\

дДТ> д_<։>
а^՜4’ (1.18)

Оу д,

о՛^'. 0^ _ __ -м
6; Оу 0-, 1

£■—= =1.’1 дз'՝ч='-”). =
д', ‘ Оу

Е- V (4” 4֊ Е ( 4- 2 (1 4֊ ') -й
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, 6>wh'\ 
+ <*</ / = 2(1+ >)'?.’,

Здесь а, р, 7 принимают значения:

а в, р = 5, 7 = 8 — 2 для варианта 1

« - 8, 3 - х — 2, ’[ = 8 для варианта I!

Полученная нами при ~ 2 система уравнении (1.18) приближается 
к приведенной в работе [2| системе для случая статики.
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Ա մ փ ։ւ փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ կ էս յՈ էն ա ւլ վա ծ in tu tu ան է։ ւ մն երի Համար սալի ծոման կվա- 
դիստաաիկ խնղիրրւ Լարված վիճակը ներկայացվում ի մի բանի լարված վի­
ճակների էքԱէմէսրի աեսրսվ, որոնք կաոուցվ nt մ են Հիմնական և օմ անէլակ 
իսւերտցիոն ււ{րււցեսների օ ցն ութ յա ւ)՝ ր ։ Հիմնական և օմ ան էլակ իտերացիոն 
պրոցեսները կառուցվել են աոա ätj ա կան nt ft յան ւոեսոէվձ յան Հավասարումների 
ասիմատոտական ինտեգրման մեթոդով։

THE SOLUTION TO A QUASI-STATIC PROBLEM FOR 
A PLATE FLEXURE BY ASYMPTOTIC INTEGRATION OF 

EQUATIONS IN THE THEORY OF ELASTICITY

T. P. PETRENKO

Summary

The solution to a quasi-static problem for a plate flexure under 
steady vibration is suggested. The problem is solved by asymptotic 
integration of equations in the theory of elasticity.
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