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ДЛЯ ВЫСОКОЧАСТОТНОЙ АСИМ11ТОТИКИ

Пусть л произвольной неоднородной диспергирующей нелинейной 

среде распространяется квазимонохроматнческая волна и jc , где 

-e п (**I — есть эйконал основной немодулированной волны и ли­
нейной «лдаче, ф— комплексная медленно меняющаяся малая амплитуда 
|1—3]. / — время, х.—пространственные координаты. <•» = о»..., — :։евоз- 
пущенная частота. Д\я получения уравнения, описывающего изменение 
функции ф(х*. О для произвольной среды, следуя [3]. можно вначале рас­
смотреть линейную постановку задачи, и которой среда описывается 
уравнением

JL\U = о (4=1.2.3) (1.1)
՝ 01 Охк/

где А заданный линейный операторный многочлен. Для ноли высо­

кой частоты значения = —— и волнового вектора = ~~ вели­

ки, поэтому при дифференцировании и -«•’ основными являются 
слагаемые, получаемые от производных экспоненциального множителя, 
которые дают дисперсионное соотношение линейной задачи

Д(««. аДх=0, W = = 7,(1,., «3 Ф)

При удерживании слагаемых с более низкой степенью ы при вычислении 
Ам применяется формула Лейбница [3] и оставляются производные до 
второго порядка от ф включительно. Вместо координат х, вводятся луче­
вые координаты т. В, X, где 0 - const. 1 const дают уравнения лучей. 
В силу однопараметрнческого произв ՝ла в выборе В, _ можно считать \н- 
нпи пересечения указанных поверхностей < волной ։ U ортогональными 
It Отсчитывать вдоль них координаты ֊, (/ соответственно, где dy - Чл1^, 
112 н (Л. 11 „—параметры Ламе. Т гда м жно записать для ф линей­
ное уравнение |3]. Для получения соответствующего нелинейного урав­
нения следует знать нелинейное дисперсионное соотношение

w = %(։.’ г а ГИ <1-2)

которое обычно находится из осреднениого вариационного принцип.. |
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Полагая <*> = <чм------у-՛ ~~ и оставляя члены до второго

порядка по ф, можно получить из (1.2) уравнение для фазы с. С дру­
гой стороны, в вышеуказанном линейном уравнении [3] для > можно 
полагать о «е' и отделить действительную часть. Сравнение двух 
подходов позволяет получить для ՛!• нелинейное уравнение Шредин­
гера ;з|

Здесь с eons! дает уравнение сочки, движущейся вдоль луча с группе- 

вон скоростью Cjt ~ —» значения коэффициентов Г. \. указаны 

п [3]. /\ есть лучевое решение на волне. В настоящей работе рассматрИ; 
пае гея типично дифракционная задача. Постановка указанной задача сле­
дующая. При падении монохроматической волны на экран в форме про­
извольного криволинейного угла образуются области существенно дпу-

Фиг. ։.

мерного изменения параметров в окрест­
ности дифракционных лучей (ОВ и ОЕ 
фиг. 1). Первый отделяет области свёта 
и тени, причем вблизи ОВ имеется лишь 
одна падающая волна АВ, поэтому мож­
но использовать уравнение (1.3). При 
этом в качестве основной волны можно 
взять волну' В,ВС, рассеянную верши­
ной угла О, которая далее называется 
точечной волной. Как показывает ли­
нейное решение для случая плоской 
волны А В и волнового уравнения [4] 
вблизи ОВ решение записывается че­

рез интегралы Френеля. В [31 показано, что та же форма решения сохра­
няется .։ для произвольной линейной среды и произвольной волны АВ. В 
окрестности ОВ можно записать для указанного решения

> =------- А е^й-ф/'-ДМ, Л 3------- (1.4)
2 1 А,— А., $ | \ к /| к | 2с1։(А-։ — к.,)

где 5 — ֊ 7«о, 0о значение '■> вдоль ОВ, А, кривизна обращенных 
точечных волн, к-. кривизна волны АВ (фиг. 1) в начальном поло­
жении О/4р, с, нормальная проекция фазовой скорости полны в на-

2 *чальной точке О, Ф(д-) — ..... ■ е ՛՛ (Н можно выразить через интегралы
о

Френеля. В (1.3) К А есть лучевое решение на полке В^ВС.



С ледует отметить, что. как видно из (1.4). для дифракционных задач 
слагаемые в (1.3), содержащие Г. Л. Л„ имеют более высокий порядок ма­
лости 13]. причем в линейной плоской задаче имеет место уравнение

.. дъ 1 ,д , сНп Л'Z-A ——-------Да----- - --- --  1^..У — ֊
Ot : 2 <7?= HfW at

где а, = а, г/, - р. Подставляя сюда ( 1.4), можно убедиться в его удовле­
творении при выполнении соотношений К А

Оку I _ «»А, 1
dt [; А, dfy֊ Hicn

Поскольку кх -- (т։), т։ — и вдоль луча
^•1

# * дхк где

Сп — и Сп — проекции групповой и (разовой скорости на нор­

маль к волне, можно получить уравнение
О֊ 7

С„ —• *•»
06֊

Hi с.

которое проверяется непосредственными вычислениями для однородной 
среды :: представляет нетривиальное соотношение для неоднородной сре­
ды. Уравнение (1.3) может быть записано в лучевых координатах, свя­
занных не с точечной волной В։ВС. а с волной АВ ((риг. I). Для этого 
слс.х.\։ ч ввести лучи, связанные с волной АВ. определяемые уравнениями 
՝’» — const, где S представляет длину дуги начального положения О А, 
волны АВ Согласно [5] имеет место соотношение, связывающее 5 с лу­
чевой к<֊ щдинатой 6 для точечной волны

^1 —

Можно также ввести эйконал волны АВ

֊ . (<’ ֊ %)" 
Ъ" ' ’* 2с„(4,֊М

где Oj = const дает уравнение 4 В и линейной задаче. Указанная форма 
3, получается из записи уравнения волны относительно точечной
ноли։»։ [5], а также из асимптотики решения (1.4) для больших -Ц-- [3]. 

А.
Тогда, полагая и — '|>е' , о <?.՛>, ՛> /, можно снова получить урав­
нение (1.3), в котором заменено՜, на ՛՝*,, К есть лучевое решение на

АВ, равное [5] о— .—и удобно полагать в (1.3)

d 1 о_
ду кА os
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Линейное решение вместо (1.4) можно взять в виде

> =  — 1 ֊  (1.5)
2“> I ^с0

Из (1.5) для 5 —> — 'г’ получится 0 —* 0, а для в —» со то есть
ш

(1.5) переходит в решение для падающей волны. Нелинейные уравне­
ния вблизи ОВ  (фиг. 1) получаются из (1.3), записанного для коор­
динат о, х, / в плоской дифракционной задаче в виде

/ о \ 1 О 0 \п
(а ՜)/ |; а ~ 0(

< И _ ± ( а * И 1 ) = о  (1.6)
дг ОА֊ Оу \  д у  )

.. I 1 < 4  / <?? У  , 1 д ֊а  (  <?••> \  о м

где

д I С„ д
(Л I*  с п 01

Главные члены асимптотики нелинейного решения вдали от луча ОВ  соот­
ветствуют отбрасыванию производных ог а по у и вблизи точечной вол­
ны ВС, где 0 0,„ имеют вид

( _ ‘՝р _ I с0 А.____  __  ,. «ч. а , -  (1.7)

(/г1 — ко) 5" Г / а; (И
о

где /} указывает точечную волну. Вблизи волны А В вдали от луча ОВ

о « Л

к Г / д*п \  К  ~
а  =  —  

о»
(У \ к ՝

О

<// (1.7а)

Ясно, что величины т, ср в асимптотическом решении [1] и б, +  ф по 
(1.7), (1.7а) совпадают. Теперь можно численно решать уравнения (1.6) 
с начальными условиями, взятыми из линейного решения (1.5), которое 
может быть записано через интегралы Френеля

х *

С (х )  =  |*С05—  /V /, Л’ (х) | э т  —  1~(Ч
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I 2с
1.8)

э -- аге -- < 
Р

и —

Согласно (1.8) получается., что при 5 — 0 а
2м

• н области тени а .^0

а монотонно стремится к нулю, при $ > 0 а осциллирует около зна- 
1счсния - '■? при $<^0 монотонно растет [10]. Для проведения расче­
се

тов следует конкретизировать коэффициенты в уравнениях (1.6) и ре-
шенни (1-8). В случае однородной среды и 

место соотношения [5] х у, /с. = 0,

плоской волны А В имеют

//'Я 
— / 
0$֊

. К= с'опз!.

Обозначая ■ - _ = можно (1.6) 
О‘-<у.

~с<։
записать в виде

Ц>
Оа2
01
-I + ֊ 1 <?!•■

.. о<р о՜ ——

1 д~а
‘2а О\

| а2 —О 
о

। де учтено,
। о

что для производной вдоль луча в силу стационарности за-

дичи ------Ь с(>-----= -----  
01 Ох Ох <ч

что согласуется с пре

лыдущим. Полученные уравнения решаются при условии (1.8), удов­
летворяемым для малого / Для уравнений с переменными коэф­
фициентами и волны АВ произвольного вида следует решать систему

о ,, - <>уравнений (1.0). где вместо у введено х и 
о/ 01

• Линей-

V Щ а | кх — к.

О/ :

К

к

1

I
(Ч \ , 2

д о д

ное решение (1.5) соответствует одномерному по - решению <-^֊=/(1) 
Для небольших ! можно и в нелинейной задаче считать верно)! ука­
занную зависимость и получить для однородной среды уравнение

4/с(| .V
« 2 с„1 I

п . / Ои) \ 1
11рн — ) ^ ■ получается обыкновенное дифференциальное урав- 

\ ад։70 I
пение. Отбрасывая правую часть, можно получить линейное решение, з в нс?
линейной задаче, игнорируя зависимостью /(’֊.О от С можно решить полу- 
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чениое уравнение для фиксированного Л определяя поперечное изменение ф 
вблизи луча О В. Можно получить также точное уравнение для /*(?). по-1

лагая > — • • Для произвольных I следует решать уравнения относи­

тельно двух независимых переменных /, р. Полученные уравнения годятся; 
в тех областях дифракции (вблизи луча ОВ), н которых на бесконечно­
сти отсутствует падающая полна. В окрестности же луча ОЕ (фиг. () име­
ются падающая О/՜ и отраженная ОЕ волны. Поэтому решение следует 
искать в виде

и ֊ ']»е' Се

где ф, т дают комплексную амплитуду и эйконал отраженной волны Г№, 
а С. X дают амплитуду и эйконал падающей волны. Подставляя и в урав­
нение (1.1) и повторяя следующие за (1.1) рассуждения, можно дляфнС 
получить отдельные чиненные уравнения, записанные в координатах 
Т. л’_.> и X. соответственно, где координаты х... и у-,., выбраны вдоль от-• 
раженной и падающей воли. Далее можно ввести волновые векторы а, и| 
р. для отраженной и падающей волн и соответствующие линейные диспер­
сионные соотношения

л (3*. %) = 0, % = А (3^, и>0) = о, Ы։1 - % (?А)

Как и при выводе (1.3), следует полагать ф ае", С—Не и ввести 
нелинейные дисперсионные соотношения

<;. X- Сравнение этих уравнений с соотношениями, полученными отде­
лением дейс! ви тельной части в вышеуказанных линейных уравнениях для 
ф. С. позволяет написать связанные уравнения нелинейной дифракцион­
ной задачи вблизи луча ОЕ

1 /х а т г*1 а д* о
к1 ПК П »? ЫН! М <•> 111 — — —«М * '

д/. , - 3<о> д_ 21,
1 IV А«։ »<։>!, Гч <114 Н ' (XI — ’

(Я (Я ' — 2 к т-

о == £<’)) 4- ։ к ։ ’ можно во втором порядке получить уравнение для
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где ;t — const есть уравнение движения точки вдоль луча падающей 
полны с групповой скоростью, у. отсчитываются вдоль падающей, 
а х. — вдоль отраженной волны, И есть лучевое решение для падаю­
щей волны.

В линейной задаче уравнения разделяются, причем } дается (1.4), 
где л-.. /7.(0֊ 90), а в падающей волне решение одномерно и 
С= П (7.,), 7. = ... (7, — /).

Дли примера рассматривается уравнение для напряженности 
электрического поля, которое при s.i|£։|2 1 имеет вид [6]

Л-:.,(1+М£1П — =0 (1.10)
\ 80 / <>/-

Решение ищется в виде

Г=-֊-£,+£, = (C/z +-ie'7)« (1.11)
£ w

где £i комплексно сопряжено £р е единичный вектор поляризации, 
перпендикулярный плоскости распространения падающей и отражен­
ной волн, e.VS0 = 0.

Учитывая, что для модуля амплитуды поля имеем

I £։ | ֊ I а 6՜ -г ֊cib cos (" — 7 г — 7)

из уравнения (1.10), умножая его поочередно на е ‘ , е՜" и осредпяя 
по '-7, можно получить уравнения модуляций

AW֊|
01

— Aj01r>--------
’ di

I . <•
-•?(a- • 2b-) 0— I

"t՜ c1

А -0С 

ot z
Д2и1/С--------

Ot
J-

T
AC ֊*-2։rt 

c2 C (2a- -1֊ b֊) 0 (1.12)

. 2v,£<*
= “2«. =---- T~

«'O
1

3
A V

0՝ = V —
T0!fl

где Л։ = —у — V а’, А, —֊* — V 3-, причем производные по нормали 
с5 7՜ “ сй 1

к волнам 1по л\, у^ можно отбросить. В плоской задаче эти уравне­
ния можно Записать в неподвижных координатах х։, х.

Ох] 1 Ох} ?(а֊'+26г) 0 (1.13;
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(>C Q , aC 9 \ . ,, /<> ln II 0 <7 In IL \ (PC . (PC ._ T , - c 3, , -, + rix, +

4-C (2a---6') =0 
co

что должно облегчить численное решение.
Начальные условия для (1.13) берутся из (1.4) при ( /о~Оп 

условия С - П, при / -- 1, а граничные условия находятся ин’
тегрироваиием одномерных по лучу уравнений для а, Ь, полу­
чаемых 153 (1.12) подобно (1.7), (1.8). При поляризации лектора Е 
в плоскости распространения волн

£, (Се''-У/)е, ! (C«‘W)« (1-Н)

где е։ и е параллельны падающей и отраженной волнам.
Подставляя (1-14) в (1.10), учитывая соотношения для вектора

de
dt 7

u<> *7 —,
2-ïf r(W

de 
d>

<ч» (v=-.e) 2ф1-

умножая (1.14) на е",е՜՛' соответственно, можно получить поел« 
осреднения по - — / уравнения /— // = /., ■р — и.

2 7РС _|՜ '■'/Д ' д'■ + '• »? (Р Н՜ Ь'՜'՝ + ЬЬ'^е
'к

- е։е ('/6''-bbbb'e՜ ")} =0
d'j1 —

2 / ViS՜ ՛ Д / /. {՛/ {p 4- [i ) 4՜ ÿbb՛e -r
<?xk

e։e ( y b b՛ V ' — 7// )! 0
zi

2 --— 'ki Cis7 -7 S(' ։ С (p а՜՜) 1 Can e1
(‘x.

— ete(C aa e" C'a2)} = 0 (1.151

2— - CMZ SC-՛ ‘,C(p + a') 4- Caut՜՛'

4՜ fjC [C'a՛՜ -j՜ Caa'e ")} = 0

где p — b: a'՜ ՝t b'՜ — a •- exe՝2\aa' cos ՛.՛• j- bb' cos x),
a»

*•<>
„ ։» (К

можно заменять 2.-— х. 2֊-зи — 
с-0 (И

При а 0, b 0, /.' -/., ф' ='ф из (1-15) получаются уравнения

(1.12), где учтено, что согласно уравнениям лучен
А։,. При-tt . * ■ вdt ivs0 
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меняя соотношение для суммы производных по х4 от правых частей 
[7], можно получить

а 1
дГ _ <4-  w5o <Нп У _ _г^_ 2<»>у?1п К

" ~ со <П Г ° вхк " cn Ot

откуда К -[“у՜ и’ п°лобно этому, 11 -'--у.-՛ где ]— якобианы

преобразований от .г։ 2 3 к Л О, \ для падающей и отраженной ноли. 
Таким образом, получено линейное решение и сформулирована нели­
нейная задача в окрестности дифракционного луча.

В качестве другого примера применения уравнений (1.9) можно рас­
смотреть волны изгиба н пластинах. В пренебрежении влиянием продоль­
ных водн на изгибные можно получить следующие соотношения для свя­
зи лагранжиана с прогибом г/(/. л՛,. х.)

1 / Ои \- д՝и 
— ( —- —Ул ֊7 
2 \ dxj ох\

1 / du \- д“и

5J , -- ~
■ ‘ dxt dx>> дхх<)х,>

h есть толщина пластины, оси с,, л выбраны в плоскости пластины. 
После вычисления интеграла получится

■ — - ֊ - А (и4 . м* 4- 2и2 ir ) (։г. -и՝ . т- и, , «; v) 1՜

, ЛП , , . . 7 V д֊и
֊»֊ - = ֊^7՜

-Записывая U в виде суммы отраженной и падающей волн

- -- 0՜ о՜ dT о <)Т а
6 cos/.,---- — 7,, —— = «о, —— = Pi, ——’ с/х։ * их., dxt dx..

и вводя осреднениый лагранжиан
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2г
£ = ֊-----?- [ \Ld-d7

2֊ 2՜ ? ?
о о

можно получит։» :

Д = -֊- ?Л (ач»>? + 622=) - ֊֊-֊ (а'к{ 4- 6Ч:‘) -

-֊^ а'*6г (*Д 4֊ а-/-)7 ֊ а' Ь-к\1с] — 
£ х

֊ ֊Т(а=4 ^и>՝ц; ЬЧЛ)-
12 ом

а-Ь-^к1 - —- о-6֊ ֊, Л<-՛
60 1 ■ 120

4 - 4 - -■?. 4 = Я + & К< ֊ 44 + («Л+»&)’
Здесь введены разные обозначения для частот отраженной и плдаю- 

а-. о _ дТ 
щен волн »•>, — — и - —•

Варьируя I. по а. Ь и учитывая, что а =7= О, Ь =т֊ 0. можно получить 
следующие нелинейные дисперсионные соотношения:

+ ֊: к-'кр -г — Са-ц 20,-(о& , ։Л.)֊'--С6Ч-;«[ (1.16)

2 = (?։, ₽:) 4- -1- & + К[ 0= 4-
I 10 30

^^к\к\а ֊С,ц-к\ гСо-^!?! а;?.)-’+ 6’<։-'ед1,
3»"5՛* '2‘‘

= М

где «»о(Я1, - А | 4^- к֊, %(3։,

конкретизировать коэффициенты в 
волн. В условиях плоской задачи 
бросить, причем

-> - а । 4а’՛ что позволяет

правых частях (1.9) для нзгибных
производные по л՜ = /;, можно от-

Д։ = - ։п0 (ап 2„), Л2 — и, — (0(1 (31։ з..)

откуда получится

* ^'71 2֊"Д, ---- 1 = ----
‘ г։

«Д»... = -^2.- ֊ 1
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Уравнения (1.9) следует решать при начальных условиях, взятых 
для V по (1.4) при ( ~ !... где I мало, то есть вблизи отражающего угла, а 
для С берется значение С = II при * - где <• достаточно велико, го есть 
на больших расстояниях от угла.

I аким, образом, каждое из уравнений (1.9) записано в своей системе
координат и рассчитывается первое в направлении возрастающих значе­
ний •' > Г„. второе—уменьшающихся / < Л. при атом уравнения связа­
ны посредством правых частей, Это осложняет решение (1.9) или экяива- 
чевгной нм системы четырех действительных уравнений для а. Ч, 1>, ко­
торые, по-видимому. следует решать, задавая, кроме а. ՛(. при = А, также 
и некоторые значения Ь, у так. чтобы после расчета задачи получились 
заданные при I 1՝ значения Ь, /. Однако при рассмотрении одноротной 
среды и нормального падения на плоский экран плоской падающей волны 
АВ координатные осн х, и параллельны. .Аналогично вышеприведенным 
уравнениям вблизи луча ОВ можно записать уравнения вблизи луча ОБ

ob дЬ о/ 
dt г/р оц

±6^ = 0
2 ду?

Здесь «У = const соответствует фронту падающей волны /9/՜, для которой 
зн.рення «... с противоположны по знаку значениям для причем в 
верных двух уравнениях производные берутся при 6 COnsJ или отнесе­
ны х отраженной волне. С чедует отметить, что для полученных уравнений 
картина волн дается на фиг. 2.

В нелинейном решении вблизи О В согласно результатам [2]. полу-

----;) > 0 для

больших ■ при у < 0 и малых —» как и в (1.8). будет осциллирующий 
и>

волновой пакет, а при у > 0 возникают отрицательные солитоны (коэф­
фициент дисперсии в уравнении Кортевега-.u -Вриза, описывающем квази-

31



простую волну, отрицателен), число которых определяется —• II. 
<п

< 0 начальное решение ( 1.8) распадается на множество солш

нов. Поскольку п ( 1.6) член ( ——; ) а՜ онг и по порядку меньше оста.1 
X Оа֊/о

ны.х членов ~֊ I, поправка в первом уравнении ( 1.6) за счет нелинейное
будет (йсГ и можно считать ф ~ ф0. тогда о дается (1.8).

Можно уточнить коэффициенты в ( 1.9) и учесть продольные компо­
ненты перемещения <7, и и... Тогда следует полагать

и a cos fJ — с cos 20 b cos 7 d cos 27

Mi.~ vi. 2 ttjQsinO Cjj.sin?1) />1.2 sin 7 r/i,2s։n27.

i։ после проведения выкладок получится в основном порядке а''

а, 2 — с = 0, d — 0
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Варьируя /- по v. можно получить уравнения для среднего те­

чения, причем в дифракционной задаче
Ох..

И гла после вариации L по «, 6, С’։,?, г. 2

fojyg , ^1.3 = 0.
(Ь\ ' dt

получатся соотно­
шения

^с։ 4- «sc. -

iWi ,W __ Щ____  ...
2(Л-'^֊12) *

а в правые частя дисперсионных соотношении (1.16) добавится соответ­
ственно

3G Ца՜ G ( у \
------------ *___________ /1 ( а2- _ 7- IЛг£'{ —12 « 2 1-‘2

I 3G G (.„г ±

LV ЛЩ 12 - 2Й0? V H 2 Й։ 

где

Полученные уравнения имеют место при высоких частотах, о тако 
предположено, что w/i все еще невелико, что позволяет применять класси­
ческую теорию пластин, хотя обобщения [9] на высокочастотные уравне­
ния могут быть проделаны подобным же путем. Представляет интерес 
исследование устойчивости волновых движений при условии наличия двух 
й'.коналоа.
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A NON-LINEAR DIFFRACTION PROBLEM FOR HIGH 
FREQUENCY ASYMPTOTICS

A. G. BAGDOEV

Summary

In the problem on reflection of an arbitrary quasi-monochromatic 
wave from the wedge a linear solution in the neighbourhood of dif­
fraction rays is suggested. The non-linear equations for complex ampli­
tude of the wave in the region with no incident wave ahead of the 
point wave at infinity, as well as the coupled equations for complex 
amplitudes of incident and reflected waves for the regions with incident 
wave are derived. The coefficients of equations for the electrodynamic 
problem and for the problem of bending waves in plates are specified, 
and the problem of numerical computation of non-linear waves parame­
ters is formulated.
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