
гизчнжъ ни; чфяпммпьм.ьрь кыиьыгмвь $ьшм
И 3 в Е С Т И Я А К А Д Е М И И НАУК А Р М Я Н С К О Я ССР
1гцишй|1։։ш XX хп7№ 3՜ 1979՜՜

М. В. БЕЛУБЕКЯН

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ МАГНИТОУПРУГИХ 
КОЛЕБАНИИ ПЛАСТИН

Динамическое поведение упругих систем под действием сил диссипа- | 

тинного характера представляет интерес, и частности, потому, что тайне| 
силы могут быть причиной дестабилизации системы, хотя в большинстве 
случаен они приводят к демпфированию колебании | I, 2].

В настоящей работе рассматривается простой пример такой пагрузх|г.| 
обусловленной взаимодействием магнитного поля и упругими колебаниями | 
электропроводящей пластинки. Другая модель, учитывающая демпфиро- 
ванне, изучалась в |3].

I. Уравнение, описывающее .магнитоупругие колебания яластннОД.иа*| 
ходященся в постоянном поперечном магнитном поле Н . при справедл։։*_ 
вости гипотезы магнитоупругости тонких тел имеет следующий вид [4]:'

и *ш -г 2-Л-----=--------- /Л---------  (1»1)
др Зс2

Здесь а?— поперечные перемещения частив пластинки, 2Н— толщи­
на. Г)—жесткость пластинки, р — плотность, п — электропроводность ма-| 
тернала пластинки, с — постоянная, равная скорости света в пустоте;

Аналогичное уравнение в случае, когда пластинка служит проводин* 
ком равномерно распределенного продольного электрического тока плотно-: 
сти 3,. приводится к виду [4. 5]

£) ։ш 2уЛ
_ (4~); * . 2Л сг’ш 

др ~ с4 Л Т5 (Ьгсн (1.2)

Здесь координатная плоскость (х. у), совпадающая со срединной ;пло­
скостью пластинки, выбрана так. что направление электрического тока 
совпадает с направлением оси Ох.

В частном случае, когда колебания зависят только от координаты л, 
уравнении (1.1) и (1.2) записываются в одинаковой форме

. о4п» . (Ри> г/2«»
°՜ — •. —— (-------- = 0

Охк Ох‘О1 оР

где а" ֊ Г) (2'ак), С — з/г Н~>ДЗус’) в случае поперечного магнитного 
поля и * = (4к)гвЛ*Д’/(15ус4) в случае токонесущей пластинки.

В дальнейшем изучаются решения частных задач для уравнения (13).
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2. Рассмотрим задачу магннтоупругих колебаний бесконечной пла- 
' сп’икн (—с»<х< ое) при следующих начальных условиях:

м(х, 0) = ~-(х), <>гЧх. 0) а = ?(.г> (2.П

Решение уравнения (13). удовлетворяющее начальным условиям (2.1). 
нрниоднтся в (5). В случае й<2д решение представляет периодические ко- 
лебаннх с экспоненциальным затуханием возмущений. обус\олленным па­
раметром Л (наличием .магнитного поля).

В случае же б 2а решение указанной задачи имеет вид |5|

1 (* 3 (;-х)‘ ч (;—л)՛ г ,,։<н
| —-------- -- ----- - . /-(;1 ехр------ -- ----- </։ (2.2)

|Г2^7 .) 2 2'4 I 2'4

Из (2.2) видно, что возмущения, обус ховленные начальным позмуще 
ИНОМ $(х), стремятся к бесконечности при I •<». Таким образом, магнит­
ное поле приводит к неустойчивости пластинки при условии, что д ~ 2а и 
’Р(>)^0.

Следует отметить, что условие Л = 2о требует наличия сильного маг­
нитного поля напряженностью порядка 10 гаусс.

Решение (2.2), полученное и [5] при помощи интегральных преобра­
зовании Фурье и Лапласа, можно получить и другим способам.

Уравнение (1.3) имеет автомодельное решение следующего вида:

«’ ~/՝Ф (л). г։ = (л - х..,) | / , ~ — ( (2.3)

где а кх. — произвольные параметры.
Подставляя (2.3) в уравнение (1.3). для определения функции Ф(ц) 

получим следующее обыкновенное дифференциальное уравнение с перемен­
ными коэффициентами:

-4֊ т (з — 1) ф = 0

Представляя решение уравнения (2.4) я виде

Ф(т,)֊ехр( ?г*)

(2.4)

(2.5)

П определяя произвольные параметры Сс и |» так. чтобы уравнение (2.4) 
удовлетворялось тождественно, чти оказывается возможным только при 
условии Л » 2а. получим следующее решение уравнения (1.3):
I “՛ । 2^1 т1 |2։>)

Выражепис (2.6) будет решением «адачи магнитоупругих колебаний 
пластинки, удовлетворяющим условию Л 2а и начальным условиям видл
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«• (х, 0) — 0, ди> (х, 0) '(И — и (х - х0)

где 6(х—х,,) — дельта-функция Дирака.
Решение (2.6), которое является частным случаем решения (2.2). по4 

называет возрастание возмущений с течением времени.
5 равнение (2.4) имеет также частные решения п виде полиномов по Ц. 

Здесь они не приводятся, так как для рассматриваемых вопросов не пред­
ставляют интереса. Более содержательные решения получаются при ком­
бинировании полиномов ио ։) и функции вида (2.5). В частности, таким 
способом получается решение вида

ад
1

I 2^7
~ Го)"

2 25/
При получении (2.7) существенно используется условие Ь 2а.
Решение (2 7) удовлетворяет начальным условиям 

«•(х, 0) 5(х х0). <Ао(х, 0И֊0

Решения (2.6) и (2.7) являются фундаментальными решениями зада­
чи магнитоупругнх колебании бесконечной пластинки и. следовательно, ре­
шение при произвольных начальных условиях (2.1) имеет вид (2.2).

Таким образом, наличие добавочного члена, зависящего от скорости 
перемещения, в уравнении колебаний пластинки может привести к неустой­
чивости бесконечной пластинки.

Возникает вопрос — возможна ли неустойчивость для пластин конеч­
ных размеров?

3. Рассмотрим решение уравнения ( 1.3), удовлетворяющее начальным 
условиям (2.1) и следующим граничным условиям:

ш (0, /) = 0, (0, /)/№" = 0
хо (/,/)== 0, д'։ш (/, ()/дх՜ = 0

Соответствующие задачи колебаний шарнирно-опертой пластины-по­
лосы в поперечном магнитном ноле или при наличии стороннего тока иссле-1 
довелись в |4—6].

Граничные условия (3.1) позволяют решать задачу методом разделе­
ния переменных. Представляя решение в виде

«■ ֊Х(х) Г(() (3.2>

получим для определения .\(х) самосопряженную задачу. При этом, в за­
висимости от параметра 6. необходимо рассматривать три случая.

В случае 6<2а решение уравнения (1.3), удовлетворяющее начальным 
условиям (2.1) и граничным условиям (3.1), имеет вид

ОС
«о = \' /4* СОБ 

а- » I

/Д-ч'-г------------
4- В՛'1 .Ч1П

X ехр . к~х
51П ----- (3.3)
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И.< (3.3) видно. что в этом случае колебания имеют затухающий .ча­
ртер с экспоненциальным затуханием в зависимости от времени. Часто- 

ри колебаний, по сравнению с частого»! собственных колебаний пластинки 
■’.при 6 = 0. уменьшаются, причем уменьшение одинаково для всех гармо- 
Пйк. Следует отметить, что коэффициенты Й’ , в отличие от А,.. более 

сложным образом зависят от начальных условий и. кроме того, зависят 
тате от коэффициента б. С возрастанием б (напряженности магнитного 

поля) коэффициенты В кхарактеризующие амплитуду колебании, воз­
растают.

Если б = 2а. решение представляется в виде

ш = V (Лд- + Й՝7) ехр ('-фЛ / I зт^

2 \ I /] I
(3.4)

где

51П ---- (К
I

В этом случае колебания апериодические, так как начальные возму­
щения затухают со временем, не переходя положения равновесия. Здесь, в 
•отличие от (3.3). характер затухания слагаемых, содержащих коэффициен­
ты I. или Вк , в зависимости от времени, различный.

В случае б>2а решение имеет вид 

тде

-Л?' = -֊ А - ((? - 4а’) 12Й?’

^| = 4-4‘- 4аТ1'2Я?’
2 \ к~ /
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Характер колебаний здесь такой же, как и в случае 6 = 2а. При зтйМ 
чем болыпе 6 (напряженность магнитного поля), тем быстрее затухампи 

, <3)слагаемых с коэффициентами /Ц и тем медленнее затухание слагаемых! 
Г)(3)с коэффициентами дн- ■

1 аким образом, для ограниченной пластинки с граничными условиями! 
(3.1) второй член уравнения (1.3) приводит к затуханию колебаний. ЕсяЯ 
для бесконечной пластинки условие б = 2а есть условие перехода от зату-1 
хающих колебании к возрастающим во времени колебаниям, то при граЛ 
личных условиях (3.1) условие 6 - 2а означает переход от периодически.։ I 
колебаний с затуханием к апериодическим колебаниям.

4. Рассмотрим приближенные решения задачи для других граничных 
условий, не допускающих разделения переменных.

Пусть граничные условия имеют вид

(0, И — 0. <?«.» (0, /) — 0
п.» (/, /) -0, ди>(1, 0

что соответствует условиям для пластинки, заделанной по краям х-0 « 
х = /.

Представляя решение уравнения ( 1.3) в форме

«. Х(.Т) е'՜' (Й

я имея в виду граничные условия (4.1). для определения Х(х) получим 
самосопряженную задачу. Это обстоятельство позволяет надеяться, чп 
метод Галсркина применим для задачи с граничными условиями (4.1), 
В качестве системы функции, используемых в методе Валеркина, берутси 
собственные функции соответствующей задачи колебании пластинки в от­
сутствии магнитного поля (Л — 0). Первые два приближения показывают, 
что характер колебаний аналогичен колебаниям с граничными условия­
ми (3.1). Условие перехода от периодических колебании к аперио.нгчесхям. 
определяется равенством б « 1.72-2«. Точное решение этой же задачи [6] 
дает для условия перехода значение 6 ~ 1.7-2а.

В случае граничных условий

и» (0. С} ~ 0, ды (0, 1) дх -= 0 ., л.
»(/,/) 0. Л»(/,/)/<)г=0 

•
подстановка (4.2) в.уравнение ( 1.3) в условия (4.3) приводят к самосопря­
женной задаче относительно функция Х(л). Характер решения, получен­
ного методом 1’алеркина, такой же, как и в случае граничных условии (3.1) 
и (4.2). Условие перехода от периодических колебаний к апериодическим 
дается равенством 6 ~ 1.33-2а.

Рассмотрим уравнение (1.3) со следующими граничными условиями:

*и»(0, /) = 0, 
(/, 1)!дх- = 0,

бш(0, /)<Лс 0

д'ш (.\ /) с/х3 = 0
|4.4>
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I
npwr соответствуют граничным условиям для полосы-пластины с заде- 
ным краем при х — 0 и свободным краем при х = /.
Решение уравнения (1.3) представляется в виде

w (4.5).

4-1

/ц- = sin X;г sh /-ел' — ад (cos/<х ch ->.*х) 

а* (cos/д/ ch/д/) 1 (sin ij ֊{֊ sh /*/)

Здесь Wk(x) — известные собственные функции задачи колебаний кои- 
biioii палки [7] (каждое слагаемое из (4.5) удовлетворяет граничным 
)виям (4.4)), л*—соответствующие собственные значения, являющие- 
:орнями следующего уравнения:

eos /д/ ch /д/ — 1

Для определения функций /.,(/) применяется метод Галеркипа, 3 пер- 
прнблнженнн функция /,(•') определяется из следующего уравнения: 

В 61/1՜ (/) + ->? ։(l - -у^/НЛ + Йа’/.П) о (4.6) 

Так как Л,/ 1.875 [7]. то \егко показать, что 2а, Л,/, и, следова­

ло, решение уравнения (4.6) экспоненциально возрастает по време- 
для произвольного значения параметра 6. Это свойство решения урав- 

'H (4.6) сохраняется и при учете последующих приближений по мсто- 
Галсркииа, а также если вместо функций //,.-(х) используются полино- 
удовлетворяющие граничным условиям (4.4).

Физически такое решение не будет верным, так как пластинка не мо- 
терять устойчивость при произвольно малом 6 (произвольно мало։։

мженности магнитного поля).

Отмстим, что если решение задачи с граничными условиями (4.4) 
хнавнть в виде (4.2), то для определения функции Х(х) получается 
мссопряженная задача. Поэтому задача решалась также при помощи 

кодкриинреванпого метода Галеркипа для несамосопряженных задач, 
■ предлса.енного в [8]. После представления решения в виде (4.2) прнбли- 

женнее решение задачи строится при помощи функций, удовлетворяющих 
граничным условиям как несамосопряженнон задачи относительно Х(х). 
так и соответствующей сопряженной задачи. Исследование характеристи­
ческого уравнения относительно (о, которое получается вследствие приме­
нения модифицированного метода Галеркипа, показывает, что корни урав­
нения имеют отрицательную мнимую часть при произвольно малом 6, 
то есть получается экспоненциально возрастающее по времени решение 
(неустойчивое решение).

Приведенные приближенные исследования задачи в случае граничных 
условий (4.4), хотя и дают физически неверный результат, однако указы­
вают не возможность существования неустойчивости.



62 М. В. БелубеКЯн

5. Другое приближенное решение уравнения (1.3) с граничными усло­
виями (4.4) можно получить с использованием автомодельного реше­
ния (2.3).

Рассмотрим решение задачи для больших моментов времени. Учиты­
вая, что большим значениям 1՛ соответствуют малые значения »], уравнение 
(2.4) заменим следующим уравнением:

<гФ1У - г (7 — 1 )ф" 4- а (а — 1) Ф = О (5.1)

Корни характеристического уравнения, соответствующего уравнению 
(5.1). определяются по формуле

Г- = (2а*) 1 И* -֊ 1) ± I 1)! —4а*а(я —1)] (5.2)

Исследование решений уравнения (5.1) на основе (5.2) показывает, 
что наибольший интерес представляет случай

о -2а?г-(а-1) ’,2, а>1 (5.3)

С учетом (2.3), (5.3) и при х. = 0 приближенное решение уравнения
( 1.3) для больших / представляется в виде

где

И=(27)։^-П2 (5.5)

Точное удовлетворение граничным условиям (4.4) при помощи функ­
ции (5.4) оказывается невозможным. Если же удовлетворить точно усло­
виям на конце х - 0, приближенно условию сги՝ (I, I }1дхг - 0 с учетом, 
что /՝>(|1/)2, и требовать вместо г)3«« ((, ()!дх՝' = 0 выполнения условия 

то из (5.4) получается приближенное решение в виде

«. = С7°($Ь] ^-х֊| ^.хс|>]/^х) (5.7)

Выполнение условия (5.6) требует, чтобы а было меньше 3/2. Поэто­
му. согласно (5.3). в решении (5.7) 7, должно удовлетворять следующему 
неравенству;

(5.8)



HcKoropi- • вопросы \։ar нитоупру: U.K колебании пластин 63

Если принять (5.7) как приближенное решение задачи, то оно пока­
пывает. что пластинка неустойчивая при условии (5.3), где а удовлетво­
ряет неравенству (5.8). Из (5.3) и (5.8) получается минимальное крити­

ческое значение параметра б, следовательно, и напряженности магнитного 
поля в виде

^2|/За

Заметим. что для бесконечно!։ пластинки критическое значение получается 
в виде б = 2а.

Таким образом, показано, что второй член в уравнении ( 1.3) (магнит­
ное демпфирование) при определенных условиях в для бесконечной обла- 

,хп! (— оо < х < оо) приводит к дестабилизации. Рассмотренные задачи 
ограниченной области (0 'Տ՜ х ՜-С 0 показывают, что указанный член 

имеет в основном демпфирующий характер. Исключение составляет зада- 
ТО с граничными условиями (4.4). В этом случае приближенные решения 
токаэыаают на возможное наличие дестабилизирующего эффекта.

К Институт механики
АН Армянской ССР Поступила 29 V 1976
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ՍԱԼԵՐ!* Ս'Ա'1Ն!’ՍԱԱՈ-ԱՋԴԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՂՆԵՐ!* ՈՐՈՇ ԲԱՐՑԵՐ

II. մ ||| I) փ ո ւ մ

էւեկտրամադնիսական դաշտի հ սայի առաձդական տեղափոխումների 
փոխսւդդերոէթյունր 'այվի ասն ող պարդ նմանօրինակի (մււդեյի) հիման վրա 

Հէաամնասիրվամ / ղիէւսիպատիվ ում երի ա դ դեր ու [I յ ունր սայի տատանում - 
րնույթի վրա։

Տոլյյյ Լ արվում, որ այդ ումերրք որոնթ Հիմնականում ունեն մարող տղ- 
դեյյւէլքէյոփ, որոշակի պայմանների դեպրում կարոդ են աոաջ րերեյ Համա­
կա рч[: ան կայունությունւ

ON MAGNETOELASTIC VIBRATION IN PLATES

M. V. BELL BEK1AN

S u m in ary

The effect of dissipation loads on tbe mode of vibration in plates 
U discussed, using a simple model. This model takes into account tbe 
interaction of electromagnetic field with the plate's elastic displacements. 
It is shown that these loads, producing a damping effect generally, 
under certain conditions produce a destabilizing effect as well.
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