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3. А. МАРТИРОСЯН

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ДВУХ ЦИЛИНДРОВ

Осесимметричные контактные задачи с определением площадки кон­
такта для однородного цилиндра и жестких штампов исследовались в рабо­
тах |5—7] и др. Контактные задачи с определением области контакта для 
случаев двух контактируемых тел, когда одно из них или оба имеют не­
ограниченные размеры, рассмотрены в работах |8—22] и др. Определение 
области контакта между двумя упругими конечными телами, из различных 
материалов исследовано в работах ! 23, 24] и др. Контактная задача для 
двух цилиндров при учете переменного коэффициента сцепления рассмотре­
на в работе [25], где изучен характер распределения контактных напря­
жений. Осесимметричные контактные задачи с определением площадки 
контакта двух цилиндров конечной длины рассмотрены в работе [26].

В настоящей работе рассматривается осесимметричная задача теории 
упругости для двух цилиндров с различными упругими свойствами, имею­
щих конечные длины и одинаковые диаметры, которые контактиревдны 
между собой торцами при сжимающей внешней ториевой нагрузке. На бо­
ковых поверхностях цилиндров нормальные и касательные напряжения 
равны нулю. Контакт между цилиндрами принимается гладким, то есть 
без сцепления, а зона контакта двух цилиндров считается неизвестной и 
определяется в процессе решения задачи. Осесимметричная сжимающая 
нагрузка берется таким образом, что образуется контактная область в ви­
де круга. Решение рассматриваемой задачи представляется в виде рядов 
Фурье и Фурье.-Дикн, при этом для коэффициентов этих рядов получены 
две бесконечные системы линейных уравнений и парные ряды-уравнения, 
содержащие функции Бесселя, которые сводятся к квазн-внолне регулярной 
бесконечной системе, свободные члены которой стремятся к нулю.

Окончательные выражения для контактных напряжений получены с 
выделенной особенностью. Для конкретных внешней нагрузки, упругих 
констант и размеров цилиндров вычислены размеры контакта и напряже­
ния на контактных поверхностях.

I. Пусть два цилиндра конечной длины и одинакового диаметра, изго- 
говленных из различных материалов, прижимаются по торцам друг к дру­
гу (фиг. 1). На других горцах цилиндров приложена осесимметричная сжи­
мающая нагрузка таким образом, что образуется контактная область в ви­
де круга. Сцепление на поверхности контакта отсутствует. На боковой по­
верхности цилиндров нормальные и касательные напряжения равны нулю.

В дальнейшем все велиичнЫ, относящиеся к левому цилиндру, будем 
отмечать индексом 1, а к правому — индексом 2.
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Граничные условия рассматриваемой осесимметричной задачи имеют 
вид

4'1 и, I.) = { .Р։ (0 *г < а> = + у №. (м 

( 0 (а<г<к) х. •

(г, 1{} = 0

(R. 2) = ^(Р.. г) = 0

Из условия гладкого контакта имеем

0) = 0. 0) = з'?'(г, 0)

0)= 0) (0<г<с)

3(1)(г>0) = 0 (с<г<2?)

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

где / - длина, R—радиус цилиндров, Л(х)—функция Бесселя действи­
тельного аргумента первого рода, а ,В ■ — положительные корни уравнения 
Л(Рл^) = 0. расположенные в порядке возрастания. (։ = 1,2).

Решение задачи сводится к нахождению функций Ляна Ф(/’(г. г), кото­
рые удовлетворяют бигармоническому уравнению [2]

Д’ф<" = (^ + -> •֊Уф")(г.2) = 0 • (1.7)
\ Ог՜ г Ог Ог֊ /

граничным условиям (1.1—1.3) и условиям контакта (1.4—1.6).
Напряжения и перемещения выражаются через функцию Ф՝°(г, г) сле­

дующим образом [2]:

Аф(‘) 
г Ох \

<5гф<։)

дг

3(0 =
дг \

^=4 х • Ох у, ) Лф<0
Ог֊

£/гФ0)՛

Фиг. 1.

()^

Ох1
■<П д

ОГ
(1-8)

«</» = 1
2?;.

2(1 -у,)ДФ(0
Ох2

„(0 ■ 1
2 С; ОгОг

где С модуль сдвига, а V,- — коэффициент Пуассона.
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Решения уравнении (1.7) ищем в следующем виде [1]:

Ф">(г, л - г (А, А 4- В. А - С.։) + у[£1'7։.(ч,г)
Л 1

4՜ 67’/ 4,г/х (/ *,г)] 51П <4,2

+ V (А^ яИ 3Аг р*г Т С{̂ 2 бБ '^2 -Г 4?1° сЬ ?^) уо (Зхг) (1.9)

где Л,(л) — функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента, а

к-
'н = ——

Удовлетворяя условиям (1.1—1.6) при помощи (1.8), получаем

А. ------ - ------- а''> В։ = ——— а«» 
2(14-’/) ° 6(1 + ’,)

(1.10)

V Й I — А'• 1 сЬ - С-' (сЬ бЬ Нд/) —

֊Й’ЬЧ/ (1

+ 4Ь- 0^1 с!-1 у =“‘)

А г-1 г /р) уо (ЛЖ)
(1.11)

(1.12)

4Ёшм)к?’у I■л ! I
(■—1 )^Ь И»,- — 1 (- 1 )* сЬ 'Лъ- - 1 О-

- £>1" V 
л—։

(-1)^Ь 1‘ы «МЧ;

— ?1)
г,?
/4-

(1.13)

2 , »2

У Й 1-^411-2ъ)/9?’]7о(М-֊

■1 -.4 г г. г>\ /?П) \ч '₽ Уо
—- / п 1Л (ум К) О* --------? ■■
R к-\ р-1ря т ?₽)* Уо (:-р^)

- V й (֊ -4? - (1 - 2’.,) В?1] /„&г) +

4 у /։ (,.ИЛ) у

Л ; - I -»(Л« т рг)՜ Уо </А^)
(1.14
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(1֊2^)С,4-С(1-2^С2

+ ХЙ[(1--'1)СР+С(1-֊<.)С115)]УД^'-) = 0 0^г<с (1.15) 
к-1

< Г V й[ - Л’ + (1 -2«1)Й,’1Л(?»г| -
*-։

/?п йг л (М)
= 0

Й'7։ (лл./?) 4- ЬГ (2(1 - ^) 4(л,,/?) 4- = о (1.16)

4- 2л С1° = О (1.17)

где заедены обозначения

с = А, -40 = ,*,/? -<„/? -2(1 (1.18)

/| (/֊Л/л) Ах/ А

При получении (1.10—1.15) использованы разложения функции 
сЬ '"к2, ?кгсЬЗд.л ио со§лр,2, функций /0(а*,г) и

а.,-г/։(лнг) по /0(М и соотношения (1.16 1.17).
Введем обозначения

-4"+(1 2Ч1)лР = ^., (>«л )«'>- л"1 (1.19)

Из соотношений (1.11), (1.12), (1.14) и (1.19) получим

с?> = - А 4^-՛ (.(-ЦУГ

М/.(М)Л (/;,;-£)=
5 . V Г I .Ц/֊('> о<;

&А?./|>(1ЗаА1) 1(/р; /1)՛ ('■)?-'-5*)՜’ I

81П‘|1и-]^.
рЬ։!֊։,. 4:>И։Ь|.„ »( 1)",,„У7>
I й о-, г

г.2_1^£_у [^А/0(М>) о’л й)= (>;24֊Й)-

(1.20)

а<»

(1.21)

ГДс

•» ул >1 Пил Ш — П
<ч.;- — символ Кронекера: ода, п = *

I 0 при т п

+ г.„,с,г ։Ь1։«сЬ|‘*,+ и„

ГЭе^-Ж "л — ?л <-‘/,) (1'2)
2 Известил АН Армянской ССР. Механика. .\с 2
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Введем обозначения

A/* = rfT(l
sb !\. (ch u.z ֊ sh ,(14- |»Af)

shs —14;

Подставляя 
дующие парные

1 ~ 4՜ 6(1—v2)

значения <ЛЙ В (1.15) и имея ввиду (1.19). получим еле- 

ряды-уравненмя. содержащие функции Бесселя:

9о + У (1 4- Л/О~./о(М - У О й г<с
Л-t Fl 4-1

(1.23)
<* 4- v А'х/о (М = V Л/о С < Г < R

*-։ I-։

где заедены обозначения

(1 - L\) Сг- G(1 - 2v..) С9 

l֊\4 G(l֊va)

4Й <, М

/?/о(М) £i(&4֊#)’

N 4ß* МРУ(՜ 1)Ч: Г"!) 
/UÖU) 1 ‘ й +

П) Ä t_iru Y^ 
‘ & Й 4 ?1у

г, Г Y^ Yr(2> 
к Л. 1 (й 4 (л;3 ՛ ?1)г

iF*(։)aLJ,4- (1

fr
(1.24)

Приведем парные ряды-уравнения к бесконечной системе [4. 5. 26]. 
Неизвестные Ä?.- ищем в виде

%<=7а' <- у (1.25)

(l-'ic) .| A./I) (eiÄ) ft . I (/•„! ֊Г /l)

«* = 0, 1, 2, ...)

Подставляя (125) во второе уравнение (1.23) и пользуясь разложе­
нием функции

/(г)

(с5 r-Yx'2F(-s, s4- 1/2, 1.

О

(0<г<с)

(c<r<Ä)

м/° =

(2c)1/7r(s ; 1/2)» (М Jdfrr) 
/?2Г(з4-1) Л ßi‘7o(M) (s = l, 2....) (1.26)
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получим

6. |/у<> (1.27)

Подставляя (1.25) в первое уравнение (1.23). затем умножая полу­
ченное соотношение ил г (с5—г*) '*/•'(■ $, ж 1/2. 1,/•’№), далее ин­

тегрируя по г и пределах от 0 до с и используя значение интеграла

[ г” "(с։ - г'^г (- ։■ 1 -Г р!2 + ։ •֊ <• ■< + 1. ֊ ) /. (М</г =
II

1 . „111 :.)П1 2+и2 + ») / „ .

I Г V аЛП'о1‘’ ~ (1-29)

1֊1

где Г(д) — гамма-функция. А(а. (5, у. х) — гнпергеометрический ряд.
Выражение (1.29) представляет собой бесконечную систему линейных 

алгебраических уравнений относительно 6« и У я •
Пользуясь значением ряда

2 7. 2֊ ?(->< )/. - ! 7 ,

2т 4֊ 4$ 4՜ 1

₽4) с --------2Г(1 + »+,) (1.28)

(։ = 1, 2,...)

получим

- - П + ЛЛ)Л... <М7„
»-О НГ։ Й7»(?*^) = £4* л.1-1 г*

1 — Л (1 "’г М) / /О
-I с 1 --------Зт--------

4-1

бесконечную систему (1.29) приведем к виду

Ь. = <՝ а,. Ь. + V а'.’.1 + £ а11’ Г?՝ + (1.31)
С7о •-!

где онсдсны обозначения
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Cl.ifi —-
. (у) А

dy -

о"» V tri

(I, =

2(4* ֊1)
R2 b-

8(4s ■ l)lc

А֊’

■2r. 1.'2

(К, 4- W
2(4s-n)/c * a/#!ag? ••(l-g)^Vf

Rt оГ

a(n = a, /2>= 1 - j, (/= 1, 9)

У?.$

c) (1.321

о

2г.-~1;2

/ ,(х). А’Дх)— ? ֊нкц։:и Бесселя от .мнимого аргумента соответ..՛։ венно ле ­
вого и второго рода.

Подставляя значения С) *- £)/' в (1.13) и имея ввиду ( 1.19) и (1.25), 
получаем бесконечную систему линейных уравнений

)Г'= Va£bn + y 6Й!УЯМ$? 
ъ-O n —I

(1.33)

где введены обозначения

44, » Р.[/7?’֊( 1)7Г] ,
(Ы''7. <?<.«)(& + £>* J֊՞ "- (?ЭС՝,

,_ 16/t л Й !(( 1)V;°֊н!‘>] -4- (- 1И/У (- l/zz;°j 
кп (Х1( + Й)ЧХ<+^

ju!_ 4/А/ Л^/вМ,г,(.Ъ nft
(1.34)

Докажем, что бесконечные системы (1.31) и (1.33) квази-вполие регу­
лярны. Для этого оценим сумму модулей коэффициентов при неизвестных 
при чЛ-> оо

lim X' ain - lini </s — 0, как показано в работах [5, 26].

Учитывая, что Fi՝' и Hk‘— ограниченные величины и при возраста­
нии индекса монотонно стремятся соответственно к нулю и единице, а так­
же пользуясь оценкой [27]

п 16______ ___1______ дг
(л՝4֊х-)2 '1 4֊х2)2 *Ь4х3 2(1 +хя)2

-.ля второго и третьего членов (1.31) получим оценку
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Ряд по в выражении (1.36) сходится, и выражение (1.36) являет- 
а

ся аналитической, функцией 5. При возрастании $ У I а*,} I стремится к 
л-»։

пулю, следовательно, бесконечная система (1.31) квази-вполас- регулярна.

Имея ввиду, что ряд по п V ’/ 17(Зх.с)| сходится и его сумма 
п»1

имеет порядок Зр3՜, аналогичным образом можно доказать, что

у |-0(*-,г) м“1
Для сумм модулей коэффициентов при неизвестных Уп системы (1.34) 

будем иметь

У 
«*•1

16& j л 2йг,(ч -
/<Wi Ue, (Ц.+гй’.е, '

имеет порядок (З՜2),

• у у '՛■-՛ I

Первая двухкратная сумма в (1.38) при «л՛;., стремящем.:-, к бесконеч- 

ности, стремится к нулю, так как X’ ■" ՛
г“1 (l-ni j^p) 

А •
При больших значениях «к» вторая сумма имеет оценку*

32 & д £н<։> - >■„ _8_
£ (4,-.gy.t-,(>’, + й)2 й’ (1.39)

Таким образом, сумма модулей коэффициентов бесконечных '.истем 
(1.3.3) при '.’--со стремится к нулю или остается меньше единицы. Следо­
вательно, эти системы, свободные члены которых имеют порядок (^ 3), 
квази-вполне регулярны.

' Такая оценка получена и в работе [24].
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После решения бесконечных систем (1.31) н (133). нз первого урав­
нения ( 1.23) при фиксированном г определяется </♦.

Решая бесконечные системы (1.31) н (1.33), получим значения неиз­
вестных />„ и выраженные через неизвестную величину с. Далее по 
формулам (1.12). (1.16), (1.17), (1.19—1.21) последовательно можно опре­
делить псе искомые коэффициенты. а. следовательно, напряжения и пере­
мещения в любой точке составного цилиндра, выраженные через постоян­
ную с.

Нормальное напряжение на поверхности контакта двух материалов, 
выраженное через имеет вид

0,(г. 0) ЧУ - гГ,я # ь п'Л՜п՛л ։'2՛ ’՛ 

1'2 с .% * Г (л 1/2)

с - г А*

(1.40>

0 г<^с

Нги «местную величину с можно определить и.» условия равенства ну­
лю контактного напряжения на Гранине области контакта, что равносиль­
но условию

£՝(-1)Х о

2. Чис генные примеры. Рассмотрим два цилиндра одинаковой длины 
н одинакового диаметра, изготовленных из различных материалов, кото­
рые прижимаются по торнам друг к другу без сцепления. На других тор­
цах цилиндров приложены равномерно распределенные нормальные на­
грузки (фиг. 1)

Р при
1 0 при

= о0 (2.1)
а

где

2а/.

А՜՜^
(2.2)

Целью вычислении является определение размеров области контакта 
в величин контактных напряжений.

Для этого предварительно необходимо найти .аоисимостз с ат /, I’ 
это связано с большим объемом вычислений

Во избежание отмеченных трудностей, будем злддпать значения с м 
определять соответствующие длины цилиндров (Л -1.-1).

Вычисления проведены для значений а = 0.125 А; >։ 0.1; 0.4;
0.4; 0.1; С 0.05, 0.5, 1. 2. 20; с 0.2. 0.3,.... 0.9, 1А.
График зависимости размером области контакта ох длины цил.:идроз 

для значений я О.125А, б 0.5. V, = 0 1. V -0.4 показан на фиг. 2, кри­
вая I. Кривая II ил фиг 2 выражает зависимость размеров облас...он-
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такта в случае, когда на боковых поверхностях цилиндров выполняются 
условия симметрии [26].

Распределение нормального контактного напряжения при различных 
значениях / показано на фиг. 3.

'Ге.блииц 1

С с/а ///? 5,(0. 0)/р

0.5 0.1 0.4 0.9 0.8625 —0.05968
20 0.1 0.4 0.9 ■500 -0.06098

На основании проведенных вычислений заключаем (табл. !), что из­
менение модулей сдвига и коэффициентов Пуассона материалов слоев мало 
влияет на размеры области контакта и на напряженное состояние ци­
линдров.

Ереванский полигсхинчсскнй 
цистятут нм. К Маркса Поступила 13 VI 1973

й. и., тзьгпизи.ъ

Ы‘ЧП1‘ ‘м.ц.'ьъьрь г։нп1.1։ и.гншм’Ц|1ь։гь81‘Н| 
։«Пь8Ш։8и.:И*Ъ ЬУН’Г

V. Н ։]> п ф п 1 ։Г

г(фи։шр1{1[пи5 / ‘'и^игЬ, иииррЬр ш гии&ии/^игЪ

/.‘/"'Ы.Ар, «/ДА'Ьл.уЬ /.՛ ։/ Ьруш /[пр ■! ]тЪЪ Ьр исиЬднц Ьр^п/

2Р1шЪш^(/Ъ 1)/шЪи 1/р [/ /шЪ /лЬшк^шЪ ип/и1՝1//’ри1и[1/1 Ьтр[!1[
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Հակայում ևնւ Գլանների կոնտակտի տիրույթը Հսւմարվւււմ Լ անհայտ !ւ այն 
որոշվում !, քսնղրի լուծման րն թաց բում ։ հնզրի /Ոէծումր ներկայա у վու մ Ւ 
Ֆուրյեի ե աուրյե-Գինիի շտրբերի միջոցով։ 4>յց շտրբերի ղործակիցների որոշ֊ 
ման Համար ստացվում են զծային հավասարումների անվերջ սիստեմներ ե 
^եսեյի ֆունկցիաներ պարունակով ymiy շարբ-հավասարումներւ .հույզ շարբ֊ 
՜ավասս/րումների / ուծ ու մն ե ր ր Հանվեցված են բվաղիւիււվին ոեզոլլյար վծա֊ 
յին Հանրահաշվական հավասարումների անվերջ սիստեմների /ու՚ծմանր։ Flip֊ 

ված թվային Օրինակներում որոշվում են կոնտակտի ‘»իրույթի շաւիր և րս- 
րումներր կոնտակտի մ ակերեու յթ ի վրա։

THE AXISYMMETRIC CONTACT PROBLEM FOR 
TWO CYLINDERS

Z. A. MARTIROSIAN

Summary

Considered is the axisymmetric contact problem in the elasticity 
theory (or two cylinders of finite lengths and equal diameters with 
different elastic properties contacted to each other by fronts under a 
pressing external frontal load.

The normal and shear stresses are equal to zero on the surfaces 
of the cylinders. The contact between the cylinders is assumed smooth. 
The contact zone is thought of ;.s unknown and determined in solving 
the problem. The solution is presented as the Fourier and Fourier-Dini 
series. Two infiuile systems of linear equations and dual series­
equations, containing Bessel's functions reduced to a quasi-quite-regular 
infinite system, are obtained to determine the coefficients of the series. 
The contact sizes and stresses on the contact surfaces are calculated for 
the actual external load, elastic constants and the sizes of the cylinders.
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