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Динамические контактные задачи для упругого полупространства при 
отсутствии сцепления между штампом и основанием рассматривались ранее 
п работах II. М. Бородачева, В. Г. Буряка. А. О. Awoiobi and г. Grooteh* 
huis; Karasudhî et al. [1 5]. Для решения этих задач использовались, 
как правило, два метода: сведение поставленной задачи к интегральному 
уравнению Фредгольма 1 рода [1. 2] или к парным интегральным уравне
ниям [3—5].

В работе [2], где решается плоская задача, было построено прибли
женное решение, основанное на аппроксимации ядра уравнения Фредголь
ма. В статье [ 11 то же интегральное уравнение Фредгольма I рода иссле
довалось методом, восходящим к Зоммерфельду (6]. Полученная при по
мощи этого метода двучленная низкочастотная асимптотика не может 
быть, до-нидимому, улучшена при помощи регулярной процедуры.

В работах 1 I, 4, 5] поставленные динамические задачи для полупро 
етранствд сводились к парным интегральным уравнениям, решение кото
рых строилось с помощью известного метода» [7, 8]. развитого примени
тельно к статическим проблемам. В работе | 4| авторы используют низко
частотное разложение весовой функции, входящей в парные уравнения за
дачи. и строят два первых члена разложения. Этот метод вряд ли коррек
тен, так как используемые приближения не являются равномерными, о чем 
свидетельствует, например, тог факт, что слагаемые, содержащие логариф
мы частоты, в плоском случае отсутствуют. Кроме того, заметим, что инте
гральные уравнения Фредгольма II рода, к которым сводятся парные ин
тегральные уравнения в [3. 5], не допускают эффективного асимптотиче
ского решения для низких частот.

I. Рассмотрим сначала случаи, когда на упругом полупространстве рас- 
иоложен жесткий ленточный штамп под действием силы / с \ направлен
ной вдоль оси <. В предположении, что трение между штампом и основа-

В связи с этим представляется интересным рассмотрение решения пло
ской и осесимметричной контактной задачи, которое основано на сведении 
парных интегральных уравнений к интегральному уравнению Фредголь
ма И рода. Последнее, в свою очередь, решается для случая малого пара
метра ka ('՛ —одно из волновых чисел, а — характерный параметр штампа 
в плане).

Ряд родственных задач о динамическом контакте полуплоскости с упру
гими накладками изучен в работах [9, 10].
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нне.м отсутствует, для амплитудных значении вектора перемещений и тен
зора напряжений имеем следующие граничные условия:

и' |..о = г> 

».|„о о. 

\Л֊о =

а х ос

(1.1)

(1-2)

(1.3)

Здесь 6—неизвестная амплитуда колебаний штампа.
Решение динамических уравнений будем искать согласно | 11] в потен

циалах I ельмгольна—Лямэ /* и Ф, которые связаны с и и &1 с помощью 
соотношений

ОГ дФ 

дх дг

оЕ дФ 
ог дх

и удовлетворяют уравнениям Гельмголь
ца с волновыми числами кх и к2:

(1.6)

ДФ ЙФ-О (1.7)

-а а

Тг
Фиг. 1.

_ 2 «Л/ 1 — 2* 2 (|>2с/ ...
Здесь к\ —----- —---------- ; «2= —-: *— коэффициент Пуассона, и мо-

6 2(1—*) 6՝
дуль сдвига, (I — плотность.

Решение уравнений (1.6), (1.7) представим в виде интегралов

7։ ’А (Ме 1,Г соэкг 

Г.

(1.8)

(1.9)

О < х < а

Л։(/), Л2 (л) — неизвестные функции, имеющие особенности: точки 
ветвления при / = кх> к» и рэлеевский полюс / •— к/?’, контур I (фиг. 2) 
выбран с учетом этих особенностей и условия Зоммерфельда [61.

Подставляя (1.8) и (1.9) в граничные условия (1.1)—(1.3), приходим 
к следующим парным уравнениям:

'( С (л) [1 4՜ ? ('՝)] СО5 *՝Х{Е ~ ~Г)

г+

0< л- < а (1.10)
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I ?։('•) - 0. а<х<ж (].Ц)

Г,.

где о (л) = *!>’
б|(2>--*֊ф3 4//Ъ7з] ’ причем ;< Ор ') при > — о.

Кроме того.

& (1.12)

_ ______ г. , ,.ч 2а- -а-Т7Г՜-  А<-) = ֊-¥-0|1-нМ|СИ

2, <1л3>
А(>)=-^-’П ?(Н|С(И

Фиг. 2.

Здесь важно отметить одну существенную особенность плоской динамиче
ской задачи: при построении решения парных интегральных уравнений не
обходимо учитывать, что в плоской статической задаче перемещения, возни
кающие в полуплоскости пол действием неуравновешенной нагрузки на 
границе, имеют логарифмическую особенность на бесконечности [12]. Эту 
логарифмическую часть следует выделить особо в решении динамической 
задачи, если частоты колебаний невелики.

Согласно методу, развитому для аналогичного электродинамического 
случая з работе [13]. будем искать решение уравнений (1.10). (1.11) в 
виде

С(а) = х^
а

'к, <П 7. (/՝,;՝ Л л й
(134)

Здесь х неизвестная пока постоянная, /Дг), /Д-) функции Бес
селя.

Не останавливаясь на подробностях решения парных уравнений, ко
торые хорошо известны [13, 14], отмстим лишь разрывные интегралы, ле
жащие в основе решения՜

/. ( 11 ' ~к- ) соз / хд'. — 

о

сЬ /И Л л՛ ՜

I

о»
(1.15)

' 1 —-7Л г.=г/1 (Г| ' — А՜-՛ ) '05
V — к~

СО5 А'Х,

, х соэ А 1' хе ֊ 1'
СОЯ кх ---------. —---- :—

л</

Х>1
I-

(1.16)
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Эти формулы позволяют свести парные уравнения к двум интегральным 
уравнениям Фредгольма 11 рода для ф»(0 и <р։(0, с которыми ф(0 связа
на соотношением 

?(0= ?։ (0 ֊!֊*?,Ю (1-17)

Итак. 

•I 

= <)■■/' а. г, -1,2 (1-18)
I 
о

/.(()= о-'5Л(%0. /։(0֊-4-[[։+И01Л(«ь)/.(п։)^ (1-19) 

Г .

л (571) л (/71)^ I р71 - >•՝ ]՝. (5 и) У: (*7։) <*• 

О *1

(')/, («7 |)/.(Ь։) </> (1.20)

г +

Для окончательного определения ф(О остается найти постоянную и. Пола
гая г =.0 в уравнении ( 1.10) и подставляя туда выражение для С(Х). по
лучим

г-> ’о а<1 (/) Х(1/

*=--------------------- --------------------- (1.21)

2 4- 1% | ?•.՛ (0 Л' Л 

о

г = р1+Н։)Ъг1Л(<«:.><л <т.22>

г+

Сп+ ?(>•) IА (1.23)

Гд.

Ряд величин, представляющих особый интерес, можно выразить не
посредственно через функцию ф(/). Так. из (1.8). (1.9). (1.3), (1.4) при 
помощи (1.15) получаем формулу для ьоятактного напряжения

О, (х, 0) 26 | 1« - >*։а® («)] ~к՝ Р +
I Га5— X՝

+*, л}- о<х<а (1.24) 



22 А. С. Зильбсрглсйт, И. Н. Златина

откуда следует выражение для коэффициента интенсивности напряжений

Л'; - lim | '2(0-х) 3z (х, 0) (1.25t
.-п-о | а

Выражение (1.24) позволяет также замкнуть решение, исключив неизвест
ное смешение штампа ö, для которого из уравнения движения штампа по
лучаем следующее выражение:

Q — vr’M'i = Р

<1
<2= — 2-G | [* ik}a? (а>] 4(<'։а) i (0 Г Л (1.26)

где М .масса штампа, приходящаяся на единицу его длины, Q — реак
ция полуплоскости, /, (г), /,(?) — модифицированные функции Бесселя.

2. Полученное решение позволяет эффективно построить асимптотиче
ские разложения искомых величин к случае низких частот (А’։о->0) Ин
тегралы. входящие в (1.18)—(1.21) и имеющие бесконечный предел инте
грирования, необходимо преобразовать к конечному промежутку интегри
рования. чтобы найти их асимптотику. Эта трудность преодолевается ис
пользованием методики [13], модифицированной подходящим для нашего 
случая образом.

Так, например.

\'' (՛•) 7։ .А ($7։) ./։ (7и) —

Г .

(՝֊ 27?^-9[(2/г-^)а+4^П8]
/1(^71) ^('A'l)^'-

8/ f П» 7i ($71) /i (^Ti)
՛ J о[(2>* - *?)<-| 16 лЦ֊^] 

Ь.

f Г,(/•;,)
J 0|(2л*-Й)« - Кул2!?;;!

— -7Rcs[7։p (л) /։ (S'G) Ji(/Ti)] |х_д.

» = 1,2

к.ц - решение уравнения Рслея и определяется по формуле [16J

1-Ь՜' 1А1 -')А
0.862-4- 1.14v । l-2v 1

В дальнейшем для удобства перейдем к безразмерным переменкы.’А
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/ = А'։м, 5 — <лз, / — а՜, ? (/) — ? ('-) 
(2.1)

гп(^) = ?«(•)> п = 1.2; г = М

Необходимые разложения цилиндрических функций получаются при 
помощи интегрального представления 

к
Л Й‘г5Л) И (/г՜ '»! ~- --й — 2;’со$ :)՛ * ] соз 

о 

и разложения в ряд >
В результате ядро интегральных уравнений ( 1.18) представляется 

рядом:

К($, () =-г £.|а„(з, ֊) Ь„& -)֊Чпг|=?л (2.2)
а ։=Ц

где коэффициенты определяются непосредственно из ( 1. 19).
Опуская, ввиду громоздкости, их общие выражения, приведем значе

ния первых трех:

а«(3» •) = - М<։: а։ (з. т) = ат[а։ + а21п-] - «3=։:

6։(։. -) о ... ։<- 1; Ь... Ь.. (:, а»

причем постоянные ап, 0« являются квадратурами от весовой функции 
р(л) (1.12) и зависят лишь от коэффициента Пуассона V. Для случая 
V = 0.3 имеем:

% = 0.0519; 1.3510; ^ = 0.0162 4-/0.7273;
а, = — 0.0658; я, = 0.1061 (2,4)

- 'и

причем и далее все числовые выражения относятся к случаю V — 0.3.
Свободные члены уравнения ( 1.20) также представляются рядами по 

параметру Г:

4(0 ■ 2 !/>„(•) 7„(-)1п։р5*

Ро(‘) = 4?; </о(-) = 4-; /о = ֊/0.1886; = 0.2316 —/1.1980

Разыскивая,, наконец, ?„ I՜), п ֊ 1, 2. в виде разложений
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<?։(՜) « Ф,.., (:) V 
п —1 т —I)

(2.6)

I ~ 1 •П.оО! «П- (-) — 2
п—1 т =1

и подставляя (2.2)—(2.6) в уравнения Фредгольма (1.18). определяем 
искомые коэффициенты (2.6) через известные величины, входящие в 
(2.2)—(2.5):

Фо.о(’) Со (т);
•. п • I

Фо. Л" » = С,. (-) — » а</о У Фо. к (а) ап_к _։(с, т)</а 
£ 4-0

П 1,2,...

Ф^.п(-)

л-2
У Ф?л-1.4-(з) 2 (^. ■)

•
4 - Ь»

л 1, '2, пг = 1, 2, ...» п 1

^1,о(’) = <7ое); %,о(-) = Ро(-) <2.7>

я—։
■=л2 *->(=.-)։ п=֊ 1. 2....

Л֊-0
^0,п(՜) Дя(')—

о
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.причем пустые суммы и величины с отрицательными индексами принима
ются равными нулю.

В частности, имеем

И -֊ «I 1 4 Л ■ ■ 4 4 0(4)/У I 4 5

+ ('.֊ 4։«/4։-* 14։°/֊

-4 1 (ՀՇ՚, հհ,Շ-։) — ֊րՕ/֊ր՜1) (2.10)
р р \ р՝ ՛

р ■-= < 1п շ т- <

Коэффициенты < находятся из (1.22). а коэффициенты С., — из (1.26)

< - 0.1224; С։ = - 0.0381 /0.0843 ֊ 0.1224Т

Հ =֊ 0.3678 ֊ /0.3377; С.. 1.0990 4 /0.2990 ! (0.3678 /0.3377) Т

< = 0.0189: С3 = 0.2645- /0.2411-Ւ (0.0234 /0.5057) 7’

М
Հ ֊ 0.0234 4֊ /0.5057; Г= « ; V = 0.3

2՜օ*ժ

Окончательно для контактного напряжения имеем

5 (х. 0) = йе’------- 1 . <տ։1ոտ Т (/. 4՜ Л т
I а-— х- ՝ а-'

В +л£1"5 օք-±12) :

р X Р /

I а- ֊ .г | Г,: О(:Чп::)]; (2-Н)
к а 1 1 I

\ 4 / 2
з24 О(еЧпз)[ (2.8)

Найденные формулы позволяют установить вид разложений для всех 
искомых величин. Так. комплексная амплитуда колебаний штампа пред
ставляется разложением

рЬ
ъ — —. [ժ01ո Տ 4 < Շ’.ժ03- |ո;: 4- (< — ՜ <՛.<)լ? 1ո շ

2՜Ս

4֊ <*’4֊ О(г‘|пг)| (2.9)

а постоянная X имеет вид
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М
0.1886; /, = 0.4300 /0.5050 (0.0450 /0.0433)6 ֊֊

2*аМ

= 0.6980 - /0.2316; /, = - /0.3108

7з = 0.5 Д 0.3377 4-/0.3678

3. Рассмотрим теперь осесимметричный случай, когда на полупро
странство действует жесткий круглый в плане штамп радиуса а. совершаю
щий гармонические колебания с неизвестной комплексной амплитудой 6 
под вертикальной нагрузкой Р.

f|l : ?(')] С (/.)/<,(/./•) Л

Г.

ООО (3.1)

( 7։ ('•) )Л(' О d‘ °*

Г

, } 2АН? И(2м Ai)2- 4^flJ 

6[(2лг-Й^-4/.2Т172|

Следуя подходу работы 115]. положим

(3.2)

б = -2(1-7) (3.3)

С(') = ? ‘7) cos /7г7/ (3.4)

где (.(/) подлежит определению, ?(/); С՛1 [0, о|. 
Принимая во внимание разрывные интегралы:

 ch к V' Р — г ... 
|7^7Г

1 '■ к՜ 0, г>/

,՛■՛ cos/ I /•* — к՛' . / sin А' 1 г1 — /2
—;-г—i~— J« W dl- °--------- 7 iJ । /.- — k- у r- — /-

<(

(3.5)

« ; <

о

'.и (3.1) — (3.3) получаем интегральное уравнение Фредгольма II рода от- 
носительио »| (0
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'■> {I) т — | •> (а) | (7($ — О — (1 (8 ;)

6

ь зЬМ* О + зЬ &,(*_-О Ь<. = АсЬЛл О '<« (3-6) 
/(5 /(л* —О I

причем

'/ (') СОЗ ГГ7։</-'

Выражение для контактного напряжения '.(г. 0) имеет вид

- II ___________
, Л» »<•!•/ еЬ кг |/ о2 — г՜ (‘.^псЬ^,| Р — г: 

а. (г. 0) = 26 у (а/ ’ ---- ? (/)-----֊===----  (11
I и։ — г~ J г /- — Г

(3.7)

откуда для коэффициента интенсивности следует выражение

л. 2Су(а)

I а

Амплитуда колебаний штампа б определяется из уравнеии>։ 
штампа согласно формулам

движения

'2 3. (/'» 0) г (1г =

о

—- !/(й)зЬ4-1а
к

| -у {() зИ к^(11 . 4-(7 рН/)сИ^։/<//

II

(3.8)

4. Низкочастотное асимптотическое разложение решения строится в 
данном случае значительно проще, чем в плоской задаче, ибо не содержит 
логарифмических членов, так как предельная статическая задача нс имеет 
особенностей.

Переходя к безразмерным переменным (2.1). из (3.7) при помощи 
контурного интегрирования получаем разложение ядра интегрального 
уравнения (3.6)

А'(о, 0 =
<ю <х>

У 7.^4-У. .V2"*’
п—0 п —С

(4.1)

З,.(3, т) М(3 + -.)?-։֊:(; - т)ьи]

СОП$1
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здесь

= - /0.8957; ?։ =/0.7301; & - 0.2901 /0.1609

при V = 0.3

поэтому

К/ Л)
?(О = У (-Р2" I- У (-н2я ’ л-о „-:>

и

% 1 Г п ’
■лМ 14 ■"" ‘-։) .1

М-) =—Ц'Л » 1> (4-2>

п = 0. 1, 2,...

На основе (4 2) получаются разложения для искомых величин 
^.0)=«е{ ^_|1 + Л-1+л4)^ ।

I 2-1- и — г | \ а՛ /

+ (/, л4)£’
\ а2.'

■ —о՜ Г՜ <4-3)

'}у = 0.4048 4- / 0.4488; /։ 0.2267 - /0.8140; ;։ 1

;г=֊0.5; Д« 70.2851; /., ֊ /1.500

Сходимость этих рядов для достаточно малых е может быть легко обосно
вана методом мажорант. Подобное обоснование проводится и в плоском 
случае, хотя и несколько сложнее.

Авторы выражают признательность А. Н. Златину за помощь в вы
числениях.

Ф и зико • тех и и ՝<«• км й институт 
нм. А. Ф. Иоффе ! 1о<тупила 6 IX7 1977
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IL II. Ա1Վ14յ»*Դ1.1։ՏՏ. I՛. Ն. ԱԼԱՏհՆԱ

ԿԻ11Ա2ԱՐԹՈԻԹՅԱՆ ԵՎ ԿԻՍԱՏԱՐԱԱՈԻԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ 
ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ

Ա if փ ո փ ո է մ

JJrtittf ինտեդրտչ Հավասարումների մեթոդով կառուցվել Լ կոշտ դրո՛շմի 
ադդեէլութ յան տակ դտնվսղ կիսահարթսւթ յան և կիսատաոածաթ յան կայու
նացված տատանումների խնդրի լուծումը։ Խնդրի լրսծումր րերվում կ ^/'^7 

*ոլմի երկրորդ սեռի ինտեդրայ »ավասարմանր, որր թու/լ է տալիս ցածր 
հաճախականության դեպքում ապավորիյ ասիմպտոտական լուծում։ IJinuiij- 
վել են կոնտակտս։ լին յարման, դրո՛շմի տատանումների ամպլիտուդայի h 
լարումների ինտենսիվության դէւրծակցի Համար արտահա յւոությո։ններ;

DYNAMIC CONTACT PROBLEM FOR THE HALF-PLANE 
AND HALF-SPACE

A. S SILBERGLEIT. 1. N. ZLATINA

S u tn in a г у

The stationary vibration problem or a rigid stamp placed on the 
eiastic half-plane or half-space is solved by the method of dual integral 
equations. The problem is reduced to Fredholm integral equation of the 
second kind, its effective asymptotic low-frequency solution is obtained. 
The expressions for the contact stress, the amplitude )f the stamp 
vibration and the stress intencity factor are given.
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