
.•измичил UU2 И.ММННГНВЬ Sb-i.biiiril-P
И 3 В E С T И я А К А Д к М И II II А У К АРМЯН ( К <» И ССР

Ы|ищГ։||1։и1 XXV]1. № 5, 1974 Мехлиикд

С 11 КУ КУЛ Ж ШОВ

СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. 
НАХОДЯЩЕЙСЯ ИОД ДЕЙС ТВИЕМ ПОПЕРЕЧНОЙ НАГРУЗКИ, 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ПО ВСЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

Исследуется влияние предварительно действующей изгибающей 'по
перечной нагрузки, равномерно распределенной по всей поверхности 
консольной цилиндрической оболочки, на собственные частоты и формы 
собственных колебаний. Предполагается, что свободный край подкреп
лен жестким кольцом, причем соединение кольца с оболочкой шарнир
ное. Основное внимание уделяется наименьшим частотам, практически 
наиболее важным и наиболее чу нс гантельным к внешним Воздействиям

Пр । решении задачи для метода Бубнова-Галеркииа вспользовзлс 
предложенный нами путь определения оптимальных начальных при б. i и 
женин собственного числа [2]. с помощью которою можно избежать 
значительных трудностей. связанных с учетом большого числа членов 
искомого ряда. Начальные приближенчя был:| получены в виде формул. 
При учете же более высоких приближений использовалась ЭВМ. Полу
чены кривые изменения низших частот в зависимости от геометрических 
параметров, Проведено сравнение с известным с ։учаем колебания, 
когда ia оболоч1К\ действует радиальное внешнее тазленис. Сравнение 
показало, что расхождение между низшими шстОтамп для тих случае: 
будет существенным по мере возрастания интенсн.вност!1 внешней ча 
грузки. Кроме того, необходимо отметить, что наличие зоны растяже
ния окружного напряжения Лияу| -ia некоторые частоты в сторон; 
их увеличения при возрастании hhichcb.bhoci л предварительно дей
ствующей «агрузкн. Высшие частоты практически нс зависят от внеш
ней нагрузки для приемлемого интервала ito есть когда i агрузка не 
превосходит своего критического значения).

Путь отыскания опт пых шчальных приближений собствен
ного числа и глазных армоилк рн ia ։ля методов Бубнона-Галерклна i 
Ритца заключается в следующем. В отличие от обычно используемо-о 
приема, индексы координатных функций заранее нс фиксируются л 
представляют собой некоторую наперед кизиес;иую последователь
ность |нл.). Потому для искомой функции <| берегся следующее npei- 
стаалепио:

? = 4 • ■ ■ ֊ <> fn, (*)
I •

Тогда определение оптимальных начальных приближении собственною 
числа и главных гармоник ряда сводится к отысканию индексов ("J. 
реализующих минимум соответствующего приближения собствен ноге
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числа при фиксированном числе гармоник: иначе говоря, наименьшее 
расхождение б между точным значением собственного числа Р и фикси
рованным Zr-ым 1Грнближением /'■’’ ■ будет для тех индексов (л\). при 
которых Iм принимает минимальное значение

'/ — i P — Р*՛ , Р J՝ - miri P4 h. )

гак. если в ряде ( ) ограничиться д-л мя членами, то наилучшим вто
рым приближением б\ ։ет

min Р - (их. /г..> Р՝: (п'!։ /гр

,.а индексам н\, п]. реализующим этот минимум, соответствует пари 
главных гармоник, яаилучшим образом приближающаяся к точному ре
шению по сравнению се всем։։ возможными парами.

Переходя к решению задач։:, как обычно. предполагаем. что пред- 
варптельно-папряженпое состояние бечмомен: по. тогда

T?-pR-\՝'.>s-. — pRco г. .V, = -tyOr- (1)

/?:, R. — координаты в осевом ;; окрхжш՛.։ ни правлениях; R — ра
диус оболочки, р интенсивность ниешней нагрузки; Т\. Т՝;, -
осевая, окружная и сдвигающее усилия бсзмом»нтног<՛ состояния.

Уравнение колебании пре ь-ырнгельно-наиряжечноя оболочки п 
форме Батдорфа [1] имеет вид

___ ՝_(т> ÉI5’ . т ^5'

(Гр Ek \ 1 тДа - г/-՜*

IP
Ш֊(\ А՛

a\oz / Ер 01-
(2)

V ’Г1 =֊■ 1

7= — лапласиан, аг прогиб. И *длущ. я то. инны оболочки: ՛/ — 
модуль упругости и коэффициент Пуассона; ■; — удельный вес мате
риала оболочки.

Подставляя ։1) в (2). получаем уравнении՛ с переменными коэффи- 
и центам».

Будс.м искать решение у виде следующего шоГшого ряда:

t .л . . rti-R .
— COSW N .1..,.,. sin-----— ;COS//4. r

tn. t. t
|3)

который удовлетворяет условиям свободного опирания П некем >>1. как 
•бычно, принимают значения I, 2. 3... а индексы (я,) представляют

собой некоторую наперед неизвестную последовательность целых чи
сел. Отметим, что общность при этом ле нарушается, так как каждое 
п1: (для фиксированного п:\ может пробе-ать чСе <иатс с։я натурально
го ряда чисел.
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Используя метод. Ьубнова-Галеркина :։ сочетании с кншым подхо
дом, получаем следующую однородную систему линейных алгебраиче
ских уравнении относительно коэффициентов Л„Ш։:

А тл^.-'!՛•>■'< ') - Р" I - -I • ^м(П£-1) ~

- Рщ. 1֊*а/:. |) -՛/.•, Аоу - I > ) | :՛ (+)

Л .«А. - ~ (Д«/.. -H&J-), ~= .. . *; = *4?7 *-/w- ~i\'

Эта система имеет ичтрнниальнос peniei-ке тогда и голько тогда. когда ос 
определите.и. \ = 0.

Ограничиваясь в начальном приближении шестью членами ряда 
(3). получаем систему шести уравнении относительно коэффициентов 
Ат/1*. Поспелова гельност ՛. <л„) сразу выявляется ла основании вид.-i 
системы (4), а именно при ш - [ <щ /ь==л н =п — 1), аналогич
но и для т = ‘2. Это негрх дно усмотреть из следующего рассуждения, на
пример. если в ряде (3) о;ранячпться двумя членами с неизвестными 
индексами П| и {причем /ь_> п.± I). г՛՝ получим систему двух несвя
занных уравнении

•4w, ( И,•!•< —1) ~ ; У * /Цкд, i.Иi) —1 •
Поэтому, чтоб)»: получить связанную систему, необходимо взять 

п: = п\ ՛ (чтобы учесть коэффициент . либо /12 п} — 1 (для 
учета коэффициента .4,..,,. н}.

Таким образом, определение оптимального приближения /. для 
(аннон задачи Сводится к нахождению наименьшего значения 7. только 
по одному индексу п.

Ограничимся в первом приближении двумя членами ш I (/h=^ 
Л2=/).ф1). После раскрылся сонтзстстзуюте!о oiipv.ie.i:iгеля для квад
ратного уравнения относительно 7. получаем с ic дующее выражение для 
иель’вего корня:

7. (/<..■ — I (Г՜)- । р-,з՛ (6)

~ ЛЬ« ± /Икг. 1). 2 = ('•’ — ЗЛ) (л* -- ՝2f: — 2.8) (7)
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Определим era lauiiàpiiy ю точку гля функции .U|ft, при -.-том н будем 
•читать 1епрерывиы.м аргументом. Получаем едипетвеи тую стационар
ную точку

.’iviKo показать, что это точка минимума Далее, учитывая интервалы 
возрастания и убывания составляющих функции, нетрудно получи! ., 
по минимум выражения (61 реализуется •> интервале

«о («о 0-7-
. у; UH1O.I ich ня до целого числа.

Отмстим следующее: если мы обычным способом бу тем брать ш 
гексы //■>-■= I.... и шросчитаем частоту, учитывая два члена, то полу 

чим значение ?.. юлорое отличается от /.. просчитанного но формуле (61 
(например, для случая /?/Л I/O, / R 1, р 0.25/? J более, чем 
н 25 раз.

Это обусловлено гем, что обычным способом, ограничиваясь неболь
шим числом членов ря га. мы нс в состоянии уловить главные гармони
ки, расположенные з.талг от мало с у шест псиных начал;.игах гармоник, 
вида как при оскомину емом подходе берутся i тайные гармоники, за 
счет чего юегпгаютсй хорошие начальные приближения.

В данном примере пара главных гармоник //*' 8, //'! 9; в слу
чае же более гонкой оболочки такой же длины, например, Ri։ 500 
я‘{ 11, п" 12 по мерс уменьшения толщины значения главных
гармоник будут увеличиваться.

Еще более от далепы главные гармоники для второй частоты (ш=2) 
г гем более для третьей (ш=3) и т. д.

Первое приближение для второй частоты, аналогично предыдуще
му, получаем при т 2 (/?t л, н.. — п 1). а для грен.ей частоты 
при от 3 {пх п, и., п ֊}֊ 1). тогда 
Л 1 ------------------

ч (Z—2. 3)
Л* •

- Aha Ai.p. !) . af (li- ?Jl(« "H"- f',1

р.. --֊ 13.8, ?3 = 39.2

Aiia.l'.'.'ir-llio тхды i-нему получаем, что min реализуется при

"° ֊ 7з ll-. <"о 1)

I Iля грегь.еги собственного значения в интервале

^°֊73 7«.

где 7/; ֊ сортве'дтвуюшие дополш-пия целого.
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Далее учитывая три члена ряда (31. после раскрытия соответствую
щего определи; едя получаем кубическое уравнение просительно /..

Для получения дальнейших приближении е учетом данного подхо
да на ЭВМ система алгебраических уравнений записывалась и матрич
ном виде

(В >Е)А о. Л В = \П‘^‘ £=’Л

ЙЙ* ֊ ''к-л:. 1 ;(</ — А-)[(/.՛ • А//) <?| ((<? /?) [(// Ал)Н֊ 71—2)՜

<>.1//0Аг (« = и

( И"";7 „ , Ч//"
.) ‘:у/ А'|. 1 ..

/- — т- | :2 — т-
/?)[(// Д/т) </\ 0.1#,Дг

(т =-/)

1 (/’=/). (/ /).

При этом /.՛ и и,. пре дпавляются к виде

Аг =» О, I. 2. ...

• "И = (/,՛ -дп)- 1Л1, д//=о. 1,2.
I". I М

[к ’ =0. -1. -I. ֊. _•....
I <7 I

В Данном представлении |П |-\/?> играет роль начального фик-сир) 
ванного значения л։ (А.՛? характеризует перемещение н л точки к точке 
а интервале (8), начиная от н = н<г у ), А соответствует членам н—I, 
Л-ф!, П 2, 0 4-2.....

При решении брались члены /// = 1.2 (А—0. 1, -2, 3). м=3. 4 
(/?=(), - 1) го есть 20 главны^ гармоник I1. зависимости от величины 
внешней нагрузки /?0 не обходимое’ ч.֊։сл > главных гармоник для получе 
ния достаточно .хороших результатов (таких, когда расхождение между 
предыдущих: и последующим приближением составляет величина поряд
ка 0.5%) различное Так для малых значений д^.0.3^.., достаточно 
учесть шесть членов /// — 1,2 (А=0, : I), ибо добавление последующих 
членов несущее!вечно. По мерс увеличения /;0 увеличивается 1: необхо
димое чме к: главных гармоник. При наибольших значениях то есть 
близких к рп>1. учет всех вышеотмеченных 20 главных гармоник лае? 
достаточно хорошие приближение, такое, что добавление дальнейших 
членов при увеличенп ш и |£ не приводит к сколько-нибудь существен
ным изменениям. В частности, добавление соседних членов т 1, 2 
(^=±4), ш = 3, 4 |/?- ±2). /и 5 (А - 0) изменяет значения минимально
го собственного числа матр:щы на величину порядка 0.5%.



<1 11 Кукулжаноа

Ла фаг. 1 л 2 1редет0илечы графики изменения чя:: мсяЬпк-й час։ >• 
। 1яшк’П՝н>гтл от величины 1.чтс11сив?1ост:| поперечной нагрузкй

>;нличлы\ геометрических параметров. Ло оси ординат отложено отно
шение .4,3 (//„). а по: оси абсцисс неличнны ч =г. - При $том Зо 
максимольное окружное напряжение для да-пн >1 за ычи, постояв- 
нос окружное напряжение — соотвгтстну'oni.ee крп нческос на
пряжение и случае действия радиального внешнего (явления </): 
«"0(7/0) наименьшая частота в случае отсутствия нагрузки (,9 О);
/.’0 соотвстствеклцес число окружных волн. Заметим, что =0 —///? п, 

— </Н;/г и, следовательно, = р а,. На этих фигурах для гран- 
.о'ния приведена •. нивсреиль ая криная {<՝) изменения 1к1имснь:ией 
чистоты для оболочек средней длины в случае постоянного окруж
ного на ИЯ (нри ЭТОМ 1." а >ёДИСС бТЛО'Д<ЙН;а величин:! - : . 
Н - ։ри1'.етени!цх графиков, нетрудно видеть, что при равных напри-
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жеииях (или i ри равных абсолютных значениях интенсивности пиш?- 
речной к радиальных иагрузок) н^1ЬМи‘йьш«е члс;..։1 я i ут суще
ственно различаться по мере поз на с .ан ня нагрузки. Кроме того. из 
полученных кривых (фиг. 2) ,ю; Î«? заметить, что изменения Гео
метрических параметров (/.'Д’, A? Ai для оболочек средней длины при

води! к сравнительно небольшим 
изменениям п.т и м и ь • ; I с il част* • гь 
'. Ip.i /■’—>/'. (/՛. критическая ве
личина задачи устойчивости |2ji 
получаем «•-— 0.

На фиг. '■'> ДЛИ оболочкй {.’./? I, /? /: : 300) ПрИВР 1еП՛.՛ ..и-
пять наименьших частот (кривые !и 2,. З3. 4։. 5։1. которые при д —О 
стремятся соответственно к наименьшим частотам незагруженной обо
лочки ю9(/и ֊ I. п л.։). ••<„।т = 1. /.՛ //п 1). “„{/и — 1. // //,. -֊ 2).
»•‘лИ~1. //֊-л:—И, --- 1, /I п0 31 (я частности. ыя рас-

:атриваем<я обол«>чки .7 9). О'.сзода нетрудно видел . ч ՛> если
При отсутствии нагрузки пас м ՛* дер не между частотами сравнительно 
небольшое, то по мерс увеличения приложенной нагрузки расхожде
ния между ними гушествешк изменяются. Кроме юго, необходимо 
заметить, что и. лично зоны растяжения окружного напряжения (о՛ 
действия внешней нагрузки । влияет иг. -и к- юрые частоты в сторону 
их увеличения при возрастании питонеивноетп действующей нш рузки.

11а фиг. 3 по оси ординат отложен.։ величина <•՛■՛»-, при этом 
"■о(,/о) - ։,>о Ь7՛' '՜ К Яо) наименьшая чагила свободной оболочки- 
когда з продольном 1Н1правлснип образуется одна пол\ волна (л0 
соответствующе е число окружных воли У

Нафиг. 4 им той же оболочки приведены графики изменения 
частот (кривые Е. 2_. 32. 4ф. которые при /> •’> стремятся соответ
ственно к частотам незагруженной оболочки м-, {.՛/։п = п"),

= 2. к - п'л 1). VI., \п1 - 2. п = //° — I». (т = 2, л = /? 2)
(для рассматриваемой оболочки /У1- 13|. 11а фиг. 1 ио оси ординат 
отложена величина л0), где 2, п Н՝') — наименьшая
частота незагруженной оболочки, когда в продольном лш-равленин
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образуются дне полуволны: н" — соответствующее число окружных 
волн.

Высшие Ж1 частоты, соответствующие частотам незагруженной обо
лочки для /и 3. '։.......ирам тески не зависят от внешней нагрузки для
приемлемого интервала. го есть, клг.та :згру<ка не превосходит своего 
критического значения.

IIhctiiivi млге.ч: ihkii \?| '.'ССР Поступила S) VI 1973
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l-lCtEXVlBkATIOX Ob' CYLINDRICAL SHELLS LXDEk’ 
TK’AXSX EbbAL I.OAD I XIEOR.MLY DISTRIBCTED 

TIIROl OHol.'T THE SURFACE

>. X. KU KE A NOV

S * m m я r v•

The effect of .1 preliminary acting bending transversal load, uni՛ 
fonnJy distributed throughout the surface of a console cylindrical shell, 
on the cigenf-erjiiendes and the patterns of eigen vibrations is inves
tigated.

the emphasis is laid upon the lowest frequencies which are practi
cally most significant and most sensitive (<• external effects.

ЛИТ 1- P A T У I’ A

I. (ii)fili-rf S. /»'. X simplified mclhod of I.i-i - <.-ibi1liy anntysi-; for inin vvlimJ-la' 
shells. NACA Rep.. 19-17. № 847.

2 i\;t».<Mr?Hili} С II. Устдйчипос1ь 1и1линдрич1-.ск1>11 ибаючк : при нзгийе Поперечно! 
cii.kii'i. раннбмерно распределенной но всей поверхности иля приложенной на кил 
не МТТ. 1. 1971
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