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Р. М. КИРАКОСЯН

МИНИМАЛЬНЫЕ ПРИНЦИПЫ И НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ОБ 
УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОМ РАВНОВЕСИИ ТЕЛ ПРИ

НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИЛОВЫХ И ТЕМПЕРАТУРНЫХ 
ВОЗДЕЙСТВИЯХ

Рассматривается квазистатическое упруго-пластическое равновесие 
тел, находящихся под действием нестационарных силовых и темпера­
турных воздействий. Обобщаются минимальные принципы упруго-плас- 
тичсскоЙ краевой задачи для скоростей изменения напряжений и де­
формаций на случай нестационарных температурных полей. В случае 
произвольно упрочняющихся материалов на базе термоупругих реше­
ний получается оценка сверху работы приращений действительных 
напряжений на приращениях пластических деформаций. Устанавлива­
ются некоторые теоремы и неравенства, связывающие решения крае­
вой задачи в термоупругой и термоупруг о-нластичсской постановках.

1. В прямоугольной декартовой системе координат х։ рассмотрим 
тело объема ?>, находящееся под действием массовых сил Л, , поверх­
ностных нагрузок Л-. приложенных на части поверхности 5,., и пере- 
мещени.- п.о, заданных на остальной части поверхности тела Бу­
дем считать* что эти воздействия и температурное поле тела С зави­
сят от времени, но они настолько медленно изменяются, что можно 
пренебречь инерционными эффектами. Как обычно, будем полагать, что 
температурное поле тела не зависит от его напряженного состояния и 
определяется решением соотнетствующей задачи теплопроводности. 
Все деформации считаются малыми, в силу чего при составлении урав­
нений равновесия и граничных услоний пренебрегаются изменения гео­
метрия тела, вызванные его деформированием.

Тензор скоростей деформаций г,- выражается через скорости пе- 
мешений и, в прямоугольной декартовой системе координат с по­

мощью известных соотношений

(«г. / + «/.

где запятая перед индексом 7 обозначает частную производную по 
координате л-..

Материал тела, предполагаем устойчивым в смысле постулата 
Друккера, идеально пластическим или произвольно упрочняющимся с 
регулярной или сингулярной поверхностью текучести. С целью уп-
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рощения считаем также, что физико-механические свойства матери: 
не зависят от температуры.

Связь между напряжениями и деформациями при пере.менЕ 
температурах можно представить с помощью следующих соотнр! 
ний 111:

а) для идеально-пластических материалов

®0‘ = 2г/ '4 2'«7 “Г -՝/..• = Аул.՛
т

(1.2)

где £//, И упругие, пластические и температурные составляй* 
тощие скорости деформаций соответственно, Аж-—тензор унру: 
коэффициентов, у—тензор напряжений, а—коэффициент линейно 
температурного расширения, 6,-, —символ Кронеккера, Д - фун: 
текучести (/.„(=£.•) — 0 -поверхности текучести)

— О, если Д<0, а также если Д == О, /„=—•֊՛"
^=•7 * I

и
0, если Д =0 и Д 0

б) для упрочняющейся среды общего типа

5«у — £,-/ 4՜ г?/ , — А^ыЧк4 -/ ™ ~ ^1, <1-

где Л,., положительные функции упрочнения,

С.,։ = 0, если Д < 0 или Д <С 0 
и

Ст 1, если _/= 0 и /,п 0
Дополнительно будем считать, что функции упрочнения Лт не занн 
сят от скоростей изменения напряжений.

Известно |1], что к случае стационарного температурного по, 
(5 — 0) обращения соотношений (1.2), (1.3) существуют и единстве 
ны. Имея в виду это обстоятельство и независимость температурив
поля от скоростей изменения напряжений, нетрудно 
существуют единственные обращения соотношений 

заключить, что
(1.2), (1.3) ив

случае нестационарности температурного поля. Таким образом, п| 
заданном напряженном состоянии =,у и нестационарном температур!
поле существует единственное решение соотношений (1.2) и (1.3)
относительно скоростей изменения напряжений 

Уравнение виртуальных работ

= I Х-, « . (IV ՛■ Ап։.</5 (1.4)
I» с» <

справедливо для любого распределения скоростей изменения напряж« 
ний з,/, уравновешенного скоростями изменений внешних нагрузо
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.X, Р, и для любого поля скоростей деформаций $,у, выражаемого че­
рез поле скоростей и. с помощью соотношений (1.1). Очевидно, что 
уравнение виртуальных работ применимо и для тел с нестационарны­
ми температурными полями.

Известно |1|, что распредели ле сгоростей изменения напряже­
ний в упрочняющемся материале называется статически возмож­
ным. если оно удовлетворяет дифференциальным уравнениям равновесия 
п объеме тела и красным условиям для напряжений на Статичес­
ки возможное распределение скоростей изменения напряжений в идеаль- 
ио-ал н тйческом теле должно также удовлетворять дополнительному 
условию

4’ -֊֊ если /т=0 (1.5)

поскольку материал не может воспринимать напряжения, превышаю­
щие предел текучести. Скорости деформации (1.2) или (1.3), соответ­
ствующие статически возможным скоростям г,/, как обычно, будем 
обозначать Поле скоростей деформаций называется кинемати­
чески возможным, если оно может быть выведено с помощью линейных 

1 соотношений (1.1) из поля скоростей н?. удовлетворяющего краевому 
условию для перемещений на

Скорости изменения напряжений по единственному обращению 
соотношений (1.2) и (1.3). соответствующие кинематически вбзможно- 
му распределению скоростей деформация и данному распределе­
нию скоростей температурных деформаций '''б,7 , будем обозначать 77՛

Минимальный принцип для скоростей изменения напряжений в 
рассмотренном случае нестационарного температурного поля б можно 
высказать в форме следующего утверждения: абсолютный минимум вы­
ражения

~ =</ (- | -/.п (1.6)
а р » и
՛ определенного для всех статически возможных распределений скоро­

стей изменения напряжений , отвечает действительному распределе­
нию скоростей изменения напряжений 77. являющемуся единствен­
ным решением краевой задачи.

Аналогично, минимальный принцип для скоростей деформаций 
может быть высказан в форме утверждения. Абсолютный минимум 
выражения

| (л,«"</:՛ (1.7)

V * V 8 р
(Д.’.Д. тензор модулей упругости) 
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определенного для всех кинематически возможных распределений ско­
ростей деформаций 2,7, отвечает действительному распределению ско­
ростей деформаций и соответствующих им скоростей и.. В случае 
идеально-пластического тела действительное распределение скорости 
деформаций не обязательно единственно, и минимум (1.7) достигает 
при всех распределениях скоростей деформаций, являющихся реше^ 
ниями краевой задачи.

Очевидно, что при = 0 сформулированные минимальные прин­
ципы совпадают с известными принципами, установленными для слу­
чая стационарных температурных полей.

Минимальный принцип для скоростей изменения напряжений экви­
валентен утверждению следующего неравенства:

֊ • 3.՛/ ( «о + afj''u )<&~ з.7«,- tiiOds —
1« с п

~ 9՜ i Zij < 3,7 "Г՜ ^dv + ( > ° (Ц)

*п

которое переходит в равенство только тогда, когда статически воз- 
можнос поле скоростей изменения напряжений . совпадает с действи­
тельным полем 'ij՝

Имея в виду, что разность скоростей изменения напряжении 
I՜,,.— ",/] самсуранновешена и соответствует нулевым скоростям на 
S/,, а действительные скорости деформаций г,, совместны и соответ­
ствуют заданным на Л’.., скоростям и։ , из уравнения виртуальных ра­
бот (1.4) находим

\ I £0' ~ l3«7 3v]n/u,0 (1Ф
V ։ а

С помощью этого равенства неравенство (1.8) можно привести к виду

— ( 3HS։”‘ Зи — - [ zii — ' dV . 0 (ЫОИ

и •

где символом „н“ наверху обозначены скорости деформаций без тем­
пературных составляющих, то есть

г;; = г; _ = S.7 - (1.1 \)

Ясно, что связь между тензорами =;. г. з/.՜. а также тензорами в 
выражается обычными соотношуниями (1.2) или (1.3), записанными 

для случаен стационарных температурных колей.
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Доказательство положительности подынтегрального выражения 
(!.10), когда з,-; не совпадает с 5,7, дается на стр. 32- 33 работы [1].

Аналогично можно доказать минимальный принцип для скоростей 
рмаций, который равносилен следующему неравенству:

- \ 13С/ ' A/L(^4i-)| ^ijd-V — Xi u'!dv ( Р{ и. ds — 

O »'S

• — ( [«?/ Aijkk(')Lhrik}\-=.ijdv r ( X«. dv •■}- ( A", ds > 0 (1.12)
V ։• «

P

С помощью уравнения виртуальных работ (1.4), записанного для ки­
нематически возможных скоростей деформаций [г'.у— з.-Д, которым 
отвечают скорости, ранные нулю на 5„, и действительных скоростей 
изменения напряжений з..., имеем

I 3ù(£0։ —S/;]</î'= | XfttJ — W,| dv 4- Pi |«?—u,.] ds (1.13)

<’ V s
P

С учетом этого равенства, неравенство (1.12) можно привести к виду
I ֊ rfv.»0 (1.14)

и
где символом „и“ наверху обозначены скорости изменения напряжений 
без учета скоростей температурных деформаций, то есть

Æ = 3rM«(*i»). (1.15)

Связь между тензорами скоростей изменения напряжений и дефор­
маций ='> а также тензорами и з,-, выражается обращением обыч­
ных соотношений упруго-пластического тела (1.2), (1.3), записанных 
для случая стационарности температурного поля.

Подынтегральное выражение (1.14), когда =*,•/ не совпадает с 
всегда положительно (см. стр. 34 работы [1]).

2. Рассмотрим решение краевой задачи п скоростях напряжений 
в линейно-термо-упругой постановке «J-/ при тех же скоростях измене­
ния внешних воздействий X,, Pt, и 0. Очевидно, что эти скоро­
сти в случае упрочняющихся материалов всегда, а в случае идеально­
пластических материалов при соблюдении дополнительного условия 
(1.5) являются статически возможными. Следовательно, в качестве 
статически возможного распределения скоростей изменения напряже­
ний с,, можно принимать поле скоростей термоупругих напряжений 

<»< -, при этом не забывая, что в случае идеально пластических матери­
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алов это означает ограничиться классом задач, для которых условие 
(1.5) удовлетворяется.

Полагая -- з.-уЧ из минимального принципа для скоростей нап­
ряжений (1.10) получим

|’| # Щ ։7/] Л >0 (2.1 )•

I»
где £Л!11" скорости деформаций упруго-пластического тела, соответ­
ствующие выбранному статически возможному полю скоростей термо­
упругих напряжений А/, без учета скоростей температурных деформа­
ций а6'*,7 .

Из (1.2) или (1.3) с учетом (1.11) для скоростей г,-/՜'" имеем

։,/ = А/а* «лл I-(2.2)

Здесь скорости пластических деформаций, которые имели бы
место, если действительные напряжения изменялись бы со скорос- 
тями изменения термоупругих напряжении з,7 , а , действительные 
скорости деформаций в упругом теле при скоростях Воздействий 
X,-, А, и., и Ь без скоростей температурных деформаций .

С помощью (2.2) неравенство (2.1) можно привести к виду

а (2.3)
» 

где
у ([2# & - =!■;•՛4;)и - (2.4)

1«
Минимальный принцип для скоростей изменения напряжений идеально 
линейно-упругого тела при переменных температурах можно сформу­
лировать так же, как и для упруго-пластического тела, только с той 
разницей: что в неравенстве (1.10) скорости деформаций А- и А оп­
ределяются из соотношений упругости

А = А.ад зла, А = А/ла3.՛«* (2-5)
Очевидно, что в качестве статически возможного поля скоростей из­
менения напряжений в воображаемом упругом теле можно принять 

го есть действительное поле скоростей изменения напряже­
ний в реальном упруго-пластическом теле при тех ж.е скоростях внеш­
них воздействий X, А, п.;> и 0, При этом рол։» действительны:- ско­
ростей изменение напряжений и деформаций играют з;/иА' решения 
задачи в термоупругой постановке.

Применяя минимальный принцип для скоростей изменения напря­
жений при переменных температурах (1.10) в случае линейко-упруго­



Некоторые теоремы об упруго-пласгичсском равновесии тел 57

го тела, когда в качестве статически возможного поля скоростей из­
менения напряжений принимается действительное поле скоростей 
в реальном упруго-пластическом теле з.;. получим

р-:,7 +ü? кг 2i,7 йл л- > о (2.6)

Так как [1]
Зг7 == -|- \>ij (‘2'71

где скорости остаточных напряжений, из (2.5) для = /,’ имеем

-i՝i А/аЦЛ*- | ֊ s)'"14-g//f. (2.8)

Здесь через обозначены скорости упругих деформаций, соответ­
ствующие скоростям остаточных напряжений р1Г.

Подставляя (2.8) в (2-6), находим

[(Й? й֊;” + - -и ЙЛ 0 (2.9)

V
Из уравнения виртуальных работ (1.4) для самоуравновешенпых ско­
ростей напряжений [з1у — з/,'] и совместных скоростей деформаций 
[=', — которым отвечают скорости перемещений, ранные нулю на 
5„, имеем

J’l^-^ий-ЗЛл=о (2-10)

о
Вычитая из (2.9) два раза (2.10) и имея в виду равенство

+ + (2.11)
получим

fl
J °о’ ֊/,■du 0 (2.12)

V
Как будет показано ниже, неравенства (2.3) и (2.12) позволяют уста­
новить некоторые теоремы и неравенства об упруго-пластическом рав­
новесии тела при переменных силовых и температурных воздействиях.

3. Складывая неравенства (2.3), (2-12) и имея в виду постулат 
Друккера, приходим к результату

( (эд,
О Р

откуда следует теофема.
Работа приращении действительных напряжений на прираще­

ниях пластических деформации не превосходит работы приращении 
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термоупругих напряжении на соответствующих им приращениях 
пластических деформации.

Работу приращений напряжений на приращениях пластических дс- 
формаций в случае упрочняющихся материалов, разумеется, можно 
рассматривать как некоторый интегральный критерий об интенсивно­
сти процесса дальнейшего пластического течения в теле при заданных 
скоростях изменения внешних воздействий. Установленная выше тео­
рема позволяет оценить сверху этот критерий на базе термоупругих 
решений без анализа действительного упруго-пластического равнове­
сия тела в последующем этапе его десрормирования.

Из (3.1) следует, что случаю

[ с!;‘ У'1 л» = о (3.2)

а
соответствует упругое поведение тела из упрочняющегося материала, 
в чем можно убедиться и из других соображений, имея в виду един­
ственность краевой задачи.

4. Для устойчивых идеально-пластических материалов из един­
ственности распределения действительных скоростей изменения напря­
жений вытекает, что статически возможные скорости термоупругих 
напряжений совпадают с действительными скоростями1“.

Рассмотрим частный случай, когда на поверхности текучести 
идеально-пластического материала происходит нейтральное изменение 
напряженного состояния со скоростями термоупругих напряжений, то 
есть

/т(»</) = 0, 7^' = 0 (4.1)

Легко доказать, что если система нагрузок не является предель­
ной, то есть существует статически возможное безопасное распреде­
ление напряжений зрто при (4.1) происходит чисто упругий процесс. 
С этой целью запишем уравнение виртуальных работ в виде

£[<>« ^|[м֊4?]л=о (4.2)

откуда для случая (4.1) получим

|1м֊^л = » (4.3)

’ Отмстим, что »то утверждение чоипо подучить и из неравенств (2.3) и (2 12). 
На самом дел*. имея в виду равенства г,у 0. из этих неравенств имеем / 0 и 
} :0. откуда следует / 0. В силу итого иеравслство»(2.3) превращается и равенство, 
что согласно минимальному принципу равносильно совпадению статически возможных 
скоростей термоупругих напряжений с дсйстви н-льными.
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Это равенство противоречит основному неравенству постулата Друк- 
кера при отличных от нуля скоростях пластических деформаций 
| [=0 - 0 (4.4)

Таким образом справедлива теорема.
Если на поверхности текучести идеально пластическою ма­

териала происходит нейтральное измене мне напря женного состоя­
ния со скоростями термоупругих напряжений и если при этом 
система нагрузок не является предельной, то скорости пласти­
ческих деформаций равны нулю и поведение тела упругое.

5. Их (2.12) в силу постулата Друккера следует неотрицатель­
ность интеграла /

/= (5.1)

При фиксированных перемещениях на S„ (u/ft 0) из уравнения вирту­
альных работ (1.4) имеем

(5.2)
С»

Вычитая из (5.1) два раза (5.2) и имея в виду обозначения (1.11)» по­
лучим

\ 3</{£г/ 4՜ ^'ч- ]—30՜'[4/*4- dv 0 (5.3)
V

Таким образом, доказана теорема.
При фиксированных перемещениях на поверхности Sa работа 

приращений напряжений на сумме прирагщеннй полных и темпера­
турных деформаций для упруго-пластического материала не мень­
ше. чем для упругого.

Пользуясь неравенствами (3.1) и (5.3), можно записать

I f # i;r Л [ Wfdv

n = -------- ----------- > —1-------- ----------- > 0 (5.4)
I T 3X7 ]f/t’ i 5,7[s17 4-aÖö0֊] Jw 

kJ JV. v

Неравенство (5.4) означает, что при фиксированных перемещени­
ях на S„ на приращения чисто пластических деформаций израсходу­
ется не больше, чем n-ая часть той работы, которая совершается 
приращениями напряжений на сумме полных приращений деформаций 
и температурных расширений.

Эта оценка, очевидно, имеет смысл лишь при п<1. Здесь по­
лезно заметить, что так как в числителе выражения п интеграл фак­
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тически распространяется не на весь объем тела V, а на ту ею часть, 
где скорости пластических деформаций отличны от нуля, то случай 
п <Д может оказаться довольно общим.

6. Рассмотрим случай, когда при постоянных массовых силах 
(X 0) и поверхностных нагрузках (Р, =0) на 5М заданы отличные 
от нуля скорости п.։1 (например, случай штампов). Из уравнения вир­
туальных работ следует

(6.1)
»•

Вычитая из выражения J два раза (6.1), получим

(6.2)

При стационарных температурных полях из (6.2) с учетом урав­
нения виртуальных работ имеем

11 зо; 4? — '.i = р=‘г'п/-о (6.3)

V X• а
то есть при одинаковых скоростях на работа приращений контакт­
ных напряжений и случае упругого материала не меньше, чем в слу­
чае упруго-пластического.

7. Из (2.9) с учетом (2.11) и постулата Друккера получим

fi $’՛՛ + $ - 2-о dv > о (7.1)

Складывая неравенства (5.1) и (7.1), приходим к результату

pi!;> л >о (7.2)
V

Для стационарных температурных полем это означает, что работа 
приращений напряжений при упругой постановке на приращениях де­
формаций реального упруго-пластического тела не меньше, чем работа 
приращений реальных напряжений га приращениях упругих деформа­
ций.

Пользуясь случаем, автор приносит благодарность профессору 
В. Д. Клюшнийфву за обсуждение настоящей работы и за ценные 
советы. .

Институт механики
АН Армянской ССР

Поступила 14 XII 1971
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MINIMUM PRINCIPLES AND SOME THEOREMS ON 
ELASTIC PLASTIC EQUILIBRIUM OF BODIES UNDER 

NONSTATIONARY POWER AND TEMPERATURE EFFECTS

R. M. KIRAKOS1AN
I

S u m m a r y

Quasi-static elastic-plastic equilibrium of bodies under nbnstationa- 
ry power and temperature effects is considered. The minimum principles 
of the elastic-plastic boundary problem for the rates of stress-strain 
variation in the case of nonstu‘ionary temperature fields are generalized. 
For arbitrary hardened materials the rating from above for increments 
of actual stresses on increments of plastic strains is obtained on the 
basis of thermoeiastic solutions. Some theorems and inequalities combi­
ning the solutions of die boundary probem in thermoelastic and thermo- 
elastoplastic statements are derived.
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